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دانش و علم مͺتب شاگرد همیشه را خود گرفته�ام، قرار دانش�پژوهͬ�ام دوران روزهای واپسین در که حال

ارابه�ی چرخ و بود نخواهد پایان�پذیر هیچ�کس برای هیچ�گاه علم�آموزی و دانش�پژوهͬ گرچه مͬ�دانم، و دانسته

شد. خواهد رانده جلو به یͺطرفه جاده�ای در پیشرفت و شͺوفایͬ

راه در را خود توان تمام و بردارم گام علم راه در تا فرمود عطا ͬͽشایست من به که را منان ایزد سپاس

بندم. کار به خویش مردم به خدمت

فͺری با و صدر سعه با که بزرگوارم راهنمای استاد جعفرزاده عباس دکتر آقای جناب گرانقدر استاد از

این نمودن پربار هرچه جهت در نظر دقت با و بودند راهنما درست راهͬ انتخاب در مرا گاه آ قلبͬ و روشن

بینش و دانش و اندیشه خرمن چین خوشه امروز من و نموده�اند راهنمایͬ و داده خرج به متعالͬ همت پایان�نامه

مͬ�نمایم. تشͺر و تقدیر هستم ایشان

این انجام طول در که ارجمندم مشاور استاد امیری جعفریان مجید سید دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از

دارم. را امتنان کمال گردیده�ام مند بهره ایشان سازنده رهنمودهای از همواره پایان�نامه

گام خویش موفقیت و زندگͬ مسیر تمام در وجودشان با که دلسوزم و مهربان مادر و پدر از همچنین

مͬ�کنم. سپاسͽزاری زد خواهم بوسه همواره پرمهرشان دستان بر و برداشته�ام

دارم. را تشͺر کمال بود خواهد و بوده زندگͬ�ام مراحل تمام در من پشتیبان و الͽو که عزیزم برادر از

اୀاਖ࣓ঘی༚دی صد૓৒ه
زീज़تان۱۳۹۰



چͺیده

و باشد دوری غیرموضعا گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض پایان�نامه این در

Cyc(G)={y ∈ G| باشد دوری ⟨x, y⟩ ،x ∈ G هر ازای به }

رأس دو رئوسG\Cyc(G)و مجموعه با است گرافͬ مͬ�شود، داده نشان ΓG نماد با Gکه غیردوری گراف

از کرد. خواهیم بررسͬ را گراف این از مختلفͬ ویژگͬ�های ما نباشد. دوری ⟨x, y⟩ اگر مجاورند هم با y و x

همچنین باشد. نداشته نامتناهͬ خوشه ΓG اگر فقط و اگر است متناهͬ ΓG خوشه عدد مͬ�کنیم ثابت جمله

کرد. خواهیم بررسͬ را است ۴ از کمتر خوشه�شان عدد که را گراف�هایͬ

خوشه. عدد دوری�ساز، غیردوری، گراف دوری، غیرموضعا گروه کلیدی: واژه�های
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مقدمه

ساختاری یͷگرافبه نظریه، این در است. یافته گسترشفراوانͬ اخیر سال�های در گراف�هایجبری نظریه

وسیله به جبری ساختار آن از ویژگͬ�هایͬ و شده بررسͬ گراف سپسخواصآن و مͬ�شود تخصیصداده جبری

گراف ،[١۵, ٢۶] گروه ͷی اول گراف به مͬ�توان جمله آن از مͬ�شود. مشخص متناظرش، گراف ویژگͬ�های

حلقه ͷی صفر علیه مقسوم گراف و [١, ١۶] گروه ͷی ناجابه�جایͬ گراف ، [١٢, ١٣] گروه ͷی جابه�جایͬ

کرد. اشاره [۶, ٧]

بار �اولین برای مͬ�شود، داده نشان ΓG نماد با که G مثل دوری غیرموضعا گروه ͷی غیردوری گراف

رئوس مجموعه که ترتیب این به .[۴, ۵] است شده معرفͬ آبادی حسن دکترمحمدی� و عبدالهͬ دکتر �توسط

مͬ�شود: تعریف زیر �صورت به و دارد نام G دوری�ساز ،Cyc(G) که است، G \ Cyc(G) با برابر آن

Cyc(G)={y ∈ G| باشد دوری ⟨x, y⟩ ،x ∈ G هر ازای به }

نباشد. دوری آن�ها توسط شده تولید زیرگروه اگر مجاورند باهم رأس دو گراف این در

G \Z(G)رئوس مجموعه با گرافͬ مͬ�دهیم، G∇نشان با را آن که غیرآبلͬ گروه ͷی ناجابه�جایͬ گراف

.xy ̸= yx اگر مجاورند y و xرأس دو و مͬ�باشد

نمود: مطرح را زیر سوأل ١٩٧۵ سال در بار اولین برای ، اردوش١ پل

عدد آیا باشد. نداشته نامتناهͬ خوشه ∇G ناجابه�جایͬ گراف طوری�که به باشد گروه ͷی G کنید فرض

است؟ G∇متناهͬ خوشه

مͬ�دهد: زیر صورت به سؤال این به مثبتͬ پاسخ ٢ نیومن

Paul Erdos١

Neumann٢

پ



به�خصوص، باشد. G/Z(G)متناهͬ اگر فقط و اگر ندارد نامتناهͬ Gخوشه یͷگروه ناجابه�جایͬ گراف

است. G∇متناهͬ خوشه عدد

به سؤال این به پایان�نامه، این در شود. پرسیده ΓG غیردوری گراف مورد در مͬ�تواند مشابهͬ، سؤال

مͬ�شود: داده پاسخ زیر صورت

عدد به�خصوص، باشد. متناهͬ G/Cyc(G) اگر فقط و اگر ندارد نامتناهͬ خوشه ΓG غیردوری گراف

گراف ویژگͬ�های همچنین و ΓG غلبه عدد و قطر بررسͬ به پایان�نامه این در همچنین است. متناهͬ ΓG خوشه

مͬ�پردازیم. مͬ�شود، نامیده G دوری گراف که ،ΓG متمم

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد زیر مطالب آن در که مͬ�باشد فصل ۴ شامل پایان�نامه این

خواهیم مͬ�گیرند قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که مقدماتͬ قضایای و تعاریف بیان به اول فصل در

گراف مورد در که عمومͬ مشخصات بعضͬ مͬ�باشد، بخش ٢ شامل که پایان�نامه این دوم فصل در پرداخت.

کرد. خواهیم بررسͬ مͬ�کنند صدق غیردوری

نامتناهͬ خوشه هیچ غیردوری�شان گراف که را گروه�هایͬ مͬ�باشد، بخش ٢ شامل که سوم فصل در

و دارند متناهͬ خوشه عدد گروه�ها بعضͬ که مͬ�کنیم ثابت ما حقیقت در کرد. خواهیم بررسͬ را ندارد،

که حالͬ در ندارد نامتناهͬ مستقل مجموعه هیچ غیردوری�شان گراف که دارند وجود G گروه�های مقابل در

را دارد ۴ کمتراز خوشه عدد غیردوری�شان گراف که گروه�هایͬ همچنین و نیست متناهͬ استقلال�شان عدد

که متناهͬ غیردوری گروه�های مͬ�باشد، بخش ٢ شامل که چهارم فصل در نهایت در و کرد خواهیم بررسͬ

دو غیردوری�شان گراف که را غیردوری متناهͬ آبلͬ گروه�های همچنین و هستند منتظم غیردوری�شان گراف

کرد. خواهیم بررسͬ را دارند درجه نوع

ت



١ فصل

نیازها پیش و تعاریف

خواهیم مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که مقدماتͬ قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

پرداخت.

گروه�ها از مقدماتͬ ١.١

طوری�که به باشد داشته X مانند متناهͬ زیرمجموعه�ای اگر گوییم مولد١ متناهͬ را G گروه .١.١.١ تعریف

این�صورت در .G = ⟨{x}⟩ که باشد موجود G در xی هرگاه خوانیم دوری٢ را G گروه .G = ⟨X⟩

.G = ⟨x⟩ مͬ�نویسیم

را G در H راست یا چپ هم�مجموعه تعداد آن�گاه .H ≤ G و گروه ͷی G کنید فرض .٢.١.١ تعریف

باشد. نامتناهͬ یا متناهͬ است ممͺن که مͬ�دهیم. نشان [G : H] با و مͬ�نامیم G در H اندیس٣

Finitely Generated ١

Cyclic ٢

Index٣

١



٢ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

به هرگاه ١نامیم همریختͬ ͷی را f : G −→ H تابع باشند. گروه دو H و G کنید فرض .٣.١.١ تعریف

،G از y و x هر ازای

f(xy) = f(x)f(y).

هرگاه نامیم بروریخت٣ͬ را آن باشد. ͷی به ͷی f صورتͬ�که در گوییم تͺریخت٢ͬ را f : G −→ H همریختͬ

١-١ تناظر f صورتͬ�که در گوییم یͺریخت۴ͬ را f : G −→ H همریختͬ بالاخره باشد. H برابر G بر f

داشته وجود f : G −→ H مانند یͺریختͬ ͷی صورتͬ�که در گوییم یͺریخت را H و G گروه دو باشد.

.G ∼= H مͬ�نویسیم و باشد.

از است عبارت G گروه مرکز۵ .۴.١.١ تعریف

Z(G) = {x ∈ G | xg = gx ،G از g هر ازای {به

است. G از نرمال زیرگروه ͷی که

زیرگروه ͷی {g ∈ G | gx = xg} مجموعه این�صورت در Gباشد، گروه از عضوی x اگر تعریف١.١.۵.

مͬ�دهیم. نشان (C(x) مختصرا (یا CG(x) با را آن و �نامیده G در x ۶ مرکزساز را زیرگروه این است. G

.Z(G) =
∩

x∈GC(x) که است واضح

که گفت مͬ�توان فوق، تعریف در

CG(x)={y ∈ G| باشد آبلͬ ⟨x, y⟩}.

Homomorphism١

Monomorphism٢

Epimorphism٣

Isomorphism۴

Center۵

Centralizer۶



٣ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

به�دست دارد نام x دوری�ساز١ که مفهومͬ کنیم جایͽزین را ”دوری” کلمه رابطه، این در آبلͬ” ” جای به اگر

مͬ�آید.

زیرگروه ͷی را M باشد. G از واقعͬ زیرگروهͬ M و غیربدیهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۶.١.١ تعریف

.H = G Mیا = H که دهد Mنتیجه ≤ H ≤ G Mو ̸= G اگر مͬ�نامیم G ٢ بیشین

ͷی حداقل جزء G واقعͬ زیرگروه هر و مͬ�باشد بیشین زیرگروه�های دارای G غیربدیهͬ متناهͬ گروه هر

است. G بیشین زیرگروه

در مͬ�نامیم -گروه p ͷی را G گروه باشد. اول عدد ͷی p و گروه، ͷی G کنید فرض .٧.١.١ تعریف

H صورتͬ�که در گوییم G -گروه p ͷی را G از H زیرگروه باشد. p از توانͬ G عضو هر مرتبه صورتͬ�که

باشد. -گروه pͷی

عدد ͷی ،α آن در که است pα صورت به G مرتبه آن�گاه باشد، متناهͬ -گروه pͷی G اگر .٨.١.١ نتیجه

است. نامنفͬ صحیح

صحیح عدد ͷی ،α آن �در که n=pαn′ و باشد، n مرتبه از متناهͬ �گروه ͷی G فرض�کنید .٩.١.١ تعریف

-زیرگروه p ͷی را pα مرتبه از G زیرگروه هر آن�صورت در .p - n′ که �است اولͬ عدد p و است نامنفͬ

مͬ�نامند. G ٣ سیلوی

Cyclicizer١

Maximal٢

Sylow٣



۴ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

غیربدیهͬ عضو هر مرتبه صورتͬ�که در مͬ�گوییم ١ مقدماتͬ آبلͬ Gرا متناهͬ آبلͬ -گروه p تعریف١٠.١.١.

باشد. p اول عدد G

زیرگروه�های از متناهͬ است زنجیری ،G ٢ زیرنرمال یͷسری باشد، Gیͷگروه فرضکنید تعریف١١.١.١.

مانند G

۱ = G۰ ≤ G۱ ≤ . . . ≤ Gr = G

را فوق زیرنرمال سری اوقات گاهͬ این�صورت، در .Gi−۱ ▹ Gi ،۱ ≤ i ≤ r که i هر ازای به طوری�که به

مͬ�دهند: نشان هم زیر صورت به

۱ = G۰ ▹ G۱ ▹ . . . ▹ Gr = G.

زیرگروه�های از متناهͬ است زنجیری ،G ٣ نرمال سری ͷی باشد، گروه ͷی G کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

مانند G نرمال

۱ = G۰ ≤ G۱ ≤ . . . ≤ Gr = G.

است زیرنرمال سری ͷی نرمال سری هر که است واضح نͺته.

نرمال سری باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

۱=G۰ ≤ G۱ ≤ . . . ≤ Gr=G

. Gi

Gi−۱
≤ Z( G

Gi−۱
) ،۱ ≤ i ≤ r که i هر ازای به صورتͬ�که در گوییم G ۴ مرکزی سری ͷی را

Elementary Abelian١

Subnormal Series٢

Normal Series ٣

Central Series۴



۵ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

کوتاه�ترین طول باشد. داشته مرکزی سری ͷی صورتͬ�که در ١نامند پوچتوان را G گروه .١۴.١.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان c(G) با را آن و گویند G ٢ پوچتوانͬ رده را G مرکزی سری

گروه�های از دیͽر دسته�ای است. ١ پوچتوانͬ رده از پوچتوان گروه ͷی آبلͬ گروه هر که است واضح .١ مثال

۱ ≤ سری گروه�ها، این مورد در مͬ�کنند، صدق G′ ≤ Z(G) شرط در که Gاند مانند گروه�هایͬ پوچتوان،

.c(G) ≤ ۲ نتیجه در و است مرکزی سری ͷی Z(G) ≤ G

.Z(G) ̸= ۱ آن�گاه باشد، غیربدیهͬ پوچتوان گروه ͷی G اگر نͺته.

است. بدیهͬ Z(S۳) زیرا نیست، پوچتوان گروه ͷی S۳ گروه .٢ مثال

است. پوچتوان متناهͬ -گروه p هر نͺته.

شود. مراجع [٢٨] در ١.١٠ ت. مثال به برهان.

دو�به�دو زیر گزاره�های این�صورت در باشد. متناهͬ غیربدیهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١۵.١.١ قضیه

معادل�اند:

است. پوچتوان G (١

است. نرمال G در G بیشین زیرگروه هر (٢

Nilpotent١

Nilpotency Class٢



۶ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

است. نرمال G در G سیلوی -زیرگروه p هر (٣

مͬ�شوند. جابه�جا باشند، اول به�هم نسبت آن�ها مرتبه که G عضو دو هر (۴

است. خود سیلوی زیرگروه�های مستقیم حاصلضرب G (۵

شود. مراجع [٢٨] در ٨.١.١٠ به برهان.

G مولد هر مرتبه اگر این�صورت در باشد. مولد متناهͬ پوچتوان گروه ͷی G کنید فرض .١۶.١.١ قضیه

است. متناهͬ G آن�گاه باشد، متناهͬ

شود. مراجع [٢٨] در ۵.۴.١٠ به برهان.

باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

باشد. متناهͬ آن عضو هر مرتبه هرگاه گویند، تابدار١ را G گروه (١

باشد. نامتناهͬ آن غیربدیهͬ عضو هر مرتبه هرگاه گویند، بͬ�تاب٢ را G گروه (٢

مͬ�باشد. تابدار گروه ͷی Zn و بͬ�تاب گروه ͷی Z گروه .٣ مثال

مͬ�باشد. بͬ�تاب نه و تابدار نه Z⊕ Zn گروه .۴ مثال

است مثبت صحیح عدد ͷی ٣ -عدد π ͷی باشد، اول اعداد از ناتهͬ مجموعه ͷی π اگر .١٨.١.١ تعریف

Torsion١

Torsion-free ٢

π−Number٣



٧ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

مرتبه�اش اگر مͬ�شود نامیده -عنصر١ π گروه، ͷی از عنصر ͷی �باشند. π به متعلق آن اول علیه�های مقسوم که

خیلͬ حالت باشد. -عنصر π ͷی آن عنصر هر اگر مͬ�شود نامیده -گروه π گروه، ͷی و باشد -عدد π ͷی

گروه مرتبه اگر فقط و اگر است -عنصر pͷی متناهͬ گروه ͷی از عنصر هر .π = {p} که است زمانͬ مهم

باشد. p از توانͬ

معادله در که x عناصر تمام مجموعه باشد. آبلͬ گروهͬ G و طبیعͬ عددی n کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

مجموعه همچنین مͬ�شود. داده نشان G[n] با که مͬ�دهد G از زیرگروه ͷی تشͺیل مͬ�کنند صدق nx = ۰

است واضح مͬ�دهد. تشͺیل مͬ�شود، نامیده G ٢ تابͬ زیرگروه که T زیرگروه ͷی G متناهͬ مرتبه از عناصر

تشͺیل G از زیرگروه ͷی pثابت اول عدد از توانͬ مرتبه با عناصر تمام این �بر علاوه مͬ�باشد. بͬ�تاب G
T
که

مͬ�شود. داده نشان Gp با و شده نامیده G ٣ � اولیه - p مؤلفه که مͬ�دهند

x ∈ G عنصر ،n ∈ Z هر و g ∈ G هر برای اگر گوییم، ۴ رابخش�پذیر G گروه ͷی .٢٠.١.١ تعریف

.g = nx جمع�ها نماد با یا ،g=xn طوری�که به باشد داشته وجود

گروه Zp∞ است. بخش�پذیر آبلͬ -گروه pͷی که مͬ�دهیم نشان Zp∞ نماد با را Q
Z
-اولیه p مؤلفه .۵ مثال

مͬ�شود. نامیده شبه�دوری۶ -گروه p یا پروفر۵

π−Element١

Torsion Subgroup٢

p-Primary Component٣

Divisible۴

Prufer۵

Quasicyclic۶



٨ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

Zp∞ = { a

pn
+ Z ∈ Q

Z
| n ∈ N, ۰ 6 a < pn − ۱} نͺته.

غیربدیهͬ مستقیم جمعوند ͷی Gشامل آن�گاه نیست، بͬ�تاب �که باشد آبلͬ گروه ͷیG اگر .٢١.١.١ قضیه

مͬ�باشد. شبه�دوری یا دوری گروه�های از

شود. مراجع [٢٢] در ۴.٣.١١ به برهان.

که است y و x مولدهای با ۴n مرتبه از غیرآبلͬ گروه ͷی ١ یافته تعمیم کواترنیون گروه .٢٢.١.١ تعریف

یعنͬ .y−۱xy = x−۱ و x۲ = y۲ و x۲m = ۱

Q۴n =
⟨
x, y | x۲m=۱, x۲ = y۲, y−۱xy=x−۱

⟩
.

کواترنیون یا دوری اگر فقط و اگر دارد p مرتبه از زیرگروه ͷی دقیقا A متناهͬ گروه −p .٢٣.١.١ قضیه

باشد. یافته تعمیم

شود. مراجع [٢٢] در ۵.٣.۶ به برهان.

باشد. نداشته غیربدیهͬ بخش�پذیر زیرگروه هیچ اگر دارد نام یافته٢ تقلیل آبلͬ، گروه ͷی .٢۴.١.١ تعریف

Generalized Quaternion Group١

Reduced٢



٩ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

کپͬ�های از مستقیمͬ مجموع با یͺریخت اگر فقط و اگر است بخش�پذیر G آبلͬ گروه ͷی .٢۵.١.١ قضیه

�باشد. شبه�دوری گروه�های و Q

شود. مراجع [٢٢] در ۴.١.۵ به برهان.

وجود) صورت (در گروه آن عناصر تمام مرتبه مشترک مضرب کوچͺترین گروه، ͷی نمای١ تعریف١.١.٢۶.

مͬ�باشد.

آنها اجتماع Gکه سره زیر�گروه�های از گردایه�ای از است Gعبارت گروه برای ٢ پوشش ͷی تعریف٢٧.١.١.

باشد. G برابر

پوششͬ آن، از سره�ای زیرگردایه هیچ اگر مͬ�شود نامیده ٣ یافته Gکاهش گروه از یͷپوشش تعریف٢٨.١.١.

نباشد. G برای

کلمات تمام مجموعه باشد) متناهͬ I G۱اگر ∗G۲ ∗ . . . ∗Gn (یا
∏∗

i∈I Gi فرضکنید تعریف٢٩.١.١.

،{Gi|i ∈ I} خانواده ۴ آزاد حاصلضرب که مͬ�دهد، تشͺیل گروهͬ
∏∗

i∈I Gi باشد. X بر تحویل�یافته

پهلوی با اساسا (̸= ۱) تحویل�یافته کلمه دو حاصلضرب و است همانͬ عنصر ١ گروه این در مͬ�شود. نامیده

است ممͺن تحویل�یافته کلمه دو شده گذاشته هم پهلوی حاصلضرب چون مͬ�شود. تعریف گذاشتن هم

داد. انجام آن در را لازم ادغام�های و حذف باید نباشد، تحویل�یافته

شود. مراجع [٢٧] ١ فصل ٩ ٧و بخش به بیشتر توضیحات برای

Exponent١

Covering٢

Irredundant ٣

Free Product۴



١٠ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

مͬ�نماییم. بررسͬ را آن از ویژگͬ�های و نموده معرفͬ گروه ͷی در را دوری�ساز مفهوم حال

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G گروه در x عنصر هر دوری�ساز .٣٠.١.١ تعریف

CycG(x)={y ∈ G| باشد دوری ⟨x, y⟩}.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را G در X دوری�ساز ،G از X ناتهͬ زیرمجموعه ͷی برای همچنین

CycG(X)=
∩
x∈X

CycG(x).

نماد با را آن و نامیده G دوری�ساز را CycG(G)

Cyc(G)={y ∈ G| باشد دوری ⟨x, y⟩ ،x ∈ G هر ازای به }.

کنید: مقایسه Z(G)تعریف با را رابطه این مͬ�دهیم. نشان

Z(G) = {y ∈ G| باشد آبلͬ ⟨x, y⟩ ،x ∈ G هر ازای به }.

اگر مͬ�شود نامیده ١ -گروه P موضعا G گروه ͷی باشد، جبری خاصیت ͷی P اگر .٣١.١.١ تعریف

اگر باشد. P خاصیت با زیرگروهͬ یعنͬ G از -زیرگروه P ͷی در مشمول G از متناهͬ زیرمجموعه هر

است -گروه P Gموضعا که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به شود، برده ارث به زیرگروه�ها �وسیله به P خاصیت

باشد. داشته را P خاصیت ،G مولد متناهͬ زیرگروه هر اگر

مͬ�شود. برده ارث به زیرگروه�ها توسط بودن، متناهͬ و بودن پوچتوان بودن، خواصدوری از کدام هر .۶ مثال

زیرگروه اگرهر نامیم، (۴ متناهͬ موضعا یا ٣ پوچتوان (موضعا دوری ٢موضعا گروه ͷی را G گروه بنابراین

باشد. متناهͬ) یا پوچتوان ترتیب (به دوری ،G مولد متناهͬ

Locally P-Group١

Locally Cyclic٢

Locally Nilpotent٣

Locally Finite۴



١١ نیازها پیش و تعاریف .١ فصل

در که همان�طور مͬ�باشد G از دوری موضعا زیرگروه ͷی Cyc(G) ،G گروه هر برای که است واضح نͺته.

نیست. G از زیرگروه ͷی CycG(x) ،G از x عنصر ͷی برای کلͬ طور به شد گفته [٢٠] مقاله

داریم H=Z۲⊕Z۴ گروه در مثال برای .٧ مثال

CycH((۰,۲))={(۰, ۰) , (۰,۱) , (۰,۲) , (۰,۳) , (۱,۱) , (۱,۳)}

نیست. H از زیرگروه ͷی

G از دوری موضعا زیرگروهͬ ،G گروه ͷی دوری موضعا زیرگروه�های از زنجیر هر اجتماع .٣٢.١.١ لم

است. G بیشین دوری موضعا زیرگروه ͷی حداقل در مشمول G عنصر هر نتیجه در است،

.H = ∪i∈IHi مͬ�دهیم قرار دوریGباشد. موضعا زیرگروه�های از زنجیر ͷی {Hi}i∈I فرضکنید برهان.

اما .b ∈ Hj و a ∈ Hi که هستند i, j ∈ I آن�گاه ،a, b ∈ H اگر زیرا است G از زیرگروهͬ H وضوح به

موضعا H حال .a−۱b ∈ Hj ⊆ H لذا a, b ∈ Hj پس Hi 6 Hj کنیم فرض .Hj 6 Hi یا Hi 6 Hj

a۱, . . . , an ∈ Hi که هست i ∈ I فوق، استدلال مشابه آن�گاه ،a۱, . . . , an ∈ H اگر زیرا است دوری

فرضکنیم حال است. دوری موضعا Hنیز لذا است. دوری ⟨a۱, . . . , an⟩استپس دوری Hiموضعا چون

به هستند. x شامل که مͬ�گیریم نظر در G دوری موضعا زیرگروه�های تمام مجموعه را
∑

مجموعه .x ∈ G

K پس Kاست. چون بیشین عضو دارای
∑ ١ زرن لم بنابر و لم، اول قسمت به توجه با .⟨x⟩ ∈

∑
وضوح

مͬ�گیریم نظر در قبل مطابق را
∑

دوباره حال است. x شامل که Gاست از بیشین دوری موضعا زیرگروه ͷی

پس .y ∈ D کنیم فرض ابتدا .D = CycG(x) مͬ�دهیم قرار .CycG(x) = ∪M∈
∑M مͬ�کنیم ثابت و

مͬ�دهیم قرار است. دوری ⟨x, y⟩
′∑

= {K ≤ G | x, y ∈ K, دوری .{Kموضعا

Zorn,s Lemma١


