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  تشکر و قدردانی
جانمان هاي بیدر بدن. پروردگاري را که خالق زمین و آسمان است و مرّبی خاك تن وآبِ جانسپاس        

رحمانی که . میراند و تنها باقی اوستکند و میکند، زنده میمیراند و زنده میمی. جاري است و جانان جان است
ي بندگی در گوش، لم شوند و حلقهي عااز سر لطف و رحمت، بندگانی را آفرید تا به جهان خدمت کنند و خلیفه

ایم شکر هادیان و مربیان و توان شکر او را گفت که نتوانستهپس چگونه می .بندگان را به سوي او بخوانند
  .شکر انبیا و اولیا و اوصیایش را. ران و منذرانش را بگوییممبشّ
نگارنده این سطور بتواند بر خوان  اش را در پرده غیب مستور کرده است، تاسپاس از او که آخرین منجی     

  .خوار لطف و عطایشهاي او مهمان شود و روزينعمت
سپاس بر داناي مطلقی که عقل را آفرید، آنگاه خود اولین معلم آن شد و مقام علم را ستود، هنگامی که به آدم      

  .علم آموخت
درود بر . هاستزي پروردگار سزاوار آندرود بیکران بر رهروان علم و دانش و آنان که صفت علم آمو     
  .انددهندگان عقل و روح که پیوندي ناگسستنی با عالم عالَم برقرارکردهي پرورشهمه
اند، از مادري که حملم نمود و ي آنان که یاریم کردهي مغفرتی باش براي همهتو خود، ذخیره! بار الها     

   .راهم برد و همسري که همراهم شد پدري که
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  چکیده                                          
      

را منظم گوییم اگر هر زیر مدول باتولید متناهی آن، یک    M. باشد مدول - Rیک  Mفرض کنید       
  .جمعوند مستقیم پروژکتیو باشد

هاي  در این پایان نامه، ابتدا مدول نیمه منظم معرفی شده است، سپس برخی خاصیت مشخصه     
  .ها بررسی و یک قضیه ساختاري اثبات گردیده است اینگونه مدول

هاي منظم و نیمه  هاي نیمه منظم بررسی شده است و چندین قضیه درباره حلقه در ادامه حلقه     
  . استکامل تعمیم و توسعه یافته 

کامل چپ  Rحلقه  «شده که   نشان دادهو  بررسیاي نیمه منظم  ریختی حلقه  درون در نهایت،     
  .»، نیمه منظم باشدMمدول چپ پروژکتیو  -Rبراي هر  Mاي  است اگر و تنها اگر درون ریختی حلقه
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  مقدمه
هاي منظم، به معرفی و بررسی اي تحت عنوان مدولدر مقاله 1972در سال  ]13[ 1زلمانوویتز     
اگر هر زیر مدول با تولید متناهی آن،  است منظم M  مدول هاي منظم پرداخت؛ نشان داد کهمدول

هاي آن، این انگیزه را در  هاي منظم و ویژگی معرفی مدول. جمعوند مستقیم یک مدول پروژکتیو باشد
   .میان ریاضیدانان بر انگیخت که به معرفی مدول جدیدي به نام مدول نیمه منظم بپردازند

 . نشان می دهیم     = *M        ( M , R)با  را   Mمدول باشد دوگان  – Rیک   Mاگر      

مدول  .x=x(xα)اشیم بداشته *α ϵ M  منظم نامیده می شود اگر براي  برخی   Mاز مدول  xعضو 
M اگر هر عضوش منظم باشد منظم است . 

هاي نیمه منظم مدول 1976هاي نیمه کامل و منظم، در سال ي مدولپس از مطالعه ]8[ 2نیکلسون     
خوانیم بیان و تشریح قضایا و نتایج متعددي در زمینه آنچه در این پایان نامه می. را بررسی کرده است

  .هاي نیمه منظم استها و حلقهمدول
داراي و  ها خاصیت شرکت پذیري دارند فرض بر این است که همه حلقه ها،ي فصلدر همه     

ها از راست روي  ریختی مدول هستند و درون ها چپ یکانی همه مدول. باشند عضو همانی نیز می
  . کند عمل می اعضا

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
   

    
  

١. Zelmanowitz   
٢ .Nicholson 
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  فصل اول

  

  مفاهیم مقدماتی

  

 مقدمه 1.1

هاي بعد مورد استفاده  در این فصل به بیان تعاریف و قضایایی خواهیم پرداخت که در فصل     

شوند، لذا  ي منظم معرفی و بررسی می ها نامه مدول از آنجا که  در این پایان. قرار خواهند گرفت

  .  کنیم هاي خاص را بیان می پردازیم و در ادامه مدول ابتدا به تعریف مدول می

  

  را همراه با عمل جمع  M. یک مجموعه ناتهی باشد Mیک حلقه و  Rفرض کنیم .  تعریف  2.1

+ : M × M → M   و ضرب اسکالر. : R × M → M  که با ضابطه(r , m) → r m  ،تعریف می شود

  :مدول چپ می نامیم اگر – Rیک 

1( (M , +) یک گروه آبلی باشد . 

 . r(x + y) = rx + ryداشته باشیم  r ∈ Rهر عضو x و y ∈  Mبه ازاي هر دو عضو  )2

  . x = rx+sx(r +s)داشته باشیم  rو   s∈ Rو هر دو عضو  M x  ∋به ازاي هر عضو  )3

  .x = r(sx)(rs) داشته باشیم  rو   s ∈ Rو هر دو عضو  M x  ∋عضو  هر به ازاي )4

 . باشد x  ،1x=xمثل  Mبه ازاي هر عضو از  )5
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مدول  – Rمشابه آنچه براي  .مدول چپ یکانی است – Rیک      و حلقه دلخواه یک Rمنظور از 

مدول راست  – Rباید توجه کنیم که براي . نیز برقرار استمدول راست  – Rبراي ، چپ گفته شده

  .کند ء اثر می ضرب از طرف راست روي اعضا

  

  همریختی  – Rرا یک  f : M → Nمدول چپ باشند آنگاه تابع  -  N ،Rو  Mاگر  .تعریف  3.1

  :داشته باشیم   r ∈ Rو  y ∈  M ,xگوییم اگر براي هر ) نگاشت  – Rیا(
1(  (x + y) f = x f + y f      

2( . (rx) f = r (xf)  

 

همریختی که پوشا  – Rتکریختی نامیده می شود و ،همریختی که یک به یک باشد  – R .تعریف  4.1

  . باشد، بروریختی گفته می شود

یکریختی  – R همریختی را  – Rآنگاه  ،باشد) ییودوس(همریختی، یک به یک و پوشا   – Rراگ     

  . می نامیم

  

نشان   N ⊆  Mرا که با   Mاز   Nآنگاه زیر مدول ،مدول چپ باشد  – R کی Mاگر .تعریف   5.1

      به ازاي ،یعنی .است که تحت ضرب اسکالر بسته باشد Mاز  Nمی دهیم یک زیر گروه جمعی 

N n ∈   وr ∈ R  داریمr n ∈  N  . 
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به وسیله مجموعه اي متناهی تولید  Mبا تولید متناهی است اگر  Mمدول چپ  –  .  Rتعریف 6.1

,  X = {xزیر مجموعه متناهی ،یعنی .ودش … , x }   براي هروجود داشته باشد به طوري که x ∈ M  ،  =     +⋯+   نویسیم  در این صورت، می.  Rاز    و...و  براي بعضی عناصر      

 . =<   1,⋯ ,  >  

  

  

Mباشد، آنگاه مدول خارج قسمتی  Mمدول چپ  -Rزیر مدولی از  Nاگر     .تعریف 7.1 N   یک ،

Mگروه خارج قسمتی  N   است که براي هر∈  M x  وr ∈ R  داریم :r (x + N) = rx + N .  

  

π :M →Mنگاشت طبیعی . نکته  8.1 N    با ضابطهx ↦ x + N  یکR – همریختی است.  

  

  آنگاه  ،مدول هاي چپ باشد – Rهمریختی بین  – Rیک  f : M → Nاگر   .تعریف 9.1

kerf = {x ∈ M|f(x) = 0}  
                             Im f =  y ∈ N  y = f(x), x ∈ M  براي بعضي    

  

  هاي زیر  مدول -Rها  و  همریختی - Rدنباله متناهی یا نامتناهی از    .تعریف 10.1

…→ M        →    M      →   M     → . . .  
  .    Imf    = kerfداشته باشیم  nیک دنباله دقیق است اگر براي هر      

  

  .است C   → B   → A  → 0 → 0به فرم   دقیق اي  یک دنباله دقیق کوتاه شده دنباله    .تعریف 11.1
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  شکافته شدنی است اگر نگاشت C   → B   → A  → 0 → 0دنباله دقیق کوتاه       .تعریف 12.1

   B → j:C   وجود داشته باشد به قسمی کهgj=1   باشد.  

  

،جمع مستقیم آنها  Mباشند آنگاه  Mمدول چپ  – Rدو زیر مدول از  Tو  Sاگر      .تعریف 13.1

 t ∈ Tو  s ∈  Sداشته باشد جایی که  x = s + tنگارش منحصر به فرد به فرم  M x  ∋است اگر هر 

  . نشان می دهیم M = S  ⊕ Tجمع مستقیم را با . است 

  

گوییم اگر زیر مدول  Mرا یک جمعوند مستقیم  Mمدول چپ – Rاز  Sزیر مدول    .تعریف 14.1

T  ازM  باM = S ⊕ T  زیر مدول . وجود داشته باشدT  نیز مکملS نامیده می شود.  

   

  . ≅C A⊕ Bشکافته شدنی باشد، آنگاه C   → B   → A  → 0 → 0اگر دنباله دقیق    .گزاره 15.1  

             

  Rبا جمع مستقیمی از کپی هاي  Fآزاد نامیده می شود اگر   Fمدول چپ  -   R    .تعریف 16.1

را یک  b ∈ B  ،    = < b >  ≅ R . Bجایی که براي هر      = Rb ⊕  ∈   Fیعنی  . یکریخت باشد

  . می نامیم Fپایه 
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را می   x ∈ Fهر ،  Fآزاد  مدول چپ -   Rبراي هر  با استفاده از تعریف جمع مستقیم،    .نکته 17.1

∑ = x توان به صورت منحصر به فرد r  b ∈   نوشت که R ∈ r   و همهr   به جز تعداد متناهی ها

  . بنابراین مدول آزاد مدولی است که پایه داشته باشد.  < F= < Bاین یعنی  و صفرند

  

است به طوري  g : C → A، نگاشتی مانند   h : C → Bیک بالا بر براي نگاشت      .تعریف 18.1

   .نمودار زیر را ملاحظه کنید. fg = h که

  

                                                                C  
                                                            h             g          

                                              B                            f         A          
                                                                             

هر و  f : A → B نگاشت پوشاي هر پروژکتیو است، اگر براي   Pمدول چپ –  R    .تعریف 19.1

زیر را جابه جایی  نمودارموجود باشد به قسمی که   g : P → A، بالا بر   h : P → Bنگاشت دلخواه 

  .کند

                                                                   P                    
                                                                                             g                 h         

                                                         

                                     0                           B             f              A                      
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نگاشتی پوشا باشد، آنگاه براي هر    →B f : A وآزاد مدول چپ - Rیک  Fفرض کنید     .قضیه 20.1

h :F→B  ،R -  همریختیg  کند میجایی  زیر را جابه نمودارکه  دارد به طوري وجود .  

                                                                   F                    
                                                                                             g                 h        

                                                          

                                     0                           B             f              A                      

                                                                                                                       

  . پروژکتیو است  Fمدول چپ آزاد  – Rبنابر این قضیه ،هر 

  

  پروژکتیو است، اگر و تنها اگر هر دنباله دقیق کوتاه  Pمدول چپ -R   .گزاره 21.1

0 → P   → B   → A  → 0 شکافته شدنی باشد.  

  

 Aپروژکتیو باشد، آنگاه  B/Aاگر  .باشد Bمدول  - Rزیر مدولی از  Aفرض کنید    .نتیجه 22.1

  . ≅C A⊕ Bو      B/A ≅ Cد به طوري که روجود دا Bاز  Cمکمل دارد؛یعنی زیر مدول 

  

مدول  – Rجمعوند مستقیم یک  Pپروژکتیو است اگر و تنها اگر  Pمدول چپ  -  R   .قضیه 23.1

  .چپ آزاد باشد

   

  .هر جمعوند  مستقیم یک مدول پروژکتیو، پروژکتیو است )1   .نتیجه 24.1
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  .هاي پروژکتیو، پروژکتیو است جمع مستقیم مدولهر  )2

  

و     ∋  Aپروژکتیو است اگر و تنها اگر عضوهاي Aمدول چپ  - R  )پایه پروژکتیو(  .گزاره 25.1

R - هاي نگاشت  B A→  :φ  ) براي مجموعه اندیسI  ( وجود داشته باشد به قسمی که  

  .  xφ  =٠،    i ϵ Iبراي همه جز تعداد متناهی   )1

 2( )x  ∑ (xφ   x =  .  

  

صدق (ACC)در شرایط زنجیره افزایشی ) Rروي برخی حلقه (  Mمدول چپ -  R  .تعریف 26.1

  S  ⊆ S  ⊆ . . .  S  ⊇اگر ،یعنی ؛متوقف شود Mهاي  می کند اگر هر زنجیره افزایشی از زیر مدول
  ، nیک زنجیره افزایشی از زیر مدول ها باشد، آنگاه براي عدد صحیح   

=. . .  S    =   = S     S    .  

  

  .برقرار باشدرا نوتري چپ گویند اگر در یکی از شرایط معادل زیر  Rحلقه    .تعریف 27.1

 . صدق کندروي ایده آل هاي چپ  ACCشرط  در Rحلقه  )1

 . باشد داراي عضو ماکسیمال Rهر خانواده ناتهی از ایده آل هاي چپ  )2

 . باشدبا تولید متناهی  Rهر ایده آل چپ  )3
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 و  i : A → Bنگاشت یک به یک  هر را انژکتیو گوییم اگر براي Eمدول چپ  –  R  .تعریف 28.1

زیر را جا به نمودار  به قسمی که  وجود داشته باشد g : B → E ، بالا بر f : A → E نگاشت هر 

  .) باشد gi = fیعنی . (جایی کند

E             
g                  f  

   B             i        A              0    
  

 Fهمچنین ، . مدول چپ باشد – Rیک  Bمدول راست و  - Rیک  Aفرض کنیم       .تعریف 29.1

تولید شده به وسیله تمام عناصر  Fزیر گروه  یک نیز K. باشد A × Bیک گروه آبلی آزاد بر مجموعه 

  : باشد )  r ∈ R   ،b,bʹ ∈  B ;a , aʹ ∈  Aبه ازاي هر (به شکل زیر 

1( (a + aʹ , b) – (a , b) – (aʹ , b)  

2( (a , b + bʹ ) – (a , b) – (a , bʹ)  

3( (ar , b ) – (a , rb)  

نمایش داده  A ⊗   Bبا  و شود یده مینام Bو  Aحاصلضرب تانسوري  F/Kگروه خارج قسمتی      

  . می شود نشان داده  a ⊗  bبا ،  K + (a , b)هم مجموعه . می شود 

  

  اگر براي هر دنباله کامل     .مدول راست باشد – Rیک  Aحلقه و  Rفرض کنید       .تعریف 30.1

0 → Bʹ   →   B     →   B″  → 0  از مدول هاي چپR  1  ، دنباله  ⊗ f                      1  ⊗ g  
0         A⊗ Bʹ                    A ⊗ B                       A⊗  B″         0  

  

  .شود نامیده میهموار  مدول راست - R یک Aهاي آبلی کامل باشد،آنگاه  از گروه
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  .داریمنیز  هموارمدول چپ  - Rمشابه این تعریف را براي 

  

هیچ زیر مدول ناصفر سره  Mو  M ≠} {0را ساده گوییم اگر Mمدول چپ  -     R   .تعریف 31.1

  .باشد Mهاي بدیهی صفر و خود  ،زیر مدول Mهاي  به عبارتی تنها زیر مدول. نداشته باشد

  

  .هاي ساده باشد جمع مستقیم مدول Mرا نیمه ساده گوییم اگر  Mمدول چپ  -    R  .تعریف 32.1

  

  .مدول چپ نیمه ساده باشد - Rنیمه ساده است اگر به عنوان  Rحلقه   .تعریف 33.1

  

     rʹ ∈ R ، عضوي مانند r ∈ R هراگر براي  ،است  1فون نیومن منظم  Rحلقه    .تعریف 34.1

  .باشد    r =r rʹ rوجود داشته باشد به قسمی که 

  

را رادیکال  Rهاي چپ ماکسیمال  آل اشتراك ایده. یک حلقه باشد R  دفرض کنی  .تعریف 35.1

  .نشان می دهیم J(R( نامیم و با می  Rجیکوبسن 

  

  .باشد می e =  eاست که    e، عضوي مانند  Rیک خودتوان حلقه   .تعریف 36.1

  

1 .Van Neumann regular  
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توان  به  را می g+I∈R/Iخود توان  .باشد R و طرفه حلقهدآل یک ایده I فرض کنید  .نکته 37.1

  .باشد e+I=g+Iموجود باشد به قسمی که  ∋R eبالا برد، اگر خودتوان  Iهمنهشتی  

  

و    باشد آنگاه       =  0باشند به طوري که  Rخود توان هاي حلقه    و    اگر    .تعریف 38.1

  .شوند نامیده می Rهاي قائم حلقه  خودتوان   

  

زیر براي هر کوچک است اگر  Mدر  Kگوییم .باشد M  ی اززیر مدول Kفرض کنید    .تعریف 39.1

   . S=M داشته باشیم  K +S=M   با Mاز  Sمدول 

  

 یمدول Pجایی که  د،باشمی)  ,P(، زوج مرتب  Mیک پوشش پروژکتیو براي مدول   .تعریف 40.1

  .باشد می  Pمدول کوچک زیر  ker   گاشت پوشایی است کهن  : P → M و پروژکتیو

  

  .باشد داراي پوشش پروژکتیومدول چپ  Rکامل چپ است اگر هر  Rحلقه  .تعریف 41.1

  

مدول چپ با تولید متناهی داراي یک پوشش  Rنیمه کامل است اگر هر  Rحلقه    .تعریف 42.1

  .باشد پروژکتیو

 و هر دو تجزیه  Gداراي ویژگی تبادل است، اگر براي هر مدول   Mمدول   .تعریف 43.1

Mʹ ⊕ N  =∑ A  ∈    G =  
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