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سپاس�گزاري...

پرداختن و شمارش�گران گنجایش از بیرون سخنوران، نیروی از فروزان او ثنای که را خدای سپاس
کانون بشری، ناتوانͬ�های اوج در را آدمͬ که خداوندی است. سخت�کوشان توان از فراتر او به�حق
محاسبه�ی و حضور علم ما از ͷی هر ضمیر در که خداوندی نهاد. تحولات مقصد و مبدا و مͺاشفات
اندیشه�ی هیچ که او اوست، از هم اندیشه�وران چرخاندن قلم به به�راستͬ نهاد. ͷلاینف جزئͬ را آیاتش
آدمͬ که خداوندی نیابد. راه ژرفایش به بینͬ ژرف هوش هیچ و نیاورد چن فرا را شناختنش پردازی دور
علم رسالت به بیاموز و بدان نوشتن، رسالت حق به بنویس و بخوان داد فرمان و ورزید اختیار و خرد را
مروارید چون علمش دریای از �ذره�ای یادآورنده�ی و آموزگار ͷبͬ�ش که علم کرامت به بخوان و ببخش و

است. شور آب�های در
از قدردانͬ مقام در که است آن از ˁاجل معلم، منزلت جایͽاه علم�آموزی گران�مایه�ی رسالت به�دلیل
معلم، از تجلیل که آن�جایͬ از اما بنͽاریم. چیزی ناتون، دست و قاصر زبان با او، بͬ�شائبه�ی زحمات
دستش به که را امانت�هایͬ سلامت و مͬ�کند تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس
و ˁعز الʓˊه یشͺر لم المخلوقین من المنعم یشͺر لم «من باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ سپرده�اند،

:«ˁجل
دکتر آقای جناب مشاورم محترم استاد و مهردوست فرشید دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از
بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که حق�گذار صمیمͬ حسین

گرفتند؛ عهده بر را پایان�نامه این راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من
را پایان�نامه این داوری زحمت که صلاحͬ مازیار دکتر آقای جناب و فتحͬ بهروز دکتر آقای جناب از

شدند؛ متقبل
هایم غفلت کنار از کریمانه و کشیده عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که عزیزم مادر و پدر از

اند؛ بوده من برای داشت چشم بͬ یاوری و یار زندگͬ های عرصه تمام در و اند گذشته
دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال

و محبت با تحقیق این تدوین در که دوستانͬ تمام و دوست�داشتنͬ�ام خواهر زحمات از پایان در
خواستارم. را ایشان سعادت و سلامت منان خداوند از و کرده تشͺر نمودند یاری مرا دلͽرمͬ

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد

پ
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چکیده:

مالی ریاضیات در آن کاربردهاي از برخی و پرش فرایند

لیچایی فلاح سمیه

هم�چنین می�کنیم. بیان مالی مدل�سازي در را فرایند نوع این کاربرد پرش، فرایند معرفی ضمن پایان�نامه این در
محاسبه را مضاعف نمایی و نرمال توزیع�هاي مجموع تابع، این از استفاده با و کرده معرفی را Hh به�نام خاصی تابع
مطالعه را مدل این اساس بر آمریکایی و اروپایی اختیارات قیمت�گذاري براي روشی نیز پایان در کرد. خواهیم

کرد. خواهیم

واژه: کلید
مضاعف. نمایی توزیع اختیار، قیمت�گذاري پرش، فرایندهاي معامله، اختیار

ح



Abstract:

Jump process and some of its applications in financial mathematics

Somayeh Fallah Lichaii

In this disertation, by introducing jump process, we describe application of this
kind of process in financial modeling. Also, we propose a special function, namely Hh
function, and by using this function, we calculate the total distributions of normal
and double exponential. Finally, we will study European and American option pricing
based on this model.

Key words:
Option, Jump process, Option pricing, Double exponential distribution.
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1

مقدمه

زمینه این در زیادي متخصصان و است مالی ریاضیات در مطرح اساسی مباحث از مشتقه اوراق قیمت�گذاري

اختیار که آنجا از است. معامله اختیار قیمت براي مدل تعیین آنان فعالیت حیطه�هاي از یکی می�کنند. فعالیت

لازمه�ي بنابراین می�شود. نتیجه خاص دارایی آن قیمت از اختیار قیمت پس می�شود تعریف دارایی روي بر معامله

قیمت تئوري ارائه با مرتون1 و شولز بلک، 1973 سال در است. آن پایه�ي دارایی قیمت�گذاري اختیار، قیمت�گذاري

آوردند. بوجود زمینه این در انقلابی هندسی براونی حرکت تصادفی دیفرانسیل معادله پایه بر معامله اختیار گذاري

مدل در اساسی فرض می�باشد. نرمال لگ احتمال توزیع داراي سهام بازار یک در سهام قیمت مدل این اساس بر

اما می�کند. پیروي تلاطم ثابت مقدار یک با هندسی براونی حرکت یک از دارایی قیمت که است این شولز بلک

سررسید زمان و توافقی قیمت به نسبت مقدار این که است داده نشان سرمایه بازار از آمده به�دست هاي داده

دم داراي بلکه نیست نرمال سهام قیمت بازده لگاریتم که است داده نشان تجربی هاي داده همچنین است. متغیر

صورت معامله اختیار گذاري قیمت نحوي به باید لذا است. نرمال توزیع به نسبت بیشتري کشیدگی و سنگین�تر

مدل�هاي از استفاده مشکل این حل براي کار راه یک باشد. سازگار مالی بازار بازده لگاریتم و ضمنی تلاطم با تا گیرد

اولین و نمود اضافه استاندارد براونی حرکت فرایند به را پواسن پرش�هاي 1976 سال در مرتون است. انتشار-پرش

بخش دو شامل مرتون توسط شده داده ارائه مدل داد. ارائه مالی مشتقات قیمت�گذاري براي را انتشار-پرش مدل

بخش یک و می�نماید منعکس را نرمال تغییرات و است رانشخطی با براونی2 حرکت یک که انتشار بخش یک است،

دارایی قیمت در خاص شرایط اساس بر که غیر�منتظره�اي و ناگهانی تغییرات است قادر که مرکب پواسن فرایند

پایان�نامه، این در می�کند. بیان مضاعف نمایی توزیع اساس بر را مدل این نیز کو3 نماید. منعکس را می�آید، به�وجود

می�دهیم. قرار بررسی مورد را کو توسط شده ارائه مدل سپس می�پردازیم، انتشار-پرش مدل�هاي بررسی به ابتدا

است: فصل سه شامل پایان�نامه این

مدل تحت قیمت�گذاري بررسی به و می�دهیم قرار مطالعه مورد را پرشی فرایند�هاي ساختار اول فصل در -

پرداخت. خواهیم پرش
1Black-Scholes-Merton
2Brownian motion
3Kou



2

قرار بررسی مورد را قیمت�گذاري در تابع این از استفاده و می�پردازیم Hh تابع معرفی به دوم فصل در -

می�دهیم.

قرار مطالعه مورد مضاعف نمایی مدل تحت را آمریکایی و اروپایی اختیارات قیمت�گذاري سوم فصل در -

خواهیم اختیارات قیمت�گذاري از توصیفی نتایجی بیان به mathematica نرم�افزار کمک با و می�دهیم

پرداخت.



1 فصل

پرش فرایند



4 پرش فرایند .1 فصل

�����. ����� �� ������� � ���� �� ��������، � ��
دارد اشاره امر این به انتشار بخش آن در که داشت خواهیم پرش انتشار فرایندهاي به کلی نگاهی بخش این در
نیز پرش�هایی داراي فرایند این مسیرهاي هم�چنین و باشند براونی حرکت مولفه�ي داراي می�توانند فرایندها این که
پرداخت. خواهیم پرش مدل تحت قیمت�گذاري بررسی به پرش فرایند ساختار مطالعه�ي ضمن ادامه در هستند.

پرش فرایند ساختار 1-1
زمان تا دستگاه که می�کنیم فرض بگیرید. نظر در می�شود شروع n۰ وضعیت از ۰ زمان در کارش که را دستگاهی
می�دهیم را امکان این ما می�جهد. n۱ ̸= n۰ جدید وضعیت به زمان این در و می�ماند n۰ وضعیت X۱در مانند مثبتی
باشد، X۱متناهی اگر .X۱ = ∞ می�دهیم قرار حالت این در که بماند، باقی n۰ وضعیت در همیشه براي دستگاه که
n۲ ̸= n۱ وضعیت به زمان این در و می�ماند آن�جا در X۲ > X۱ مانند زمانی تا n۱ به رسیدن محض به دستگاه
اگر می�شود. تکرار نامحدود به�طور شیوه این .X۲ = ∞ می�دهیم قرار نکند، ترك را n۱ هرگز دستگاه اگر می�جهد.

.Xn = ∞ می�دهیم قرار n > m براي ،Xm = ∞

است شده تعریف زیر به�صورت که دهد، نمایش t زمان در را دستگاه وضعیت N(t) کنیم فرض

N(t) =



n۰, ۰ ≤ t < X۱,

n۱, X۱ ≤ t < X۲,

n۲, X۲ ≤ t < X۳,

...

(1-1)

پواسن فرایند پرشی فرایندهاي همه�ي اساس گوییم. پرش فرایند را می�شود تعریف (1-1) وسیله�ي به که فرایندي
پرداخت. خواهیم فرایند این مورد در کلیات بیان به ادامه در است.

هر ازاي به یعنی، است. تصادفی متغیر�هاي از خانواده�اي {X(t), t ∈ T} تصادفی فرایند یک .1-1-1 تعریف
حالت را X(t) و گرفته نظر در زمان معمولا را T اندیس�گذار مجموعه�ي است. تصادفی متغیر یک X(t) ، t ∈ T

باشد پیوسته T اگر و گسسته� زمان را فرایند باشد، شمارا T اندیس�گذار مجموعه�ي اگر می�نامیم. t زمان در فرایند
فضا این و گویند حالات فضاي را می�کند اختیار X(t) تصادفی متغیر که مقادیري می�نامیم. پیوسته زمان را فرایند

باشد. پیوسته یا گسسته می�تواند
،t۰ ≤ t۱ ≤ · · · ≤ tn مانند اندیس�ها از دنباله هر ازاي به هرگاه است، مستقل نمو داراي فرایند گوییم
هم�چنین باشند. هم از ,X(t۱)−X(t۰)مستقل X(t۲)−X(t۱), · · · , X(tn)−X(tn− ۱) تصادفی متغیر�هاي
باشد. داشته بستگی t− s به T از t > s هر ازاي X(t)−X(s)به توزیع اگر است ایستا نمو� داراي فرایند گوییم

پیشامدهایی کل تعداد N(t) هرگاه گوییم، شمارشی فرایند را {N(t), t ≥ ۰} تصادفی فرایند .2-1-1 تعریف
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است زیر ویژگی�هاي داراي شمارشی فرایند بنابراین داده�اند. رخ t زمان تا که باشد

.N(t) ≥ ۰ الف)

.N(s) ≤ N(t) ،t > s هر ازاي به� ب)

داده�اند. رخ (s, t] فاصله�ي در که است پیشامدهایی تعداد برابر N(t)−N(s) ،t > s براي ت)

گذشته اطلاعات آن در که است منصفانه بازي یک از مدلی مارتینگل یک احتمالات نظریه�ي در .3-1-1 تعریف
امید لحظه، هر در که است تصادفی فرایند یک مارتینگل یک دیگر به�عبارت نیستند. تاثیرگذار آینده پیش�بینی در

است. کنونی شده�ي مشاهده مقدار با برابر بعدي مقدار ریاضی
کند صدق زیر شرایط در اگر است، مارتینگل یک تصادفی فرایند یک اینکه دقیق�تر به�طور

.E[∣∣Xn

∣∣] <∞ الف)

.E[Xn+۱ | X۱, X۲, · · · , Xn] = Xn ب)

هرگاه گوییم، λ > ۰ نرخ با پواسن فرایند یک را {N(t), t ≥ ۰} شمارشی فرایند .4-1-1 تعریف

.N(۰) = ۰ الف)

باشد. مستقل نموهاي داراي فرایند ب)

.(E[N(t)] = λt
) باشد λt میانگین با پواسن توزیع داراي t به�طول دلخواه فاصله�ي هر در پیشامدها تعداد ت)

s, t ≥ ۰ هر ازاي به یعنی است، ایستا نموهاي داراي پواسن فرایند که است معنی این به مطلب این
P
(
N(t+ s)−N(s) = n

)
= e−λt (λt)

n

n!
, n = ۰, ۱, ۲, · · · .

زیر تعریف از می�توان نمود. بررسی را فوق سه�گانه�ي شرایط باید شمارشی، فرایند یک بودن پواسن اثبات براي پس
هستند. یکدیگر معادل تعریف دو این نمود. استفاده پواسن فرایند براي نیز

هرگاه گوییم، λ > ۰ نرخ با پواسن فرایند یک را {N(t), t ≥ ۰} شمارشی فرایند .5-1-1 تعریف

.N(۰) = ۰ الف)

باشد. ایستا و مستقل نموهاي داراي فرایند ب)

.P(N(δ) = ۱) = λδ + o(δ) ت)
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.P(N(δ) ≥ ۲) = o(δ) ث)

به�طوري�که است δ از تابعی o(δ)
lim
δ→۰

o(δ)

δ
= ۰.

بر فرایند این یعنی می�دهد، رخ پیشامد یک حداکثر کوچک زمانی فاصله�ي یک در که است این بیانگر خاصیت این
دارد. تاکید کمیاب پیشامدهاي وقوع

،n ≥ ۱ �ازاي به و باشد، پیشامد اولین وقوع تا انتظار زمان X۱ پواسن فرایند یک در کنیم فرض .6-1-1 تعریف
دنباله�ي را {Xn, n ≥ ۱} دنباله�ي این�صورت در باشد. پیشامد n−امین و −n)−امین ۱) بین انتظار زمان Xn

می�نامند. ورود بین زمان�هاي

،n = ۱, ۲, ... Xnها، آن�گاه باشد، ورود بین زمان�هاي دنباله�ي ،{Xn, n ≥ دنباله�ي{۱ فرضکنیم .7-1-1 قضیه
دارند. ۱

λ
میانگین و هستند نمایی توزیع با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي

.[5] برهان.

،n ≥ ۱ ازاي به و باشد پواسن فرایند یک در ورود بین زمان�هاي فرایند ،{Xn, n ≥ ۱} فرایند اگر .8-1-1 نتیجه
λ و n پارامترهاي با گاما توزیع داراي Sn آن�گاه باشد، پیشامد n−امین وقوع تا انتظار زمان Sn =

∑n
i=۱ Xi

از است عبارت آن چگالی و است
f(t) = λe−λt (λt)

n−۱

(n− ۱)!
, t ≥ ۰.

دید. خواهیم را پواسن فرایند یک از مسیري (1-1) شکل در

پواسن فرایند یک از مسیري :1-1 شکل

فرایند باشد. λ > ۰ نرخ با پواسن فرایند یک N = {N(t), t ≥ ۰} کنیم فرض .9-1-1 تعریف
M = {M(t), t ≥ ۰}
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پواسن فرایند یک از مسیري (2-1) شکل در .M(t) = N(t) − λt هرگاه گوییم، شده جبران پواسن فرایند را
دید. خواهیم را شده جبران

شده جبران پواسن فرایند یک از مسیري :2-1 شکل

است. مارتینگل یک شده جبران پواسن فرایند .10-1-1 قضیه

.[6] برهان.

بسیار قیمت�گذاري مدل�هاي توسعه�ي براي فرایند این است، �(یک) ثابت پواسن فرایند در پرش�ها اندازه�ي چون
تصادفی اندازه�ها�ي با پرش�هایی لذا باشد، تصادفی پرش اندازه�ي باید مالی بازارهاي مدل�هاي براي است. محدود

می�کنیم. تولید

،t ≥ ۰ هر ازاي به� هرگاه گوییم مرکب پواسن فرایند را {Q(t), t ≥ ۰} تصادفی فرایند .11-1-1 تعریف
Q(t) =

N(t)∑
i=۱

Yi,

�است. β = EYi میانگین با هم�توزیع مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�ا�ي {Yi, i = ۱, ۲, · · · } آن در که
می�بینیم. را فرایند این از مسیري (3-1) شکل در .[5] هستند مستقل N(t) پواسن فرایند از دنباله جملات

مرکب پواسن فرایند یک از مسیري :3-1 شکل

پواسن فرایند نموهاي میانگین هستند. ایستا� و مستقل مرکب پواسن فرایند نموهاي ساده، پواسن فرایند مشابه
[6] است زیر به�صورت ۰ ≤ s < t ازاي به مرکب

E[Q(t)−Q(s)] = βλ(t− s).
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جبران مرکب پواسن فرایند آنگاه باشد. مرکب پواسن فرایند Q = {Q(t), t ≥ ۰} کنیم فرض .12-1-1 تعریف
می�شود. تعریف {Q(t)− βλt, t ≥ ۰} به�صورت شده

است. مارتینگل یک شده جبران مرکب پواسن فرایند .13-1-1 قضیه

.[6] برهان.

یک p(y۱), · · · , p(yM) و باشد ناصفر اعداد از متناهی دسته�ي یک y۱, · · · , yM کنیم فرض .14-1-1 قضیه
فرایندهاي N̄۱, N̄۲, · · · , N̄M و λ > ۰ کنیم فرض است. یک آنها مجموع که باشد مثبت اعداد از متناهی دسته�ي

کنیم فرض هم�چنین است. λp(ym) نرخ داراي N̄m(t) هر که باشند مستقل پواسن
Q̄(t) =

M∑
m=۱

ymN̄m(t), t ≥ ۰,

Q̄پرش i−امین اندازه�ي Ȳi اگر این بر علاوه است. مرکب پواسن فرایند یک Q̄ = {Q̄(t), t ≥ ۰} این�صورت در
هم�چنین و

N̄(t) =
M∑
m=۱

N̄m(t), t ≥ ۰,

Ȳ۱, Ȳ۲, · · · تصادفی متغیرهاي است، λ نرخ با پواسن فرایند N̄ آن�گاه باشد، (۰, t] زمانی بازه�ي در پرش�ها کل تعداد
t ≥ ۰ هر براي Ȳ۱, · · · , ȲM تصادفی متغیرهاي ،m = ۱, · · · ,M ،P{Ȳi = ym} = p(ym) و مستقل�اند

و هستند N̄(t) از مستقل

Q̄(t) =

N̄(t)∑
i=۰

Ȳi, t ≥ ۰.

.[6] برهان.

متغیرهاي کنیم فرض باشد. F از σ-جبر زیر یک G و احتمال فضاي یک (Ω,F ,P) کنیم فرض .15-1-1 لم
f(x۱, · · · , xK , y۱, · · · , yL) و G از مستقل تصادفی متغیرهاي Y۱, · · · , YL G-اندازه�پذیر، ،X۱, · · · , XK تصادفی

می�کنیم تعریف باشند. y۱, · · · , yL و x۱, · · · , xK تصنعی متغیرهاي از تابع یک
g(x۱, · · · , xK) = Ef(x۱, · · · , xK , Y۱, · · · , YL),

[6] داریم این�صورت در
E
[
f(X۱, · · · , XK , Y۱, · · · , YL)

∣∣G] = g(X۱, · · · , XK).
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پرش فرایند حسابان 2-1
تصادفی انتگرال ∫می�خواهیم t

۰
Φ(s) dX(s),

.[6] کنیم محاسبه را باشد داشته هم پرش�هایی می�تواند X انتگرال�گیر آن در که را
{W (t), t ≥ تصادفی{۰ فرایند یک براونی حرکت .ω ∈ Ω و باشد احتمال یکفضاي (Ω,F ,F) فرضکنیم

[5] است زیر خواص با

.W (۰) = ۰ که است ω به وابسته پیوسته تابع Wیک (t) ،t ≥ ۰ براي الف)

نموهاي ۰ = t۰ < t۱ < t۲ < · · · < tn = T زمان�هاي به�ازاي ب)
W (t۱)−W (t۰),W (t۲)−W (t۱), · · · ,W (tn)−W (tn−۱)

یکدیگرند. از مستقل

نموهاي ۰ = t۰ < t۱ < t۲ < · · · < tn = T زمان�هاي به�ازاي پ)
W (t۱)−W (t۰),W (t۲)−W (t۱), · · · ,W (tn)−W (tn−۱)

هستند زیر واریانس و میانگین با نرمال توزیع داراي

E[W (ti+۱)−W (ti)] = ۰,

V ar[W (ti+۱)−W (ti)] = ti+۱ − ti.

تعریف تصادفی فرایند یک ∆ = {∆(t), t ≥ ۰} و احتمال فضاي یک (Ω,F ,P) کنیم فرض .1-2-1 تعریف
می�شود تعریف {F(t), t ≥ ۰} σ−جبرهاي خانواده به�صورت ∆ فرایند براي پالایه یک باشد. فضا این روي شده

می�کند صدق زیر شرایط در که

باشد. نیز F(t) در ،F(s) در مجموعه هر ،۰ ≤ s < t ازاي به اطلاعات. انباشتگی الف)

باشد. F(t)−اندازه�پذیر ،∆(t) ،t لحظه�ي در فرایند ،t ≥ ۰ هر �ازاي به سازگاري. ب)

است. F(t) از مستقل ∆(u)−∆(t) نمو ،۰ ≤ t < u �ازاي به بعد. نموهاي استقلال پ)

سازگار F(t) پالایه�ي با ∆ فرایند آن�گاه باشد، F(t)−اندازه�پذیر ،∆(t) تصادفی متغیر ،t ≥ ۰ هر �ازاي به اگر
است.
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ادامه در که فرایند�هایی همه�ي که باشد {F(t), t ≥ ۰} پالایه با احتمال فضاي یک (Ω,F ,P) کنیم فرض
است زیر به�صورت پرش فرایند اصلی فرم سازگارند. پالایه این با کرد خواهیم کار آن�ها با

X(t) = X(۰) + I(t) +R(t) + J(t),

فرایند است. غیر�تصادفی اولیه شرط یک X(۰) آن در که
I(t) =

∫ t

۰
Γ(s) dW (s),

فرایند هم�چنین است. براونی حرکت یک به نسبت Γ(s) سازگار فرایند ایتوي انتگرال
R(t) =

∫ t

۰
Θ(s) ds,

می�شود تعریف زیر به�صورت X(t) پیوسته�ي �بخش است. Θ(t) سازگار فرایند ریمان انتگرال
Xc(t) = X(۰) + I(t) +R(t) = X(۰) +

∫ t

۰
Γ(s) dW (s) +

∫ t

۰
Θ(s) ds.

از است عبارت فرایند این دوم درجه تغییرات
[Xc, Xc] =

∫ t

۰
Γ۲(s) ds,

است زیر به�صورت آن دیفرانسیلی فرم که
dXc(t)dXc(t) = Γ۲(t)dt.

فرایند این چپ پیوستگی است. سازگار و پیوسته راست از تصادفی فرایند یک که است پرش بخش J(t) هم�چنین،
J(t−) و پرش از بعد J مقدار J(t) باشد، داشته پرش t لحظه�ي در J اگر می�شود. داده نشان J(t−) نماد با
بازه�ي در پرش متناهی تعداد تنها و ندارد پرش صفر لحظه�ي در J که است این فرض است. پرش از قبل آن مقدار
را J(t) آن بر�اساس که است عاملی پرش�ها بین بودن ثابت است. ثابت پرش�ها بین فاصله�ي در و دارد (۰, T ] زمانی
جبران پواسن فرایند اما هستند خاصیت این داراي مرکب پواسن فرایند و پواسن فرایند نامند. محض پرش فرایند
هستند، پیوسته راست از R(t) و I(t) چون می�یابد. کاهش پرش�ها بین فرایند این زیرا نیست، چنین این شده

از است عبارت X(t) چپ پیوستگی
X(t−) = X(۰) + I(t) +R(t) + J(t−),

است زیر به�صورت t لحظه�ي در X پرش اندازه هم�چنین
∆X(t) = X(t)−X(t−).

اندازه�ي ∆X(t) آنگاه باشد داشته t لحظه�ي در پرش یک X اگر .∆X(t) = ۰ آنگاه باشد پیوسته t در X اگر
.[6] است J در پرش اندازه�ي ∆J(t) = J(t)− J(t−) و است آن پرش


