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  .تقديم به آناني كه دشواري آموختن را برايم آسان نمودند
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 كه به من توان تلاش در جهت كسب دانش عطا نمود و رهين منت هستي ،امار خالق هستيزسپاسگ

  .دريغ نثارم شد كه مهرشان بي،اي هستمبخشان وارسته

  .زيزم خواهم بودعواده ار مهرباني و همراهي خانزو تا ابد سپاسگ

 توشه ،دل اندوزي از راهنمايي راهنمايان بيدارخدا را شاكرم كه در مسير پرفراز و نشيب دانش

هاي همه جانبه و ها و هدايت  بخاطر راهنماييدكتر نصيرياز استاد بزرگوارم جناب آقاي . اندوختم

 كنم كه در طي اين دوره هرشان در تمامي مراحل انجام اين تحقيق صميمانه تشكر ميحسن توجه

  . هاي ايشان بودچه آموختم، حاصل رهنمودها و درس

ده نهايت تشكر را دارم و اميدوارم حق شاگردي را بجا آورپيام نور از همه اساتيد بزرگوارم در دانشگاه 

  .باشم

براي همدلي، دانشگاه پيام نور تان خوبم و جميع كارمندان هاي صميمانه دوسدر پايان از كمك

  . ارمزنامه سپاسگهمكاري و مساعدتشان در طول انجام اين پايان

  

هاترين سپاسژرف با  

 بهروز رحمتي

  87 دي
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  بهروز :    نام                               رحمتي تازه: نام خانوادگي دانشجو 

  

  برآورد پارامترهاي توزيع نمايي تعميم يافته :عنوان پايان نامه

  

   دكتر پرويز نصيري:استاد راهنما 

  

  دكتر علي شادرخ :استاد مشاور 

  

                     پيام نور تهران :دانشگاه    رياضي :گرايش    ارآم :رشته     كارشناسي ارشد :مقطع تحصيلي 

  

  ٨٧ :      تعداد صفحه         ۱۳۸۷دي ماه : التحصيلي فارغ    تاريخ             علوم  : دانشكده 

  

، برآوردگرهاي بيز،  درستنمايي ماكسيمم، برآوردگرهاي توزيع نمايي تعميم يافته : كليد واژه ها

بعات، برآوردگرهاي كمترين مربعات روش گشتاوري، برآوردگرهاي كمترين مبرآوردگرهاي به ر

  وزني، برآوردگرهاي صدكي، ماتريس اطلاع فيشر

  

هاي اخير يك توزيع جديد با نام توزيع نمايي تعميم يافته معرفي شده و به طور لسادر  :  چكيده 

توزيع نمايي تعميم يافته مانند توزيع گاما و وايبل داراي دو . وسيع مورد مطالعه قرار گرفته است

وزيع هاي اين توزيع شبيه تنشان داده شده است كه بسياري از ويژگي. است) شكل و مقياس(پارامتر

هاي  براي توزيعي به عنوان جايگزينتوان و وايبل است، بنابراين، توزيع نمايي تعميم يافته را ميگاما

هاي مختلف، نزديكي آن با توزيع گاما و وايبل، پيدايش اين مدل، ويژگي. گاما و وايبل به كار برد

  .هاي آنها، در اين پايان نامه بحث خواهد شدهاي مختلف برآورد و ويژگيروش
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مقدمه و دورنما/ فصل اول  ۲  

 

 

 فصل اول

 

 مقدمه و دورنما

 
  پيدايش و تعريف-۱-۱

هاي چوله هاي طول عمر يا داده تحليل دادههاي بسيار سودمندي براي توزيعتوزيع گاما و وايبل،

 همچنين تعبيرهاي فيزيكي بسيار خوبي هااين توزيع. هاي بسيار مطلوبي دارندويژگيهستند و 

هايي هم بودند كه اين اشكلات باعث شد كه محققان وزيع داراي اشكالمتاسفانه اين دو ت. دارند

هاي طول عمر استفاده براي تحليل دادهآن  براي توابع گاما و وايبل باشند تا بتوان از يدنبال جايگزين

   .كرد

 ۲و ورهالست ]۱۱[۱در نيمه اول قرن نوزده به وسيله گومپرتزتجمعي كه هاي توزيع يكي از تابع      

رفت، به و نشان دادن رشد جمعيت به كار ميهاي مرگ و مير انساني  براي مقايسه جدول]۵۵،۵۶[

 :صورت زير بود

)۱ -۱-۱( 

 . رهايي با مقادير حقيقي مثبت هستندپارامت λ و α ،ρكه 

 .]۱[ را مورد بحث قرار داده و بيشتر آن را تعميم دادندتوزيعاين  ۳، اهوجا و نش۱۹۶۷سال در 

 معرفي ٥دار شدهتوان توزيعي را با نام توزيع وايبل ۱۹۹۳در سال  ٤ مودهولكار و سريواستاواهمچنين

و نشان دادند  را بررسيدار شده وايبل توانتوزيع كاران  مودهولكار و هم۱۹۹۵در سال  ،]۴۴[كردند

 -توزيع وايبل دو ، كه داراي سه پارامتر است، برازش بهتري نسبت بهدار شدهوايبل توانكه توزيع 

   .]۴۵[دارد و توزيع نمايي يك پارامتري  پارامتري
   

.  Gomperts ١ 

. Verhulst٢ 

.  Ahuja and Nash٣ 

.  Modholkar and Srivastava�  

 . Exponentiated Weibull distribution�  

ρ
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 ۳  مقدمه و دورنما/ فصل اول 
 

هاي نمايي كه به وسيله گوپتا و همكاران  وايبل مورد خاصي از كلاس كلي توزيعهمچنين توزيع  

)(])[(αبا عنوان  tGtF   .]۱۷[وزيع خطي كلي است تابع تtG)( پيشنهاد شد، است كه در اينجا =

كه   معرفي كردند۲ نام توزيع نمايي تعميم يافتهتوزيعي را با ]۱۵[ ۱كوندو گوپتا و ۱۹۹۹در سال 

  :آن به صورت زير بودشكل 

)۱ -۱-۲(  

  

  :بنابراين توزيع نمايي تعميم يافته داراي تابع چگالي زير است
  

)۱ -۱-۳(  

  

با نماد توزيع .  است۵پارامتر مكان µ و ۴پارامتر مقياس λ، ۳متر شكلپارا αكه در اينجا 

),,( µλαGEهاي مختلف اين توزيع را مورد بحث وگوپتا و كوندو ويژگي .شود نشان داده مي 

 به كار بردند و نشان دادند كه در بعضي هاي طول عمرتحليل داده  آن را برايو بررسي قرار دادند

  تابع مولد گشتاورها را به دست.هاي گاما و وايبل دارد بهتري نسبت به استفاده از توزيعموارد نتيجه

از نظر شكل و همچنين اين توزيع را  .د را محاسبه كردنآورده و اميد رياضي و واريانس اين توزيع

آنها همچنين توابع . دست آوردندب مقايسه كرده و نتايجي با توابع گاما و وايبلخصوصيات ديگر 

  .مخاطره و بقا را محاسبه و مورد بحث و بررسي قرار دادند

 افراد زيادي اين  وهاي اخير توزيع نمايي تعميم يافته مورد توجه قرار گرفته استسال رد      

اين ميان گوپتا و كوندو نقش  در  كهاند، مورد بحث و بررسي قرار داده از ابعاد گوناگونتوزيع را

البته افراد ديگري مانند  .... و] ۱۶،۱۷،۱۸،۱۹،۲۰،۲۱،۲۲،۲۳،۲۴،۲۵،۳۷،۱۴،۱۵ [اي داشتندعمده

 نيز مطالعاتي درباره توزيع نمايي تعميم يافته ]۵۷[ ۸، زنگ]۵۰[ ۷و مادي، راغب ]۵۲،۵۳[ ۶راغب

       . اندداشته

١ . Gupta and Kundu 
٢ . Generalized Exponential Distribution 
٣ . Shape 
� . Scale 
�.  Location 
�.  Raqab 
٧.  Madi 
٨.  Zheng 

0 ,0  ,          ,)1(),,;( /)( >>>−= −− λαµλα αλµ
µxeXF x

0 ,0  ,          ,)1(),,;( /)(1/)( >>>−= −−−−− λα
λ
αµλα λµαλµ

µxeexf xx



  

  ۴  مقدمه و دورنما/ فصل اول

  

اند پارامتر مكان ي كه در مورد اين توزيع كار كردهبراي سادگي و راحتي محاسبات، تمام افراد      

و فرمول توزيع نمايي تعميم يافته را به صورت زير بيان مي ) µ=0(اند صفر قرار دادهرا مساوي 

  :كنند

)۱ -۱-۴(  
  

مشخص است توزيع نمايي تعميم يافته نوع خاصي از توزيع ) ۴-۱-۱(همان طور كه از فرمول 

 µ=0 و α=1وقتي كه  . قرار دهيميكرا مساوي  ρ ،)۱-۱- ۱(گومپرتز است، يعني در فرمول 

  .شودفته با توزيع نمايي معمول يكي ميباشد توزيع نمايي تعميم يا

شود، منظور همان فرمول ع نمايي تعميم يافته نام برده مينامه هر جا كه از توزيپاياندر اين : نكته

  . است) ۱-۴- ۱(

اگر يك سيستم موازي وجود داشته باشد . ي هم داردتعبيرهاي فيزيكي خوبتوزيع نمايي تعميم يافته 

 ها كار كند،كند كه حداقل يكي از مؤلفهار مي مؤلفه تشكيل شده است، يعني سيستم وقتي كnكه از 

...(ها متغير تصادفيو توزيع طول عمر هر يك از مؤلفه dii ( نمايي باشند آنگاه توزيع طول عمر

  . نمايي تعميم يافته خواهد بود،سيستم

 متغير Uاگر. راحت استافته به خاطر شكل تابع توزيع آن، توليد متغير تصادفي نمايي تعميم ي      

)1ln(باشد، آنگاه  [0,1]تصادفي يكنواخت در 
1 /1 α

λ
UX  داراي توزيع نمايي تعميم يافته =−−

            .خواهد بود

    

 

  توزيع گاما -۱-۲

 با تابع چگالي متغير تصادفي گاما. هايي كه كاربرد زيادي دارد، توزيع گاما استاز توزيعيكي       

  : به صورت زير استθ و پارامتر مقياس βپارامتر شكل 

 
)۱ -۲-۱( 

),(كه با  θβGA 1اگر. شودنشان داده مي=βباشد، اين توزيع با توزيع نمايي معمول يكي        

  .شودمي

0,,           ;)1(),;( >−= − xexF x λαλα αλ

0,,       ;
)(

),;( 1 >
Γ

= −− θβ
β

θθβ θβ
β

xexxf x



  

  ۵    مقدمه و دورنما/ فصل اول
  

  

  توزيع وايبل  -۱-۳

تابع چگالي متغير تصادفي وايبل . هايي كه كاربرد زيادي دارد، توزيع وايبل استيكي ديگر از توزيع

  : به صورت زير استθ و پارامتر مقياس βبا پارامتر شكل 

  

  

),(كه با  θβWE1اگر. شود نشان داده مي=β باشد، اين توزيع با توزيع نمايي معمول يكي      

  .شودمي

  

  ها دورنماي بقيه فصل -۱-۴

ي تعميم يافته ارائه خواهد شد و  اول مطالبي در رابطه با توزيع نماي بخش در،در فصل دوم      

تابع همچنين .  رسم و درباره آن بحث خواهد شدαشكل تابع چگالي به ازاي مقادير مختلف 

تابع مولد گشتاورهاي  ،بخش دومدر  .مخاطره را به دست آورده و شكل آن را رسم خواهيم كرد

و اميد رياضي و واريانس آن با استفاده از تابع مولد توزيع نمايي تعميم يافته را به دست آورده 

در  .هاي مرتب ارائه خواهد شدهمچنين مطالبي در رابطه با آمارهگشتاورها محاسبه خواهد شد و 

 توزيع مجموع متغيرهاي تصادفي نمايي تعميم يافته را با استفاده از تبديلي از توزيع بتا ،بخش سوم

ارتباط تابع توزيع نمايي تعميم يافته با توابع  .ن مورد ارائه خواهد شدبه دست آورده و مطالبي در اي

 مزايا و معايب استفاده از در بخش چهارم بحث خواهد شد و مطالبي در ارتباط باگاما و وايبل 

وايبل و توزيع نمايي تعميم هد شد و توابع مخاطره توابع گاما، ئه خواهاي گاما و وايبل اراتوزيع

  شدههاي ماكزيممم، با استفاده از نسبت درستنماييدر بخش پنج . مقايسه خواهد شديافته با هم

 يا توزيع وايبل، ارائه است براي تشخيص اينكه يك مجموعه داده از توزيع نمايي تعميم يافته روشي

هاي ماكزيمم شده روشي براي تشخيص  در بخش ششم، با استفاده از نسبت درستنمايي.خواهد شد

  .ك مجموعه داده از توزيع نمايي تعميم يافته است يا توزيع گاما، ارائه خواهد شداينكه ي

       

  

  

βθβββθθβ )(1),;( x
WE exxf −−=



  

  ۶    مقدمه و دورنما/ فصل اول
  

هاي مختلف برآورد پارامترهاي توزيع نمايي تعميم  مطالبي در رابطه با روش،در فصل سوم      

ماكسيمم  برآوردگرهاي ،بخش اولدر . بيان مي كنيم رايافته ارائه خواهد شد كه در اينجا آنها

 پارامترهاي نامعلوم توزيع نمايي تعميم يافته را به دست خواهيم آورد و همچنين ماتريس درستنمايي

 پارامترهاي نامعلوم را به روش گشتاورها برآورد ،در بخش دوم .اطلاع فيشر را محاسبه خواهيم كرد

در بخش سوم،  .ين برآوردگرها ارائه خواهد شدمطالبي در رابطه با توزيع مجانبي ا  وخواهيم كرد

در بخش چهارم، پارامترهاي نامعلوم  .ها برآورد خواهيم كردامترهاي نامعلوم را بر اساس چندكپار

 برآوردتوزيع نمايي تعميم يافته با استفاده از روش كمترين مربعات و روش كمترين مربعات وزني 

برآورد امعلوم براساس تركيب خطي از آماره هاي مرتب در بخش پنجم، پارامترهاي ن .خواهند شد

خطاي مربعات را براساس گرها ا استفاده از مقادير عددي، برآورددر بخش ششم، ب .خواهند شد

ماكسيمم در بخش هفتم، برآوردگرهاي  .كنيمميمقايسه اي مقادير مختلف نمونه و برميانگين 

ع فيشر را در كنيم و ماتريس اطلا بررسي مي،اند شدهها از چپ سانسور را وقتي كه دادهدرستنمايي

در بخش هشتم، پارامترهاي نامعلوم توزيع نمايي تعميم يافته را به روش  .كنيماين حالت محاسبه مي

  برآوردگرهاي ماكسيمم درستنمايي در بخش نهم،.كنيمفاده از ايده ليندلي،  برآورد ميبيز، با است

بدست خواهيم آورد و ماتريس اطلاع عميم يافته بريده شده از راست را پارامترهاي توزيع نمايي ت

برآوردگرهاي ماكسيمم درستنمايي پارامترهاي توزيع  در بخش دهم،. كنيم ميفيشر را نيز محاسبه

نمايي تعميم يافته بريده شده از چپ را بدست خواهيم آورد و ماتريس اطلاع فيشر را نيز محاسبه 

  .كنيممي



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  فصل دوم
  

يي توزيع نما

 تعميم يافته



 

 

 

 

 فصل دوم

 

 

 توزيع نمايي تعميم يافته

 

 

توزيع گاما و وايبل دو  .كنيم توزيع نمايي تعميم يافته بحث ميهايدرباره ويژگي در اين فصل

 توزيع نمايي تعميم يافته.  هستندهاي عمرتحليل داده سودمندي براي هاي بسيار توزيع،پارامتري

هاي اين توزيع بسياري از ويژگي. است) شكل و مقياس(و گاما داراي دو پارامتر مثل توزيع وايبل 

طور مؤثر تواند به توزيع نمايي تعميم يافته مي .هاي توزيع گاما و وايبل استخيلي شبيه به ويژگي

در اين فصل توزيع . هاي عمر به جاي توزيع گاما و وايبل مورد استفاده قرار گيردبراي تحليل داده

هاي مختلف اين توزيع را مورد بحث و بررسي قرار داده و با  و ويژگيم يافته را بررسينمايي تعمي

  ميانگين و واريانس توزيع تابع مولد گشتاورها،.كنيماي توزيع گاما و وايبل مقايسه ميهويژگي

هاي گاما ع توزيع را از توزيهاي تشخيص اينهمچنين روش. آوريمنمايي تعميم يافته را بدست مي

  .دهيمارائه مي شدهماكسيمم   درستنمايياساس روش نسبت برو وايبل

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  ۹  توزيع نمايي تعميم يافته/ فصل دوم
  

  

  نكاتي درباره توزيع نمايي تعميم يافته -١-٢
  

  :داراي توزيع نمايي تعميم يافته است اگر تابع توزيع آن به صورت زير باشدX   متغير تصادفي

)١-١- ٢(  

 α نمايي تعميم يافته با پارامتر شكل توزيع . پارامتر مقياس استλ پارامتر شكل و α ه در اينجاك

),( با λو پارامتر مقياس  λαGEنشان دادند كه توزيع  ]۲۴[ وگوپتا و كوند. شود نشان داده مي

هاي مرگ و مير به جاي توزيع گاما و تحليل داده طور مؤثر برايتواند به  يافته ميمنمايي تعمي

  . ورد استفاده قرار گيردموايبل 

  : شود به صورت زير نوشته مي      تابع چگالي توزيع نمايي تعميم يافته
  

)٢-١- ٢(  

 است در شكل λ=1، وقتي αفته براي مقادير مختلف هاي نمايي تعميم يا چگاليبعضي از تابع

  . آورده شده است١- ٢
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 )λ=1 ( نمايي تعميم يافتههاي مختلف توزيع تابع چگالي:١-٢شكل

0,,           ;)1(),;( >−= − xexF x λαλα αλ

0,,           ;)1(),;( 1 >−= −−− xeexf xx λααλλα λαλ



 

 

  ۱۰  توزيع نمايي تعميم يافته/ دومفصل 
  

هاي تواند شكلگالي توزيع نمايي تعميم يافته مي واضح است كه تابع چ۱-۲ه به شكلبا توج

 و تساو چوله به راست  يمد  تابع چگالي آن به صورت تكα<1براي . مختلفي به خود بگيرد

ميانه  .عكوس دارد و يك تابع كاهشي است مJ شكلي شبيه α≥1 براي . استαlogمد برابر 

)1log)5.0((توزيع نمايي تعميم يافته برابر 
1
α−−براي مقادير بزرگ  . استαميانگين و ،، ميانه 

  .]۱۵[ هستندαlogمد همگي تقريباً برابر 

  :توزيع نمايي تعميم يافته به صورت زير است) ام tاحتمال زنده ماندن عضو تا زمان  ( ۱تابع بقاي
  

)٣-١- ٢(  
  

 ام tتا لحظه  به شرط بقا t تعيين كننده نرخ آني مرگ و يا از كار افتادگي در زمان ،۲تابع مخاطره

  :شودباشد كه به صورت زير تعريف ميمي
  
  

  :تابع مخاطره توزيع نمايي تعميم يافته به صورت زير است بنابراين 
 

)٤-١- ٢(  
 

 

 ).۲- ۲ شكل( ندا رسم كردهλ=1 و α كوندو نمودار تابع مخاطره را براي مقادير مختلف گوپتا و

 ، تابع مخاطره تابعي غير كاهشي استα<1مشخص مي شود كه براي ) ۲-۲(    با توجه به شكل 

  ، تابعي ثابت استα=1براي .  تابعي غير افزايشي است، تابع مخاطرهα>1و براي 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Survival Function  
2. Hazard Function 
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 ۱۱  توزيع نمايي تعميم يافته/ فصل دوم
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  نمودار تابع مخاطره توزيع نمايي تعميم يافته ) :۲-۲(شكل
  

تابع مخاطره معكوس .  در سالهاي اخير خيلي مورد توجه قرار گرفته است١تابع مخاطره معكوس

  :براي توزيع نمايي تعميم يافته به صورت زير است

)٥-١- ٢(  

  

 هايويژگي .است x تابعي كاهشي از αير به ازاي همه مقاد نمايي تعميم يافتهتابع مخاطره معكوس

چون تابع . ]٤٧ [ ببينيد  و گوپتا٢اتوانيد در ناندس توزيع نمايي تعميم يافته را ميتابع مخاطره معكو

  :مخاطره معكوس توزيع نمايي به صورت زير است

  

 
  

. Revered Hazard Funtion١ 
 Nanda.٢  
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