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@-������ �B�� �� ;��%B 	� �
� �9�& ��� -�: 	



�����
	� ���,5� �(σ, τ, ε) � ���� �
 '�B� �1 '�! ���,5� 	�
� � � �4� � �B '! ��� �� C	� �� ;�� �� <� �! -

@�9B-�� ! ��. ��!�
 -!�� �! C�� � 	� '�B��1 �C∗ '�! �� � 
'! ��� �� � �� � 	� �	��: '�B��1 '�! �� � 	� ��
�� ���,5� 4 � '! ��� �� ���� � '! ��� �� <9��%B
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�� ���,5�

	 � � � 1 �C∗
C	 , : � � � 9 % 
  �#� 9 � �! � �
� � � 4� � � B '! �� � � � � �� � � � �� ��� ��
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 �  �
-� 
 � '! �� � � � 	 * � > �
�,� �
 ���,� A��� �� (G	, ∗) � A��� �� (G �, .) �9�
 ��: @�� 	��� C-�
 6
��%B '�7B���
-�1�� δ > � ��/ 	
 -�
 <� � �� ���� �
� � 
�� 	
 �� ���� @���9�
 ��� ! - �! ε > � @�� �
 d(., .)

��
 ��� ��4 	�
 �! ! - C
x, y ∈ G ��B '�4 � 	
 f : G �→ G	 6� ��� �� � 	
 �� �
��

d(f(x.y), f(x) ∗ f(y)) < δ

C
x ∈ G ��B '�4 � 	
 	
 �� �
 -�1�� ;��� h : G �→ G	 �,
��%B A���/

d(f(x), h(x)) < ε.

@-�
 	� �! � E′ � E ��� �
 '�B �2: '��
 �! �
� � ����� 	
 6��� 0��1 <9�� � 4�� �B ������� ! -
� B � δ > �� B '�4 � 	
 	
 '! �� 	
 �� �
 ��� �
 '�B �2: <9 
 �,� �� � g : E → E′ �9� 
 ��:

C
x, y ∈ E

||g(x + y) − g(x) − g(y)|| < δ

C
x ∈ E �B '�4 � 	
 	
 6� � -�1�� ;��� T : E → E′ -�: 	
 �E3�� 6� ��� �!�� <� �! -

||g(x) − T (x)|| ≤ δ

E′ � E -� 
 �� : 	
 �� A-�- �9%
 �! �� <��
 [
��

] ! - #�9� �! 	*9�� 	
 �
� � � 4� � �B 	92.
C
x, y ∈ E � p < �� ε > � 	
 6
 �� p � ε �B '�4 � 	
 	
 �� �
 �,� ��� f : E → E′ � ��� �
 '�B �2:

||f(x + y) − f(x) − f(y)|| ≤ ε(||x||p + ||y||p) ( �)

C
x ∈ E �B '�4 � 	
 	
 6� � -�1�� ;��� T : E → E′ -�: 	
 �E3�� �
%1 6� ��� A��;/

||f(x) − T (x)|| ≤

�
ε�

−
�

p
||x||p (

�
)



@6� �! �� .� 
 x 6= �� B '�4 � 	
 (
�
) 	�-�
 � �� � x, y 6= �� B '�4 � 	
 ( �) 	�-�
 � �� C

p < �� � �
��"

T
C�� �
 	,��9� x ∈ E

6
 �� �B '�4 � 	
 t ��9�& -�+ ! - E′ 	
 R 4 � t 7→ f(tx) �� � C<9��%B
! �� .� 
 p 6= �'�� 
 	
 -�- ;�5� � -� 
 D& p > �'�� 
 �! #�9� �! 	92.

[
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] ! - ��1 �� @-�
 �B ��"
#�9� �! � �
� � � 4� � �B '! ��� �� �! p 6= �� p ≥ � C

ε > � 	
 �,� �& '�� 
 	�9,� <� � @�� �
�%�
@@@ � �. �3� � C��9
 C��! �� 	*%1 4 � ;���%5� �- 4 � '! �%� 
�� �

 � �
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� '! ��� �� 	� ��>� @�����
��
�� �

 � 	�-�
� C6:�� ! ��. 	1� -! �� 	�9�4 <� �! - 	
 � 
-�
� 4 � ��� @6:�� ! ��. 	
� ��� -!��
	�-�
� <� � '��
 #�9� �! � �
� � � 4�� �B '�! �� �� � �:�
� �9
 � �;�1 
�� ���� ��� ! - 	
 -�

��
�� ���,5� '! ��� �� � �:�
� �! ��
�� ���,5� ��7(� �. �3� � ���� ��� ! - @�� ��!�
 �

 � 

@-�- ! ��. ��!�
 -!�� �! �� ��
 �1 ��� �
 '�B��1 '�!
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 '�B� �1 '�! ��
�� ���,5� '! ��� �� ��!� 
 � 9� 	� �� ;�� �� <� � ���B � 4 � ���
�. �3� � �. �� ! - 6� � �� �(,� �. �3� � 
�� A�� 	� �! � �9B �(� �
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@-! �- 	�9�4 <� �! - �: �
 ��+�� � A��� ��" 	
 6� � <� ��
 ��: � A�� '! �- -�" ;��� �
�9%
 ���
 �

 � 	�-�
� �� 	
 	,>
 �� ��� �
 '�B��1 '�! ���,5� �
� � � 4� � �B '! ��� �� C�� - DE:

@6� � A�� A-�(,� � [ ��] 	� ��� 4 � DE: <� �! -	
 �9B-�� ! ��. ��!�
 -!�� �! C	,: ��
	� '�B� �1 �C∗ '�! �� � 	� ���,5� �(σ, τ, ξ) 	,: �� �9%
 �
� � � 4� � �B '�! �� �� C��� DE:

@6� � A�� 	,:���
 [�] 	� ��� 4 � DE: <� � =� ��� @�9B-�� ! ��. ��!�
 -!�� �! �� � 
	� ��
�� ���,5� 4 � 	,: �� �9%
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 '�B��1 '�! ����� ���,5� �@�

�� �� �� �� ������ �C∗ ��� �� �� �� �����	 �(σ, τ, ξ) � �  !� � ���� �� �� ��� �" #

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	���� �@$
��
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. . . . . . . . . . . . . . . . ��1 �C∗ ��� 	� ���,5� �(σ, τ, ξ) '! ��� �� $@$

�$
. . . . . . . . . . . . . . . . �� �C∗ ��� 	� ���,5� �(σ, τ, ξ) '! ��� �� �@$

�� ��
�	 �����	 �� ��� �" �

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	���� �@�

��
. . . . . . . . �� � 	� 	��: '�B��1 '�! �� � 	� ��
�� ���,5� '! ��� �� �@�

��
. . . . . . . . . . . . . . . . ��� �
 '�B��1 '�! ��
�� ���,5� '! ��� �� $@�

�� �	 �� ����
�� ��! �: 	
 �>9*�� � '	� �� A� ��

�� �>9*�� � 	
 ��! �: '	��� A� ��



� ���

���9 � ��5 1�? 9 ��: 1	�

���
� ���
-!�� '�
 
 ��E: ! - 	
 6� � � ����� '�� �2. �2
 
 ��� � � � �B-�%� �:� 
� DE: <� � 4 � ��B

@���9��� ! ��. A-�(,� �

���� � 
�� �W� ���
��� �� d : X × X → R

+ ∪ {�} ���� ����� ����� ��  !"#$� X �%&' (�) �*�*�+�,-.
/0�1�2 34� X �56

7d(x, y) = �⇔ x = y 7x, y ∈ X �2 ���� 89
7d(x, y) = d(y, x) 7x, y ∈ X �2 ���� 8:

�d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) 7x, y, z ∈ X �2 ���� 8;



�$ ���� ���� ��	 � 
�� �
� � �� � ���

��%� �%� ��� 6� T : X → X 3���� ����� ����� ���) (X, d) �%&' (�) �*�*�+�,-.
7x, y ∈ X �2 ����  �  ' �6"�  � ���� �"�"� L ≥ �3��� �1� �&' �� �� 

d(Tx, Ty) ≤ Ld(x, y)

��&�"1 ��%� �%� 3��� 7�&' �� ��  ! ��6 "�� 6�  ' L ≥ �"���#$"'  �
A���B C6� � X '! �-�
 '�2: '�! ��� �� ||.|| : X → R �
 � #*�*�+�,-.

C
x = ��� � �7� � �� � ‖x‖ = �� ||x|| > � C

x ∈ X �B '��
 %�
C
||αx|| = |α|||x||

C
α ∈ C � x ∈ X �B '��
 %�

@||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||
C
y, x ∈ X �B '��
 %$

@�9��� ! ����� '�2: �� �! (X, ||.||) �!�� <� �! -
	� ��� - �� (xn) �9��� �� @�� � ���(� E ! - (xn) 	� ��� - � (E, d) ��� ,� '�2: �*�*�+�,-.

A���B 6� � ���

∀ε > �,∃N ∈ N : m,n ≥ N ⇒ d(xm, xn) < ε.

@�� �
 ���%B
E ! - ���
 	� ��� -�B A���B �9��� D��
 �! (E, d) ���,� '�2: &*�*�+�,-.

�!�� <� �! - C�� �
 D� �
 ��� ,� '�2: �� d(x, y) = ‖x − y‖ �,� �
 X A�� �B '*�*�+�,-.
@�9��� ��� �
 '�2: �� ;/ 	


(A���B �9��� A�� ! �- 671 �! (D,�)
C�� �
 D '�! '� 	�
 �! � �9�
 ��: )*�*�+�,-.

*�� �
 �� ��
� �� %�

*�� �
 '�
,� � %�



�� ���� ���� ��	 � 
�� �
� � �� � ���

! ��,71 	+�%�� 4 � �
 � � B @β � γ � α � γ 	
 �� �
 -�1�� '� γ ∈ D
C
D 4 � β � α �B '�� 
 %$

@-�� �� A�9� �� ! � �� C�������� '�2: �� '�,
 D A��
�� �! X @�� �
 X '�! '�� �� ��  �� τ � '! �-� 
 '�2 : �� X �9 � 
 �� : �*�*�+�,-.

A���B �9��� �������� '! �-�
 '�2:
@�� �
 	,>
 '�	��� � �B %�

@��� �
 	,��9� '! �-�
 '�2: ��%+ � %�
C�9��� �
?�� 0�3� �! X @�� �
 ������ ��  '! �-� 
 '�2: �� X �9�
 �� : �*�*�+�,-.

@6� � 0�3� ��2+ �B 	
 �� �
 �
?�� '�	� �� '�! �-�(� A���B
<� � 	
 6� � A '�! 0�? �� �
 A��%B

A '! �-� 
 '�2: �� C
*,
� � �1 �� ��*�*�+�,-.
(��
 �� ��� ��4 ���" ! - 0�?

@(x + y)z = xz + yz � x(y + z) = xy + xz
C
x(yz) = (xy)z

C
x, y, z ∈ A �B '��
 %�

.α(xy) = (αx)y
C
α ∈ C � x, y ∈ A �B '��
 %�

'�2: �� ;�� �+ 	
 A A��� B C�9 �� � ! ���� � � �1 �� �! C
;��9� '�! A � �1 ��*�*�+�,-.

(��
 ��� ��4 ��� ! - C
x, y ∈ A �B '�4 � 	
 ‖.‖ ��� �
 ! ����� '! �-�


‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

����� ���) �� A 0�1�2 �%�"1 ����� ��� �� �6 C �
��%� �56 A 6����� ��� ��*�*�+�,-.

�����
;/ '������ A��� B �9��� 	�� : � �1 �! A

D��
 � ��� ��� ,� �
?�� 0�3� � �1 �#*�*�+�,-.
C
x, y ∈ A �B '�4 � 	
 	
 '! �� 	
 �� �
 A�� �9�� 

(pn)n≥ �
D�� �� �B ��� �9� 4 � 	� ��� - �� 
�� 

pn(xy) ≤ pn(x)pn(y)



�� ���� ���� ��	 � 
�� �
� � �� � ���

pn(x) ≤ pn+ �(x)

@��B-�� ;�5� (A, pn) �
 �! (pn) 	� ��� - �
 A��%B
A 	��: ��1

x 	
 A � �1 ! - (xk)
	� �� � - �! � � <� �! - @�� �
 	�� : � �1 (A, pn) �9�
 �� : ��*�*�+�,-.

C
k → ∞ 	
 '!�� 	
 n ∈ N �B '�4 � 	
 �� � 
�: � �� � 6� ���%B

pn(xk − x) → �.

�� �! ϕ @�� �
 A '�! �(� �9) ��" �

 � ϕ � 
*,
� ��1 �� A �9�
 ��: �&*�*�+�,-.
C
x, y ∈ A �B '��
 A���B �9��� A '�! �,
��%B

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

@C
x, y ∈ A �B '�4 � 	
 A���B �9��� k 	1! -4 � <�%B �! P : A → B

6� ��� �'*�*�+�,-.
P (λx) = λkP (x).

�9��� f '��
 6
 �� 	��� �! x� ∈ X 	��� @�� �
 	,��9� f : X → X �9�
 ��: �)*�*�+�,-.
A���B

f(x�) = x�

T : E → F ��" 6� ��� @��� �
 ��" �������� '�2: � - Y � X �9�
 ��: ��*�*�+�,-.
	%B 	+� %�� @�� �
 ! ��� �� 
 F ! - T (B)

C
E 4 � B ! ��� �� 
 	+�%�� � �4 � B '�4 � 	
 � � � 6� �! ��� �� 


@�9B-�� ;�5� B(E,F ) �
 �! F 	
 E 4 �! ��� ��
 ��" '�B 6� ���
'�2: X∗ �. �� ! - @�9 � �� �� X ;��� - �� �/ � A-�- ���% � X∗ �
 �! BL(X, C) ��*�*�+�,-.

@6� � X '�! 	,��9� ��" '�B�

 � 	%B 4 � D�5,� '! �-�




�� ���� ���� ��	 � 
�� �
� � �� � ���

'�	,>B 6� ��� �! T @���9�
 ��� ! - T ∈ B(E,F ) � ! ����� '�2: � - �! F � E
��*�*�+�,-.

C
x ∈ E �B '�4 � 	
 	
 '! �� 	
 ��� �
 -�1�� {yn : n ∈ N} ⊂ F � {λn : n ∈ N} ⊂ E∗ A���B �9���

∞
∑

j= �
||yn||||λn|| < ∞, Tx =

∞
∑

j= �
〈x, λn〉yn.

C
λ ∈ C � x, y ∈ A �B '��
 A���B 6� � A ��1 '�! 65��
 �� x → x∗

6� ��� ��*�*�+�,-.
C
(x + y)∗ = x∗ + y∗ %�

C
(λx)∗ = λ̄x∗ %�

C
(xy)∗ = y∗x∗ %$

@x∗∗ = x %�

C
x ∈ A �B '��
 	
 '! �� 	
 �� �
 65��
 �� �
 ��� �
 ��1 A �9�
 ��: ��*�*�+�,-.

‖xx∗‖ = ‖x‖	

@�9��� ��1 �C∗ �� �! A �!�� <� �! -
6� �

C
'�! X ��" '�2: C�� �� �� �A �� @�� �
 ��1 �� A �9�
 ��: �#*�*�+�,-.

C
a, b ∈ A � x �, x	 ∈ X �B '��
 	
 '!�� 	
 A × X → X 4 � (a.x) → a.x

6� ��� �� �
 A��%B
(a + b)x �= ax �+ bx �, a(x �+ x	) = ax �+ ax	, a.(b.x �) = (ab).x �.

	
 �� �
 	,� �- e ;�� '�	�� �2+
A A���B ����� �� ��� �� �� �� �A �! X �

� �� �� �A ��
@e m = m

C
m ∈ X �B '�4 � 	


@���� �� ���
 	
 �5� !�� 	
 C
X ����� 6� �! �� �� �A � 6� �! �� �� A

�� �� �� �A �� �! X @�� �
 ! ����� '�2: X � ! ����� ��1 �� A �9�
 ��: ��*�*�+�,-.
� B '�� 
 	
 �� �
 -�1� � '� K > � 6
 �� -�+ � �� �
 �� �� �� �A �� X A��� B �9��� ! ���� �



�� ���� ���� ��	 � 
�� �
� � �� � ���

�9� �
 	,� �- x ∈ X
C
a ∈ A

||a.x|| ≤ K||a||||x||.

@-�� �� ���
 	
 �5� !�� 	
 �9� ! ����� �� �� � - A � ! ����� 6� �! �� �� �A

��� �
 �� �� �� �A �� �! X ! ���� � �� �� �� A
C�� �
 ��� �
 '�2: �� X � � � 	
 �9�
 	1� 

@�9�
 �� ���
 �! ��� �
 �� ��� - �A � ��� �
 6� �! �� �� �A =9 � <9%B 	
 @�9���
� B '�4 � 	
 X �� � � 
 '�2 : ;��� - @�� �
 �� ��� - �A �� � � 
 X �9 � 
 �� : �&*�*�,&�.

��� �� '�7*%+ �
 C
a ∈ A,x ∈ X, f ∈ X∗

〈a.f, x〉 = 〈f, x.a〉, 〈f.a, x〉 = 〈f, a.x〉

@6� � ;��� - �� ��� - �A ��� �
 �� �9�
�� �� �A A���B �9��� �� �� �B,A �! X @��� �
 ��� �
 ��1 � - B � A �9�
 ��: �'*�*�+�,-.

C
x ∈ X � b ∈ B

C
a ∈ A �B '�4 � 	
 	
 '!�� 	
 C�� �
 6� �! �� �� �B � ��
||axb|| ≤ ||a||||x||||b||.

C
b ∈ B

C
a ∈ A � B '�4 � 	
 �! X∗ �� �� �B,A ��� �
 '�! B 4 � �� D% + � A 4 � 6� �! D% +

@-�� �� ���
 ��4 �!�� 	
 f ∈ X∗ � x ∈ X

(f.a)(x) = f(a.x),

(b.f)(x) = f(x.b).

�X∗∗ �� � �4 '�7*%+ �
 C
m ∈ X∗∗ � f ∈ X∗

C
b ∈ B

C
a ∈ A � B '�4 � 	
 C

X∗∗ 	
 �5� ��! 	

@6� � �� �� �B,A ��� �


(a.m)(f) = m(f.a),

(m.b)(f) = m(b.f).



�� ���� ���� ��	 � 
�� �
� � �� � ���

��" 6� �� � �� C! ��� �� 
 8,5� D @�� �
 �� �� � - �A ��� �
 X �9�
 �� : �)*�*�+�,-.
@D(ab) = D(a)b + aD(b)

C
a, b ∈ A �B '��
 	
 6� � D : A → X ! ��� ��


@�9��� ���! - 8,5� ;/ 	
 � 6� � 8,5� �� δx(a) = ax − xa
6� ��� x �B '��


	%B 	+�%�� B �(A,X) � ! ��� ��
 '�B 8,5� 	%B 	+�%�� Z �(A,X) �9�
 ��: ��*�*�+�,-.
=� ��? �
 '����%B�
 A��� <9�� � �! H �(A,X) = Z �(A,X)

B �(A,X)
�!�� <� �! - @�� �
 ���! - '�B8,5�

@�9��� X ! -
(	
 -�
 ���
 D�� <��
 �! ��� �
 '�B��1 '���� <9�� �9� ;�>� �1

C
X ��� �
 �� �� � - �A � B '�� 
 A��� B �9 �� � � ��� <9� � �9 � �! A ��� �
 � �1 ��*�*�+�,-.

@�� �
 H �(A,X∗) = �

� ��! - C	 , �� 9 � 8 , 5 � � B 	 
 6 > � � � H �(A,X∗) = �4 � ! � � � � � 9 � � 
 	 , � �- 	1� 
@�� �


.H �(A,A∗) = � CA���B �9��� �9
? ���� <9�� �9� �! A ��� �
 ��1 <9��%B
'�	,>B

A � � � �7� � � � � 6� �� ��� <9� � �9� A @�� �
 � �1 �C∗
C
A �9�
 �� : #�*�*� '���

@�� �

2 @-�� 	�1! [

�
] �1�� 4 � (��, �, �) 	92. 	
 �*��,	
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���
� ���
D& 	
 C��
�� ��� ξ ! - ����� ! �� 	
 	
 g ��� �� �

 � A���B �9��� ! ��� �� �! ξ

D�� �

 � 	�-�
�
	�-�
� �� �� � D& � B A��� B �9��� ! ��� �� � ��� �! ξ �

 � 	�-�
� C<9��%B @�� �
 �� -� � ξ

6�! -
@�� �
 ;�>�� ;/ 6�! - D& �
 �

 � 

'�7 B�� � '! ��� �� A! �
! - 	
 ���� ��� ! - �
� � ���� � �� 4 � �
 
 � �
-�
 � '! ��� �� 	* �> �
d(., .) � ,� �
 ��� ,� A�� � �� (G	, ∗) � A�� � �� (G �, .) �9�
 �� : @�� 	�� � C-� 
 6
 �� %B
�� �
 �� -�1�� δ > � ��/ 	
 -�
 <� � �� ���� �
� � 
�� 	
 �� ���� @���9�
 ��� ! - �! ε > � @�� �


��
 ��� ��4 	�
 �! ! - C
x, y ∈ G ��B '�4 � 	
 f : G �→ G	 6� ��� �� � 	


d(f(x.y), f(x) ∗ f(y)) < δ

C
x ∈ G ��B '�4 � 	
 	
 �� �
 -�1�� ;��� h : G �→ G	 �,
��%B A���/

d(f(x), h(x)) < ε.

	�
 �! ! - '! �9>
 �
��� ;/ 4 � �

 � -�
 	� �! � ����� <� � '��
 �
� �� L ��$� ! -4�� �B ������� ! -
@�� �5,�� 	*�>� <� � �




�� � �� �� ���� �� ��� ���� �� 	��
�	 �� 
 ���

	
 '!� � 	
 �� �
 �� 9 � & -�+ �� λ � $ 4 � � , �!� 
 6
 �� �9 3 � -�+ �� n �9 � 
 �� :
	
 	,>
 �� ��� �
 '�B��1 '�! ���,5� �
� ��4�� �B '! ��� �� ��!�
 	
 DE: <� �! - @|λ| 6= (n�−n+�)	@��4 �-���� CA�� A-!�/ ��4 ! - 	
 	,: �� �9%
 ���
 �

 � 	�-�
� ��

||
∑

�≤i<j≤n

f(
xi + xj� +

n−	
∑

l= �
xkl

) + f(
n

∑

i=	
xi) + f(x �)|| ≤ ||λf(

n
∑

i= �
xi)||.�

≤ kl 6= i, j ≤ n

��� �V G����� G�� ����
� 
�
Q�� ���
� f̃(x) = f(−x) + f(x)

DE: <� �! - @�� �
 �� �� �A ��� �
 �� X � ��� �
 � �1 A �9�
 �� :
���9��� ��� ! -��4 �! �� 	
 �! ���� �� ����: <9��%B @∆f(a, b) = f(ab) − f(a)b − f(b)a

C(r, k) = C(r − �, k) + C(r − �, k − �).

@T ��/n� := {eiθ; �≤ θ ≤
�
π/n�} � n�∈ N

	
 �9�
�� ��: CA��+ 	

C
x �, ..., xn ∈ A �B '�4 � 	
 	
 '! �� 	
 �� �
 6� ��� �� f : A → X �9�
 ��: �*�*� ��

||
∑

�≤i<j≤n

f(
xi + xj� +

n−	
∑

l= �
xkl

) + f(
n

∑

i=	
xi) + f(x �)|| ≤ ||λf(

n
∑

i= �
xi)|| ( �)

�
≤ kl 6= i, j ≤ n

@6� � ���
 �
%1 6� ��� �� f �!�� <� �! -
��� @x �, ..., xn = � C

( �) 	�-�
� �� ! - �9�
�� ��: �*��,	
||(C(n,

�
) +

�
)f(�)|| ≤ ||λf(�)||. (

�
)

C
x	 = −x

C
x � = x ;-�- ! �� . �
 f(�) = �� |λ| 6= (n�−n+�)	

C
n ≥ � �
 9 �� -�+ 	
 �� �/ 4 �

C
x ∈ A �B '�4 � 	
 ( �) 	�-�
� �� ! - x� = ... = xn = �

||(n −
�
)f̃(

x�) + (C(n −
�
,
�
) + �)f(�) + f̃(x)|| ≤ ||λf(�)||. (�)


