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ଘمقدৎ
نهایت در و رافت کمال در که احدیت بی�همتای صفات آستان بر بی�حد ثنای و سپاس از پس

این مسرت، و مودت کمال در است؛ فرموده عطا نگارنده به را نامه پایان این اتمام رخصت عطوفت

و پدر به مͬ�نمایم تقدیم است؛ بوده بنده این مستمر کوشش و تلاش ماه�ها حاصل که را نامه پایان

همواره و بوده�ام آن�ها انسانیت و فضیلت تربیت، و تعیلم نوشجام جرعه پیوسته که عزیزم بسیار مادر

است. بوده مشͺلات و سختͬ�ها در من راه روشنگر وجودشان چراغ



ඟࢁพ়وୌقدৎ
دانشمند راهنمای استاد از است شایسته بسͬ « الخالق یشͺر لم المخلوق یشͺر لم «من مصداق به

سخن صحیفه�های بلند، گفته�های و دلاویز نکته�های با که امیری حبیب دکتر آقای جناب پرمایه�ام و

ساختند بارور سازنده و ساز کار راهنمایی�های با را دانش و علم سرای گلشن و نمودند پرور علم را

نمایم. تشͺر و تقدیر اند؛ بوده نامه پایان اکمال و اتمام در بنده گشای راه و راهنما همواره و

فیضتدریسشان، پر محضر از که هادیخطیبزاده جنابآقایدکتر ارجمندم مشاور استاد از هم�چنین

فراهم فکری آسایش و روحͬ آرامش که مهربانم و دلسوز عزیز، مادر و پدر از نیز و برده�ام بهره�ها

به را درسͬ نامه پایان نیز و تحصیلͬ مراتب مطلوب، محیطͬ در جانبه همه حمایت�های با تا نمودند

نمایم. سپاسͽزاری برسانم؛ اتمام به احسن نحو

نموده�اند. یاری مهم این رساندن انجام به در مرا نوعͬ به که کسانͬ همه خدمت خالصانه تشͺر با و



چͺیده

انعکاسͬ، غیر نرم�دار فضای ͷی روی فشرده ضعیف به�طور عملͽرهای که مͬ�کنیم ثابت ما

با نمͬ�تواند بودن دوسویی بالا، نتیجه�ی در که مͬ�دهیم نشان هم�چنین باشند. دوسویی نمͬ�توانند

ͷی T که مͬ�پردازیم T − λ I عملͽرهای مطالعه�ی به سرانجام، شود. جایͽزین بودن پوشایی

اسپرن١ͬ جدید نتیجه�ی مطالعه، طول در است. همانͬ عملͽر I و ضعیففشرده به�طور پوشای عملͽر

باشند. پوشا نمͬ�توانند البعد نامتناهͬ نرم�دار فضای ͷی روی فشرده عملͽرهای که: مͬ�آید به�دست

انعکاسͬ. فضای غیرکامل، نرم�دار فضاهای فشرده، ضعیف به�طور عملͽر کلیدی: واژگان

١Spurny
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چ مطالب فهرست

٧٢ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه



پیشͽفتار

دوسویی فشرده عملͽر به�طوری�که Yموجود�اند Xو مانند البعد نامتناهͬ نرم�دار فضاهای مͬ�دانیم

حالت این در که است معلوم هم�چنین شود). رجوع (١.١.٣) قضیه (به باشد موجود Y به X از

فضای (هر است باناخ Y صورت این در باشد کامل Y اگر زیرا باشد. کامل نمͬ�تواند Y فضای

پس تناقضاست. این که باشد البعد متناهͬ باید Y ،(٢.٢.٢) نتیجه�ی به بنا است) باناخ کامل نرم�دار

دوگان�های میان از دلخواه به�طور مͬ�تواند بالا، Xدر فضای دیͽر، طرف از باشد. کامل نمͬ�تواند Y

فضاهای میان از خصوص به و ببینید) را (٣.٢.٢) (گزاره البعد نامتناهͬ پذیر جدایی باناخ فضاهای

باشد. مناسبی انتخاب Xمͬ�تواند = ℓ۲ واقع در شود. برگزیده البعد، نامتناهͬ انعکاسͬ جدایی�پذیر

ببینید). را (۴.٢.٢) (گزاره شود انتخاب غیرکامل مͬ�تواند هم�چنین بالا، Xدر فضای دیͽر، سوی از

ضعیف به�طور عملͽر ͷی به�طوری�که مͬ�آورد وجود به را Y و X نرم�دار فضاهای از مثال�هایی این

هستند. انعکاسͬ غیر دو هر Y Xو که دارد وجود Y به X از دوسویی فشرده�ی

نمͬ�افتد اتفاق ،X = Y که حالتͬ در مورد آخرین که مͬ�دهیم نشان اصلͬ، نتیجه�ی اولین عنوان به

.((٣.١.٣) (قضیه

(R Cیا =)Kروی نرم�دار فضای روی ضعیففشرده به�طور یͷعملͽر T اگر نتیجه، ͷی عنوان به

فشرده زیرمجموعه�ی ͷنیستی دوسویی T−λ λهایی�که ∈ K آن صورتمجموعه�ی این در باشد،

.�((۴.١.٣) (نتیجه مͬ�شود K از

اشاره بالا در که (٣.١.٣) قضیه در بودن دوسویی شرط که مͬ�دهیم نشان (٢.٣) بخش شروع در ما

غیرکامل نرم�دار فضاهای مͬ�توانیم ما که است واضح کند. پیدا تقلیل بودن پوشایی به نمͬ�تواند شد،

Xبه از پوشا فشرده�ی ضعیف به�طور عملͽرهای به�طوری�که کنیم پیدا را X غیر��انعکاسͬ) (بنابراین

.((١.٢.٣) (گزاره�ی باشند داشته Xوجود

ͷی روی پوشا فشرده�ی ضعیف به�طور عملͽر ͷی T اگر که مͬ�کنیم ثابت نتیجه، دومین عنوان به

ح



که λهایی برای به�طوری�که دارد وجود δ > ۰ صورت این در باشد غیرانعکاسͬ نرم�دار فضای

.((٣.٢.٣) (قضیه�ی نیست ͷی به ͷی اما پوشاست T − λ ،۰ < |λ| < δ

به را [٣] در جدید نتیجه باشد، صحیح نمͬ�تواند نتیجه این باشد فشرده T عملͽر اگر که جا آن از

باشند پوشا نمͬ�توانند البعد، نامتناهͬ نرم�دار فضای ͷی روی فشرده عملͽرهای که مͬ�آوریم� دست

.((۵.٢.٣) (نتیجه

مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم استخراج برهانͬ ( (١.١.٢) قضیه�ی (برهان [٣] مقاله روش از سرانجام

در باشد، X به X از پوشا فشرده�ی ضعیف به�طور عملͽر ͷی T و نرم�دار فضای ͷی X اگر که

قضیه�ی از جایͽزینͬ اثبات این .((١.٣.٣) (قضیه�ی است انعکاسͬ ،X� ker(T ) صورت این

مͬ�دهد. ما به را (٣.١.٣)

خ



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مͬ�شوند. بیان داشت خواهیم نیاز آن�ها به کار ادامه در که اولیه�ای مفاهیم و تعاریف فصل این در

است. شده استفاده [١٣ ،١٢ ،١١ ،٧ ،۵ ،۴ ،٢] مراجع از بیشتر فصل این در

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

یͷمجموعه Aصورت این در ،A ⊆ X و باشد K روی برداری فضای ͷی X اگر .١.١ تعریف

اگر محدباست

∀x, y ∈ A, ∀t ∈ [۰,۱] ⇒ tx+ (۱ − t)y ∈ A.

|α| ≤ ۱ هر برای هرگاه مͬ�شود گفته Xمتعادل برداری یͷفضای Aدر یͷمجموعه تعریف٢.١.

αA ⊂ A.

به�طوری�که هست X در p مقدار حقیقͬ تابع ،X برداری فضای ͷی در نرم یͷشبه .٣.١ تعریف

،p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (١)

١



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

.p(αx) = |α|p(x) (٢)

ͷی مͬ�شود. نامیده زیرجمعͬ ویژگͬ ،(١) ویژگͬ .α اسͺالرهای همه و X در yها و x همه برای

کند. صدق ،(٣) شرط در هرگاه است نرم ͷی p نرم شبه

.p(x) ̸= ۰ آنگاه x ̸= ۰ اگر (٣)

شود نظیر p ∈ Pͷی x ̸= ۰ هر به هرگاه گویند شونده جدا را X نرم�های شبه از P خانواده�ی ͷی

.p(x) ̸= ۰ که

در x ∈ X هر که معنͬ این به است جاذب که بͽیرید نظر در را A ⊂ X محدب مجموعه ͷی

برداری فضای ͷی در صفر ͬͽهمسای هر مثال: (برای ،t = t(x) > ۰ برخͬ برای دارد قرار tA

است.) صفر شامل وضوح به جاذب مجموعه هر است. جاذب ͬͺتوپولوژی

توسط A از µA
١ͬͺمینکوفس تابعک

µA(x) = inf
{
t > ۰ : t−۱x ∈ A

}
(x ∈ X)

است. جاذب A چون ،x ∈ X همه برای µA(x) < ∞ که کنید توجه مͬ�شود. تعریف

صورت این در باشد X برداری فضای روی نرم شبه ͷی p کنید فرض .١.١.١ قضیه

،p(۰) = ۰ (١)

،|p(x)− p(y)| ≤ p(x− y) (٢)

،p(x) ≥ ۰ (٣)

Xاست، زیرفضای {x : p(x) = ۰} (۴)

.p = µB و است جاذب متعادل، محدب، B = {x : p(x) < ۱} مجموعه (۵)

١Minkowski Functional



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

.(۱ · ۳۴) قضیه�ی [۵] به شود رجوع برهان.

صورت این در Xباشد برداری فضای جاذبمحدبدر Aیͷمجموعه�ی فرضکنید .٢.١.١ قضیه

،µA(x+ y) ≤ µA(x) + µA(y) (١)

،µA(tx) = tµA(x) t ≥ ۰ اگر (٢)

است، نرم شبه ͷی µA باشد، متعادل A اگر (٣)

صورت این در C = {x : µA(x) ≤ ۱} و B = {x : µA(x) < ۱} اگر (۴)

.µB = µA = µC و B ⊂ A ⊂ C

.(۱ · ۳۵) قضیه�ی [۵] به شود رجوع برهان.

زیرمجموعه�های از τ خانواده�ی ،X یͷتوپولوژیروییͷمجموعه .(ͷتوپولوژی تعریف۴.١(فضای

باشد: زیر خواص دارای که Xاست

.∅, X ∈ τ (١)

باشد. τ به متعلق τ اعضای از گردایه�ای هر اجتماع (٢)

باشد. τ به متعلق τ اعضای از متناهͬ تعداد هر اشتراک (٣)

مͬ�گویند. ͷتوپولوژی فضای ͷی را (X, τ)

باشد. K میدان روی برداری فضای ͷی X کنیم فرض .(ͷتوپولوژی برداری (فضای ۵.١ تعریف

در ضرب و + : X × X → X برداری جمع اعمال که دهیم قرار توپولوژی ͷی X روی اگر

مͬ�نامیم. ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی را X آن�گاه باشند پیوسته · : K×X → X اسͺالر

X ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی در محدب متعادل موضعͬ پایه ͷیB فرضکنید .٣.١.١ قضیه

صورت این در مͬ�دهیم. نسبت را µV مینکوفسͺͬ�اش تابعک V ∈ B هر به باشد.



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

.V = {x ∈ X : µV (x) < ۱} ،V ∈ B هر برای (١)

Xاست. روی کننده جدا پیوسته�ی� نرم�های شبه از خانواده ͷی {µV : V ∈ B} (٢)

.(۱ · ۳۶) قضیه�ی [۵] به شود رجوع برهان.

محدب موضعاً فضای ͷی E ͬͺتوپولوژی برداری فضای محدب). موضعاً (فضای ۶.١ تعریف

τ توپولوژی باشد. داشته محدب مجموعه�های از متشͺل موضعͬ پایه�ی ͷی E اگر مͬ�شود نامیده

باشد. محدب موضعاً فضای ͷی (E, τ) اگر مͬ�شود محدبنامیده موضعاً توپولوژی E روی

Xباشد. برداری یͷفضای روی کننده جدا نرم�های شبه از Pیͷخانواده فرضکنید .۴.١.١ قضیه

مجموعه nمثبت صحیح عدد هر به و p ∈ P هر به

V (p, n) = {x : p(x) <
۱

n
}

دهید. نسبت را

ͷی Bصورت این در باشد. V (p, n) مجموعه�های متناهͬ اشتراک�های همه گردایه B کنید فرض

موضعاً فضای ͷی به را X که هست X روی τ توپولوژی ͷی برای محدب متعادل موضعͬ پایه

به�طوری�که مͬ�کند تبدیل محدب

است، پیوسته p ∈ P هر (١)

باشد. کراندار E روی p ∈ P اگرهر فقط و اگر است کراندار E ⊂ X مجموعه ͷی (٢)

.(۱ · ۳۷) قضیه�ی [۵] به شود رجوع برهان.

صورتͬ�که در خوانیم هاسدورف فضای را X ͷتوپولوژی فضای هاسدورف). (فضای ٧.١ تعریف

x۲ و x۱ از به�ترتیب ،U۲ و U۱ مانند همسایͽͬ�هایی ،X از x۲ و x۱ متمایز نقطه�ی دو هر ازای به

باشند. جدا هم از که شوند یافت



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

شرط را زیر شرط Xباشند، فضای بر نرم�ها شبه از ای خانواده {Pα}α∈Λ فرضکنید .٨.١ تعریف

مͬ�گوییم، ∩هاسدورف
α∈Λ

{x ∈ X : Pα(x) = ۰} = {۰}.

صدق هاسدورف شرط در که باشد موجود X برداری فضای روی نرم�ها شبه از خانواده�ای اگر

عکس مͬ�کند. تبدیل هاسدورف محدب موضعاً ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی به را X آن�گاه کند،

ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی روی محدب موضعاً توپولوژی هر یعنͬ است درست نیز مطلب این

است. شده ایجاد مͬ�کند صدق هاسدورف شرط در که نرم�ها شبه از خانواده ͷی توسط هاسدورف

باشد، X دوگان X∗ و باشد ͷتوپولوژی برداری فضای X اگر .(١ ضعیف (توپولوژی ٩.١ تعریف

خانواده�ای مͬ�شود تعریف Pf (x) = |f(x)|به�صورت f ∈ X∗ هر که�برای {Pf}f∈X∗ خانواده�ی

از خانواده این توسط شده ایجاد توپولوژی مͬ�کند. صدق هاسدورف شرط در که است نرم�ها شبه از

مͬ�نامیم. ضعیف توپولوژی را X بر نرم�ها شبه

نگاشت�های تمام که است X روی توپولوژی کوچ�ͷترین ،X روی σ(X,X∗)ضعیف توپولوژی

مͬ�سازد. پیوسته را (Pf )f∈X∗

خانواده�ی Xباشد، ∗Xدوگان و باشد نرم�دار Xفضای اگر .(٢ ضعیف* (توپولوژی ١٠.١ تعریف

است نرم�ها شبه از خانواده�ای مͬ�شود، تعریف Px(f) = |f(x)|به�صورت ∗Xکه روی {Px}x∈X

X∗ بر نرم�ها شبه از خانواده این توسط شده ایجاد توپولوژی مͬ�کند، صدق هاسدورف شرط در که

*مͬ�نامیم. ضعیف توپولوژی را

نگاشت�های تمام ∗Xاستکه توپولوژیروی ضعیف�ترین ،X∗ ,∗σ(Xروی X) توپولوژیضعیف*

مͬ�سازد. پیوسته را (Px)x∈X

١Weak Topology
٢Weak* Topology



۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

ͷی X نقاط از (xn) دنباله�ی گوییم باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .١١.١ تعریف

داشته وجود N(ϵ) مانند صحیحͬ عدد ،ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه است (X, d) در کوشͬ دنباله�ی

که باشد

d(xn, xm) < ϵ آن�گاه n,m > N(ϵ) اگر

باشد. Xهمͽرا در کوشͬ دنباله�ی هر صورتͬ�که در گوییم (تام) کامل را (X, d)ͷمتری فضای

یͷفضای خود، نرم از آمده دست به متر با که است نرم�دار یͷفضای باناخ). (فضای تعریف١٢.١

است. کامل

E∗∗ به E از متعارف تداخل J و باناخ فضای ͷی E فرضکنیم انعکاسͬ). (فضای تعریف١٣.١

یعنͬ باشد؛

J : E → E∗∗

J(x) = x̂

x̂(f) = f(x)

انعکاسͬ E وقتͬ ،J(E) = E∗∗ اگر است انعکاسͬ E مͬ�گوییم .f ∈ E∗ و x ∈ E هر برای

.(J یͺریختͬ ͷکم (با مͬ�گیریم ͬͺی E∗∗ با را E است

شامل E بستارش اگر گوییم چͽال جا هیچ Xرا ͷتوپولوژی فضای در E مجموعه .١۴.١ تعریف

ͷی را چͽال جا هیچ مجموعه�های از شمارش�پذیر اجتماع هر Xنباشد. از ناتهͬ�ای باز زیرمجموعه

مͬ�باشند. دوم رسته از ،X زیرمجموعه�های سایر مͬ�نامند. اول رسته از مجموعه

داشته متناهͬ پایه�ای که Xاست برداری فضای البعد، متناهͬ برداری فضای از منظور تعریف١.١۵.

مͬ�دهیم. نمایش dim(X) با و مͬ�نامیم X بعد را X پایه�ی هر عضوهای تعداد باشد.

BX به�طوری�که باشد نرم�دار برداری فضای ͷی X کنیم فرض .(١ ریس کره (قضیه ۵.١.١ قضیه

است. متناهͬ بعد دارای X صورت این در باشد فشرده (X بسته�ی واحد (گوی

١Riesz Sphere Theorem



٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

.(V I · ۵) قضیه�ی [١٢] به شود رجوع برهان.

J(BX)صورت این در باشد. باناخ فضای ͷیX فرضکنیم .(١ گلدشتاین قضیه ) ۶.١.١ قضیه

است. چͽال σ(X∗∗, X∗) توپولوژی با BX∗∗ در

.(III · ۴) لم [١٢] به شود رجوع برهان.

بر {fn} گوییم باشد. E مجموعه�ی بر مختلط توابع از دنباله�ای {fn} کنیم فرض .١۶.١ تعریف

هرگاه است f مختلط تابع به همͽرا یͺنواخت Eبه�طور

lim
n→∞

sup
x∈E

|fn(x)− f(x)| = ۰,

دیͽر عبارتͬ به

∀ϵ > ۰ ∃N(ϵ) > ۰ ∀x ∈ E (∀n > N(ϵ) ⇒ |fn(x)− f(x)| < ϵ).

مجموع از {sn}دنباله�ی هرگاه گوییم، یͺنواختهمͽرا Eبه�طور بر را
∑∞

n=۱ fn(x)سری هم�چنین

باشد. همͽرا یͺنواخت به�طور E بر مͬ�شود تعریف sn(x) =
∑n

k=۱ fk(x) با که جزئͬ �های

{Mn} و باشد E بر توابع از دنباله�ای {fn} کنید فرض M-وایراشتراس). (آزمون ٧.١.١ قضیه

صورت این در ،|fn(x)| ≤ Mn باشیم داشته x ∈ E هر ازای به که باشد نامنفͬ اعداد از دنباله�ای

است. یͺنواخت Eهمͽرای بر
∑∞

n=۱ fn(x) آن�گاه باشد، همͽرا
∑∞

n=۱ Mn اگر

فضای از پیوسته توابع از دنباله�ای fn : X → Y کنید فرض یͺنواخت). حد (قضیه ٨.١.١ قضیه

پیوسته f گاه آن باشد f به یͺنواخت همͽرای {fn} اگر باشد. Y ͷمتری فضای به X ͷتوپولوژی

است.

.(۶ · ۱۰) قضیه�ی [١٣] به شود رجوع برهان.

١Goldstine’s Theorem



٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

زیر ͷی هرگاه است جداپذیر E ͷمتری فضای ͷی مͬ�گوییم جدایی�پذیر). (فضای ١٧.١ تعریف

باشد. داشته چͽال شمارای مجموعه�ی

مجموعه�ی .(٢ بورباکͬ آلااقلو- (باناخ- ٩.١.١ قضیه

BE∗ = {f ∈ E∗, ∥f∥ ≤ ۱},

است. فشرده σ(E∗, E) ضعیف* توپولوژی با

.(III · ۱۵) قضیه�ی [١٢] به شود رجوع برهان.

برداری دوفضای Y,X اگر مثلا́ است. برداری فضاهای بین نگاشت ͷی یͷعملͽر، تعریف١٨.١.

A : X → عملͽر نیز و است شده ذکر برداری فضاهای بین عملͽر ͷیA : X → Y آن�گاه باشند

Xاست. برداری فضای روی عملͽر ͷیX

ͷی را T : X → Y تابع Kباشند، میدان روی برداری فضای دو Y,X فرضکنید تعریف١٩.١.

باشیم: داشته c ∈ K هر و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه مͬ�گوییم خطͬ تبدیل

T (cx+ y) = cT (x) + T (y).

فضاهای Y Xو اگر مͬ�گوییم. خطͬ عملͽر ͷی را خودش به برداری فضای ͷی از خطͬ تبدیل هر

x ∈ X هر ازای به به�طوری�که باشد Mموجود > ۰ هرگاه خوانیم کراندار را T عملͽر باشند نرم�دار

باشیم: داشته

∥Tx∥ ≤ M∥x∥.

مͬ�دهیم. نشان B(X, Y ) با را Y به X از کراندار خطͬ تبدیلات تمام دسته�ی هم�چنین

٢Banach- Alaoglu- Bourbaki



٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

(به�طور فشرده ،Y نرم�دار فضای ͷی Xبه نرم�دار فضای ͷی از ،T خطͬ عملͽر ͷی تعریف٢٠.١.

Y فشرده) ضعیف (به�طور فشرده مجموعه زیر ͷی T (BX) اگر مͬ�شود نامیده فشرده) ضعیف

دارد. قرار BX ،X بسته واحد گوی جای به جا این در باشد.

.١٠.١.١ گزاره

ضعیف ,B(Xبه�طور Y ) در عملͽر صورتهر این در باشد، انعکاسͬ Y Xیا از ͷی هر اگر (١)

است. فشرده

ATبه�طور صورت این در Aباشد ∈ B(Y, Z) و فشرده ضعیف به�طور T : X → Y اگر (٢)

است. فشرده ضعیف

به�طور TBصورت این در Bباشد ∈ B(Z,X) و ضعیففشرده به�طور T : X → Y اگر (٣)

است. فشرده ضعیف

.(۵ · ۲) گزاره�ی [٢] به شود رجوع برهان.

محدب متعادل مجموعه�ی زیر ͷی W کنید فرض و باشد باناخ فضای ͷی X کنید فرض

دهید: قرار n > ۱ برای باشد. X از کراندار

Un = ۲nW + ۲−nint(BX).

pn که است واضح ،Un ⊇ ۲−nint(BX) چون باشد. Un ͬͺمینکوفس تابعک pn کنید فرض

اگر که کنید توجه مطلب این دیدن برای معادل�اند. ∥ · ∥ و pn حقیقت در است، X روی نرم ͷی

.pn(x) ≤ ۲n∥x∥ نتیجه در ،pn(x) < ۲n بنابراین ۲−nx ∈ Un صورت این در ∥x∥ < ۱

کنید فرض باشد. کراندار باید Un است، Wکراندار چون هم�چنین،

M > sup{∥x∥ : x ∈ Un},



١٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

نرم دو pn و ∥ · ∥ بنابراین ،∥x∥ ≤ Mpn(x) نتیجه در .∥x∥ < M ،pn(x) < ۱ اگر بنابراین

هستند. معادل

بالا در که باشند صورتͬ همان به pn و Un Wو Xفرضکنید باناخ فضای ͷی برای .١١.١.١ لم

به�طوری�که باشد xها ∈ X همه�ی مجموعه�ی R کنید فرض شد. ذکر

∥|x∥| ≡
[ ∞∑

n=۱

pn(x)
۲
] ۱

۲
< ∞.

صورت این در

،W ⊆ {x : ∥|x∥| < ۱} (١)

است، پیوسته A : R → X شمول نگاشت و است باناخ فضای ͷی (R, ∥| · ∥|) (٢)

،(A∗∗)−۱(X) = R و است ͷی به ͷی A∗∗ : R∗∗ → X∗∗ (٣)

باشد. فشرده ضعیف Wبه�طور اگر فقط و اگر است Rانعکاسͬ (۴)

.(۵ · ۳) لم [٢] به شود رجوع برهان.

T گوییم باشد. باناخ فضای دو بین پیوسته عملͽر ͷی T : Z → X کنید فرض .٢١.١ تعریف

وجود Z S−→ Z۱ R−→ X پیوسته�ی عملͽرهای هرگاه مͬ�شود تجزیه Z۱ باناخ فضای ͷی طریق از

مͬ�شوند). نامیده T عامل�های S و R (عملͽرهای کنند صدق T = RS در که باشند داشته

به�طور T صورت این در باشد، T ∈ B(X,Y ) و باناخ فضاهای Y و X اگر .١٢.١.١ قضیه

و A ∈ B(R, Y ) عملͽرهای و R انعکاسͬ فضای ͷی اگر فقط و اگر است فشرده ضعیف

.T = AB به�طوری�که باشند داشته وجود B ∈ B(X,R)

این در باشند داشته را قضیه در شده توصیف شͺل همان B و A که باشد T = AB اگر برهان.

است. فشرده ضعیف به�طور T ،(١٠.١.١) گزاره�ی طبق صورت



١١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

نیز را R هم�چنین .W = T (BX) دهید قرار و باشد فشرده ضعیف به�طور T که کنید فرض حال

R ،(١١.١.١) لم (۴) بند طبق بͽیرید. نظر در شد تعریف (١١.١.١) لم در که صورتͬ همان به

در x ∈ BX اگر که کنید توجه باشد. شمول نگاشت A : R → Y کنید فرض است. انعکاسͬ

.∥x∥ < ۱ وقتͬ ∥|Tx∥| < ۱ ،(١١.١.١) لم (۱) بند طبق .Tx ∈ W صورت این

به�وضوح و است کراندار عملͽر ͷی Bx = Tx توسط شده تعریف B : X → R بنابراین

.AB = T

معادل�اند: زیر احͺام ،T ∈ B(X,Y ) و باشند باناخ فضاهای Y Xو اگر .١٣.١.١ قضیه

است، فشرده ضعیف طور به T (١)

،T ∗∗(X∗∗) ⊆ Y (٢)

است. فشرده ضعیف به�طور T ∗ (٣)

B ∈ B(X,R) و A ∈ B(R, Y ) باشد، انعکاسͬ فضای ͷی R کنیم فرض (۱ ⇒ ۲) برهان.

.R∗∗ = R چون است A∗∗ : R → Y ∗∗ اما .T ∗∗ = A∗∗B∗∗ بنابراین .T = AB به�طوری�که

.ranT ∗∗ ⊆ ranA ⊆ Y بنابراین و T ∗∗ = AB∗∗ پس .A∗∗ = A بنابراین

،T ∗∗ عملͽر ضعیف* پیوستگͬ و (٩.١.١) باناخ-آلااقلو قضیه� طبق T ∗∗(BX∗∗) (۲ ⇒ ۱)

بنابراین است. فشرده σ(Y, Y ∗) ،Y در T ∗∗(BX∗∗) = C ،(۲) طبق و است فشرده σ(Y ∗∗, Y ∗)

باشد. داشته فشرده ضعیف به�طور بستار باید و است T (BX) ⊆ C

Dبه�طوری�که ∈ B(Z,X∗) و C ∈ B(Y ∗, Z) و انعکاسͬ فضای ͷی Z فرضکنید (۳ ⇒ ۱)

.C∗ : Z∗ → Y ∗∗ ∗Dو : X∗∗ → Z∗ ،T ∗∗ = C∗D∗ بنابراین .T ∗ = DC

است. انعکاسͬ R و B : X → R صورت این در ،B = D∗
∣∣X و R = clD∗(X) دهید: قرار

است. A : R → Y ∗∗ بنابراین ،A = C∗
∣∣R کنید فرض

،x ∈ X اگر اما

ABx = C∗D∗x = T ∗∗x = Tx ∈ Y,


