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گفتار پیش
در که هاست مجموعه نظریه هاي شاخه از یکی 1 توصیفی هاي مجموعه نظریه
همچنین و پذیري تعریف نظریه، این مطالعه موارد از یکی آمد. بوجود 20 قرن اوایل
جدایی که توپولوژیک فضاي (یک لهستانی فضاهاي و حقیقی اعداد مجموعه بندي رده
بورل از توان می زمینه این در باشد. می دیگر است.) پذیر متریک کامل بطور و پذیر
علم پدران را آنها جاییکه تا کرد یاد علم این اولیه گذاران پایه عنوان به لبگ و بئر ،
نظریه، این در کاربرد پر هاي مجموعه از یکی دانند. می توصیفی هاي مجموعه نظریه
توابع ها، مجموعه این کمک به توان می که اي گونه به باشند. می بورل هاي مجموعه
خودسانی به توان می طریق همین به و کرد تعریف لهستانی فضاهاي روي بر را بورل

کرد. پیدا دسترسی لهستانی فضاهاي بورل هاي
ارزي هم روابط بحث لهستانی فضاهاي روي بر مطالعه مورد موارد از یکی امروزه
هم رابطه دو F و E اگر که طوري باشد. می هم با روابط این ارتباط همچنین و بورلی
پذیري فروکاست مفهوم توان می آنگاه باشند. Y و X لهستانی فضاهاي روي بر ارزي

کرد. مطرح رابطه دو این بین را پردازیم می آن به (3) فصل در که بورلی
هاي خودسانی از زنجیر یک ساخت چگونگی 4 ویس و 3 حاجیان ، 2 ایگن [] در

که داد خواهیم نشان بحث این گسترش با دهند می نشان را ناایزومورف بورل

هاي خودسانی به بئر فضاي بورل هاي زیرمجموعه از بورل نگاشت یک .1.0 قضیه
بطوریکه دارد وجود ( fA به A از ) کانتور فضاي بورل

A ⊆ B ⇐⇒ fA ⪯ fB

کنیم پیدا دسترسی زیر مهم نتیجه به خواهیم می قضیه این از استفاده با و
1Descriptive set theory
2Eigen
3Hajian
4Weiss
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بورلی پذیر کاست فرو ωω فضاي بورل هاي مجموعه زیر تساوي روي ارزي هم رابطه
است. کانتور فضاي بورل هاي خودسانی بورلی ایزومورف روي ارزي هم رابطه با

هاي مجموعه همچنین و شده آشنا بئر و ،کانتور لهستانی فضاهاي با اول فصل در
مجموعه- تعریف ضمن دوم فصل در دهیم. می قرار بررسی مورد را واکاویک و بورل
همچنین ∑و و ∏ هاي مجموعه مورد در و پرداخته آنها بندي رده به افکنشی هاي
بر ارزي هم روابط مورد در سوم فصل در داد. خواهیم را توضیحاتی بورلی کدهاي

و کرده بیان را مطالبی واکاویک و شمارا بورل ، بورلی جمله از لهستانی فضاهاي روي
قضیه اثبات به چهارم فصل در شویم. می آشنا بورلی پذیري فروکاست مفهوم با
بین ارزي هم روابط هاي پیچیدگی مورد در همچنین و پرداخته نامه پایان اصلی

کرد. خواهیم بیان را مطالبی لهستانی فضاهاي بورل هاي خودسانی
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1 فصل
توصیفی هاي مجموعه نظریه

بیان توصیفی هاي مجموعه نظریه پیدایش از کوتاهی ي تاریخچه ابتدا فصل این در
ادامه در پردازیم. می کانتور و بئر ، لهستانی فضاهاي معرفی به سپس کنیم. می

بررسی را ها مجموعه این مراتب سلسله سپس ، کرده تعریف را بورل هاي مجموعه
می- است برخوردار فراوانی اهمیت از که بئر ویژگی به بعدي قسمت در کنیم. می
مکمل 1و واکاویک هاي مجموعه ، بورل هاي مجموعه از استفاده با سپس . پردازیم

کنیم. می تعریف را واکاویک

مقدمه 1.1
به که است ها مجموعه نظریه هاي شاخه از یکی ، توصیفی هاي مجموعه نظریه

و پذیري مکمل اشتراك، ، اجتماع مانند عملگرهایی با ها مجموعه وابستگی مطالعه
20 قرن اوایل در توصیفی هاي مجموعه نظریه هاي ریشه پردازد. می تصویرپذیري

1Analytic
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توصیفی4 هاي مجموعه نظریه .1 فصل

مجموعه پذیري اندازه روي بر لبگ4 و بئر3 ، بورل2 مانند افرادي که آمد.جایی بوجود
کردند. می تحقیقات ها

کرد. تعریف شد مشهور بورل مجموعه عنوان به بعدها که را هایی مجموعه بورل ابتدا
تعریف به موفق و پرداخت بررسی به ها مجموعه نوع این پذیري اندازه روي بر سپس
یافته شهرت بئر توابع به که کرد مطرح را توابعی بئر شد. بورل اندازه نام به اي اندازه
کند. اثبات را بئر قضیه چون مهمی قضایاي توابع این بندي رده با توانست او است.
نشان کرد تعریف را بورل پذیر اندازه توابع و لبگ هاي مجموعه اینکه ضمن نیز لبگ

ارزند. هم بئر توابع با بورل پذیر اندازه توابع که داد

لهستانی فضاهاي 2.1
فضاهاي شناخت ، توصیفی هاي مجموعه نظریه در قسمتها مهمترین از یکی

بر توصیفی هاي مجموعه نظریه زمینه در علمی کارهاي اکثر بطوریکه است لهستانی
بررسی به مختصر صورت به زیر مقدمه با اینجا در شود می اعمال فضاها این روي

پردازیم. می فضاها این

کامل طور به فضاي یک X گوییم باشد. توپولوژیک فضاي یک (X, τ) کنیم فرض
یک (X, d) بطوریکه باشد داشته وجود X روي dمتر گاه هر است پذیر5 متریک

باشد. d متر از ناشی τ توپولوژي و بوده کامل متریک فضاي

باشد. شمارا چگال مجموعه زیر یک داراي گاه هر است پذیر6 جدایی Xگوییم حال

2E-Borel
3R-Baire
4Lebesgue
5Metrizable
6Separable



توصیفی5 هاي مجموعه نظریه .1 فصل

توپولوژیک فضاي یک X گاه هر است. 7 لهستانی فضاي یک X گوییم .1.1 تعریف
باشد. پذیر متریک کامل طور به پذیر جدایی

از: عبارتند لهستانی فضاي از ساده مثالهاي .2.1 مثال

Rn,Cn, I = [, ],N

لهستانی فضاي ∏Xn آنگاه باشند. لهستانی فضاهاي و... X,X,X اگر .3.1 نکته
است.

مجموعه- زیر X ⊇ X ⊇ X ⊇ باشدو... لهستانی فضاي یک Xکنیم فرض .4.1 لم
بطوریکه: باشند X از اي بسته هاي

limn→∞ diam(Xn) =

باشد. ∩Xn = {x} بطوریکه دارد وجود x ∈ X آنگاه

،

کانتور فضاي بئرو فضاي 3.1
بطوریکه باشند. می کانتور فضاي و بئر فضاي لهستانی، فضاهاي مثالهاي مهمترین از
یکی روي بر کافیست لهستانی فضاهاي در اي قضیه اثبات براي موارد از بسیاري در
به زیر تاکتیکی نکته بوسیله اکنون کنیم. ثابت را قضیه ، الگو عنوان به فضا دو این از

پردازیم. می فضا دو این معرفی

مجموعه Xیک و گسسته، توپولوژي با شمارا مجموعه یک Aکنیم فرض .5.1 نکته
است. لهستانی فضاي یک AXآنگاه شماراباشد.

7polish space



توصیفی6 هاي مجموعه نظریه .1 فصل

است 8 بئر فضاي یک X گوییم باشد لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .6.1 تعریف
کانتور9 فضاي یک X گوییم C = ω صورت به اگر و بوده N = ωω صورت به گاه هر

باشد. می
از پیوسته تصویري لهستانی فضاي هر که است این بئر فضاي هاي ویژگی از یکی

گفت توان می بطوریکه است بئر فضاي
از φ : N −→ X پیوسته پوشاي نگاشت یک آنگاه باشد. لهستانی فضاي یک X اگر
وجود F ⊆ N بسته مجموعه یک همچنین و داریم. لهستانی فضاي به بئر فضاي

است. پیوسته سویی دو نگاشت یک φ : F −→ X نگاشت بطوریکه دارد
است کامل10 P ⊆ X گوییم باشد. لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .7.1 تعریف

ندارد. اي ایزوله نقطه هیچ که باشد بسته مجموعه یک X گاه هر

اگر باشد. بسته مجموعه یک F ⊆ X و لهستانی فضاي یک X کنیم فرض حال
F = P ∪ A آنگاه ، P ∩ A = ∅ و شمارا مجموعه Aیک ، کامل مجموعه Pیک

فضاي زیر یک Y ⊆ X گوییم باشد. لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .8.1 تعریف
باشد. Gδ مجموعه یک Y اگر است لهستانی

بورل هاي مجموعه 4.1
لهستانی فضاهاي ،بویژه پذیر اندازه فضاهاي در کاربرد پر هاي مجموعه از یکی

زمینه در علمی مهم کارهاي از بسیاري که بطوري باشند. می بورل هاي مجموعه
توصیفی هاي مجموعه نظریه مختلف ي ها شاخه و ارزي هم روابط پذیري، اندازه
کارها نیز اکنون هم و گیرند. می کمک ها مجموعه این از ارزي هم روابط بویژه

است. افزایش به رو ها مجموعه این روي بر علمی
8Baire space
9Cantor space
10perfect



توصیفی7 هاي مجموعه نظریه .1 فصل

هاي مجموعه از کلاس11 باشد. توپولوژیک فضاي یک Xکنیم فرض .9.1 تعریف
باشد. می باز هاي مجموعه شامل -جبر σ کوچکترین ، (B(X)) بورل

بورل فضاي یک باشد.) جبرمی - σ ، Ω) (X,Ω) اندازه12 فضاي گوییم .10.1 تعریف
(X,Ω) بطوریکه باشد داشته وجود Y مانند لهستانی فضاي یک اگر است استاندارد

باشد. (Y, (B(X)) با ایزومورف
و ∑α(X) هاي مجموعه باشد. پذیر متریک فضاي یک X کنیم فرض .11.1 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به را ∏α(X)

X باز هاي مجموعه زیر همه :گردایه ∑(X)

X بسته هاي مجموعه زیر همه :گردایه ∏(X)

A ∈
∏

α(X)⇐⇒ X \ A ∈
∑

α(X)

A ∈
∑

α(X)⇐⇒ A =
∪

n∈ω Bn که Bn ∈
∏

β(X) و β < α

هستند. α∏بورل و
∑

α اعضاي که کرد ثابت توان می α < ω روي بر استقرا با بوضوح
ما است بسته هاي مجموعه از شمارا تعدادي اجتماع باز مجموعه هر اینکه به توجه با

داشت: خواهیم
∑
⊆
∑
⊆
∑
, ...

∏
⊆
∏
⊆
∏
, ...

α < β اگر کلی حالت در ∏و
α ⊂

∑
β ،
∏

α ⊂
∏

β ،
∑

α ⊂
∏

β ،
∑

α ⊂
∑

β

اینجا از ∪و
α<ω

∑
α =

∪
α<ω

∏
α

11Class
12Measure space



توصیفی8 هاي مجموعه نظریه .1 فصل

: داریم صورت این در باشد لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .12.1 تعریف

∆α(X) =
∑

α(X) ∩
∏

α(X)

آنگاه: باشد لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .13.1 لم
است. بسته متناهی اشتراك و شمارا اجتماع تحت :∑α(X)

است بسته متناهی اجتماع و شمارا اشتراك تحت :∏α(X)

است. بسته مکمل و متناهی اجتماع و اشتراك تحت :∆α(X)

باشد. می A ∈∏ آنگاه A = {x ∈ N : x is bijection} که کنیم فرض .14.1 مثال
α∑،و مجموعه یک A ⊆ X × Y و لهستانی فضاي دو X،Y کنیم فرض .15.1 نکته

است. ∑α مجموعه یک نیز {x : (x, a) ∈ A} آنگاه باشد. a ∈ Y

باشد. بورل مجموعه یک A ⊆ X و ، τ توپولوژي با لهستانی فضاي یک X کنیم فرض
و است. بسته یا و باز یا τ ∗ در A بطوریکه دارد وجود X روي τ ∗ توپولوژي یک آنگاه

دارند. هم به شبیه بورل هاي مجموعه τ ∗ و τ
رسید. زیر مهم قضایاي استنباط به و کرد استفاده دیدگاه این از توان می حال

Bآنگاه باشد. ناشمارا مجموعه یک B ⊆ X و ، لهستانی فضاي یک Xکنیم فرض
است. کامل مجموعه یک شامل

آنگاه: باشد. بورل مجموعه یک B ⊆ X و ، لهستانی فضاي Xیک کنیم فرض
دارد. وجود f(N ) = B با f : N −→ Xپیوسته نگاشت (1

با g : F −→ X یک به یک و پیوسته نگاشت F ⊆ Nبسته مجموعه براي (2
دارد. وجود g(F ) = B

∑
α(X) هاي مجموعه آنگاه باشد. لهستانی فضاي یک Xکنیم فرض .16.1 نکته

هستند. بسته پیوسته، معکوس تصویر با نگاشت تحت ∆α(X) و ∏α(X)،
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بورل هاي مجموعه پایگان 5.1
پیش اینجا در که سؤالی پردازیم. 13می بورل هاي مجموعه پایگان بررسی به حال
احتیاج α ≤ ω براي بورل هاي مجموعه ساخت هنگام واقعا آیا که است این آید می

؟ داریم ها -مجموعه ∑α به
هستند نقاط از شمارا اجتماع X \Y و Y آنگاه ، Y ⊆ X و شمارا مجموعه یک X اگر
لهستانی فضاي یک X اگر داد خواهیم نشان ما دیگر عبارت به باشد می Y ∈ ∆ پس

آنگاه باشد ناشمارا
α ̸= βبراي ∑α ̸=

∑
β

کنیم: می تعریف ما a ∈ Y و U ⊆ Y ×X اگر
Ua = {b ∈ X : (a, b) ∈ U}

یک U ⊆ Y ×X گوییم باشند. لهستانی فضاي دو X و Y کنیم فرض .17.1 تعریف
باشد U ∈∑α(Y ×X) گاه هر است. جهانی14 -∑α مجموعه

می- A = Ua ، a ∈ A تعدادي براي آنگاه باشد. A ∈∑α(X) اگر بالا تعریف طبق بر
باشد.

همه براي آنگاه باشد. پذیر جدایی متریک فضاي یک X کنیم فرض حال
Vα ⊆ C ×X جهانی -∏α و Uα ⊆ C ×X جهانی -∑α هاي مجموعه ≤ α ≤ ω

دارند. وجود

گوییم ، B ⊆ Y و A ⊆ X با باشند لهستانی فضاي دو X،Y کنیم فرض .18.1 تعریف
وجود f : X −→ Y پیوسته نگاشت یک اگر است B با اي15 پذیري-گوه فروکاست A

x ∈ A⇐⇒ f(x) ∈ B باشیم: داشته ، x ∈ A همه براي بطوریکه باشد داشته
13The borel hierarchy
14Universal
15Wadge- reducible
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A ≤W B نویسیم می باشد B با اي گوه - پذیري فروکاست A اگر
X \ A ≤W X \B آنگاه A ≤W B اگر و

A ≤W {x ∈ N : ∃nx(n) = } آنگاه باشد باز مجموعه یک A ⊆ N اگر .19.1 مثال
باشد. می

است کامل16 - Γ ، A ⊆ X گوییم باشد. ∏α یا Γ =
∑

α کنیم فرض .20.1 تعریف
باشد. B ≤W A آنگاه B ∈ Γ(X) اگر و A ∈ Γ(X) اگر

برقرارند: زیر هاي گزاره .21.1 نکته
Γ̌ ، X \A آنگاه باشد -کامل Γ ، A اگر باشد. Γ̌ = {X \A : A ∈ Γ} کنیم فرض (1

است. کامل -
نیست. A ∈ Γ̌ آنگاه باشد. Γ-کامل ، A ⊆ Xکنیم فرض (2

مجموعه (2 است -کامل ∑ ، {x ∈ N : ∃nx(n) = } مجموعه (1 .22.1 مثال
مجموعه (3 است. -کامل ∏ ، {f ∈ N : f is surjective}

است. ∑-کامل ،{x ∈ N : ∃n ∀m > n x(m) = }

بئر ویژگی 6.1
این بود. بئر17 ویژگی کند ابداع توانست ریاضی آنالیز در بئر که مهمی کارهاي از
چگال هاي مجموعه بررسی به باشد می ها مجموعه پذیري اندازه به شبیه که ویژگی
می- بئر ویژگی داراي بسته بازو هاي مجموعه تمام پردازد. می 18 چگال جا هیچ و
نیست بئر ویژگی داراي که زد مثال را اي مجموعه انتخاب اصل با توان می و باشند.

برد. نام زمینه این در توان می ویتالی مجموعه از که

16Complete
17Baire property
18Nowhere dense set
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باشد. باز مجموعه یک U ⊆ X و لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .23.1 تعریف
خالی غیر باز مجموعه یک اگر است چگال جا هیچ مجموعه یک A ⊆ X گوییم

باشد. A ∩ U = ∅ بطوریکه باشد وجوداشته V ⊆ U

مجموعه Aیک ⊆ Xگوییم باشد. لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .24.1 تعریف
مکمل و باشد. چگال جا هیچ هاي مجموعه از شمارا اجتماع ، X اگر است ناچیز19

باشد می 20 ناچیز غیر مجموعه یک آن

است. چگال جا هیچ مجموعه یک کانتور مجموعه .25.1 مثال
است. بخش این مهم قضایاي از یکی است بئر رسته قضیه به معروف که زیر قضیه

غیر مجموعه یک X آنگاه باشد. لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .26.1 قضیه
باشد. می ناچیز

A∆B اگر تنها و اگر A =∗ Bگوییم باشند. A,B ⊆ X کنیم فرض .27.1 تعریف
باشد. ناچیز مجموعه یک

A∆B = (A \B) ∪ (B \ A)

ویژگی داراي A ⊆ X گوییم باشد. لهستانی فضاي یک X کنیم فرض .28.1 تعریف
Aباشد. =∗ U بطوریکه باشد داشته وجود U ⊆ Xباز مجموعه یک اگر است بئر

هر اینکه به توجه با آنگاه BP = {A ⊆ X : A has the property baire} کنیم فرض
و است. بسته مکمل تحت BP لذا باشد می بئر ویژگی داراي بسته یا باز مجموعه

باشد. می بورل هاي مجموعه شامل σ-جبر یک BP

است. چنین نیز X \ A آنگاه باشد بئر ویژگی داراي A اگر .29.1 لم

19Meager
20NonMeager


