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ণپاسࢂචاری
مͬ�تراش قلمͬ ننویسͬ گر ��� مͬ�خراش ورقͬ منشین غافل

کرد. اعطا من به را مجموعه این گردآوری توفیق که را غیب نگارنده�ی آن سپاس

بخاطر برادرانم از و بی�حدشان حمایت بخاطر بخصوصمادرم و پدر والدینم از سپاسصمیمانه با

شده. سپری لحظات تمام در شان راهنمایی

به را مشاوره� زحمت که فخاری دکتر جناب و بزرگوارم راهنمای استاد ابری دکتر ازآقای تشͺر با

داشتند. عهده

دارم. موفقیت آرزوی برایشان و تشͺر بودند من مشوق مسیر این در که دوستانم همه�ی از آخر در



چͺیده

فضاهایهمگن بر ترایا عمل با لهستانی گروه��های وجود

لهستانی

وسیله�ی: به

کردمحله مصدق نجما

که دارد مͬ بیان خود موارد از بخشͬ در لهستانͬ فضاهای روی لهستانͬ گروههای از عمل�هایی ی درباره افرس قضیه�ی

از الهام با است. G از همرده فضای ͷی X آنگاه کند، عمل ترایا X لهستانͬ فضای روی و باشد لهستانͬ گروه G اگر

که، لهستانͬ گروه ͷی دارد وجود ،X لهستانͬ قوی همͽن موضعا و همͽن فضای هر برای مͬ�دهیم نشان ما موضوع، این

فضای ͷی از مثالͬ مفصل طور به همچنین است. لهستانͬ گروه از همرده Xفضای یعنͬ کند. مͬ عمل آن روی ترایا بطور

نمͬ�کند. عمل ترایا آن روی جدایی�پذیری ͷمتری ͬͺتوپولوژی گروه هیچ و نبوده همرده فضای ͷی که شده ارائه همͽن

ترایا عمل لهستانͬ، فضای همرده، فضای همͽن، فضای کلیدی: کلمات

د
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پیشگفتار

کند. مͬ� یاری آتͬ فصل�های مطالب بیشتر فهم در را ما که است توپولوژی در پایه�ای مفاهیم شامل ͷی فصل

انگیزه�ی لهستانͬ، فضاهای روی لهستانͬ گروههای از یعمل�هایی درباره افرس١ قضیه�ی به بنا دوم، درفصل

ͷتوپولوژی گروه اگر آورد. بوجود را لهستانͬ همͽن فضاهای روی ترایا عمل با لهستانͬ گروههای وجود تحقیق

گروه X همͽن فضای برای است. همͽن فضایی X آنگاه کند، عمل ترایا X ͷتوپولوژی فضای روی G

باشد، فشرده X اگر و مͬ�کند. عمل ترایا بطور آن روی گسسته توپولوژی با آن H(X) همسانریختͬ�های

لهستانͬ گروه G اگر که مͬ�شود موجب افرس قضیه�ی همچنین است. بهتر H(X) روی فشرده-باز توپولوژی

است. لهستانͬ گروه از همرده Xفضای آنگاه کند عمل Xترایا لهستانͬ فضای روی و باشد

ͷمتری گروه هیچ و نیست همرده فضایی حالیͺه در مͬ�دهیم ارائه لهستانͬ همͽن فضای ͷی از مثالͬ

بطوریͺه نیست، فضا دو حاصلضرب صورت به نظرمان مورد فضای نمͬ�کند. عمل ترایا آن روی جدایی�پذیری

ͷمتری سازی فشرده هیچ همچنین و ندارد حاصلضربی ساختار یعنͬ باشد ناهمبند موروثا ودیͽری همبند ͬͺی

ندارد. هم پذیری

فضای هر برای که پردازیم مͬ مهم ی قضیه این اثبات به پذیری لهستانͬ مفهوم معرفͬ با سوم فصل در

بنابراین مͬ�کند. عمل آن روی ترایا بطور که لهستانͬ گروه ͷی دارد وجود لهستانͬ، قوی همͽن موضعا و همͽن

است. لهستانͬ گروه ͷی از همرده فضایی نیز قوی همͽن موضعا و همͽن فضای هر لهستانͬ فضاهای رده�ی در

هستند لهستانͬ�پذیر شرایطͬ تحتچه لهستانͬ گروههای از سره زیرگروههای اینکه بر مبنͬ ͷمحͷی بین این در

١Effros

١



شوند. مͬ بررسͬ

همͽن لهستانͬ فضای از مثالͬ آن مبنای بر هیلبرت، مͺعب ی درباره مقدماتͬ ی ارائه ضمن چهارم فصل در

نشان همچنین نمͬ�کند. عمل ترایا بطور آن روی کرانداری -ℵ٠ ͬͺتوپولوژی گروه هیچ که مͬ�دهیم ارائه همبند

فضای از محدب زیرمجموعه�ی با بنابراین هست آن از σZ-مجموعه ͷی شده، ساخته فضای این متمم مͬ�دهیم

است. همسانریخت ℓ٢ هیلبرت

٢



١ فصل

تعاریفاولیه و مفاهیم

جداسازی اصول ١-١

به باشد داشته وجود U ⊆ X باز مجموعه�ی x١, x٢ ∈ X مجزا نقاط جفت هر برای اگر .١.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده T٠ فضای ،X ͬͺتوپولوژی فضای آنگاه باشد نقطه دو آن از ͬͺی شامل دقیقا که طوری

به باشد داشته وجود U ⊂ X باز مجموعه�ی ،x١, x٢ ∈ X مجزا نقاط جفت هر برای اگر .٢.١.١ تعریف

x١ ̸∈ V و x٢ ∈ V که باشد داشته وجود V ⊂ X باز مجموعه�ی همچنین و x٢ ̸∈ U و x١ ∈ U که طوری

مͬ�شود. نامیده T١ Xفضای آنگاه

است. T٠ فضای ͷی ،T١ فضای هر -

X اگر حقیقت در باشد. بسته {x} مجموعه�ی x ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است T١ فضای X -

توپولوژی O که {x} =
∩
{X \ U : x ̸∈ U ∈ O} داریم x ∈ X هر برای آنگاه باشد T١ فضای

مجموعه�ی ،x ∈ X هر برای اگر دیͽر طرف از است. بسته {x} مجموعه�ی بنابراین است. X از

باز مجموعه�ی x١, x٢ ∈ X متمایز نقاط جفت هر برای زیرا است T١ Xفضای آنگاه باشد بسته {x}

نیست. x٢ شامل و است x١ شامل U \ {x٢}

x١ ∈ U١ که طوری U٢به U١و باز مجموعه�های x١, x٢ ∈ X مجزا نقاط جفت هر برای اگر تعریف٣.١.١.

٣



هاسدورف١ فضای یا T٢ فضای ،X ͷتوپولوژی فضای آنگاه باشد داشته وجود U١ ∩U٢ = ∅ و x٢ ∈ U٢ و

مͬ�شود. نامیده

است. T١ فضای ͷی T٢ فضای هر -

که طوری به F ⊂ X بسته مجموعه�ی هر و x ∈ X هر برای و باشد. T١ فضای X اگر .۴.١.١ تعریف

U١ ∩ U٢ = ∅ و F ⊂ U٢ و x ∈ U١ که طوری به باشند داشته وجود Uو٢ U١ باز مجموعه�های x ̸∈ F

مͬ�شود. نامیده منظم فضای یا T٣ فضای ،X ͷتوپولوژی فضای آنگاه

است. هاسدورف فضای روشنͬ به منظم فضای هر -

هرگاه گویند کامل منظم فضای یا تیخونوف فضای یا T٣ ١
٢
فضای را X ͷتوپولوژی فضای .۵.١.١ تعریف

پیوسته�ی تابع ،x ̸∈ F که طوری به F ⊂ X بسته مجموعه�ی هر و x ∈ X هر برای و باشد T١ فضای X

.y ∈ F هر برای f(y) = ١ و f(x) = ٠ که طوری به باشد داشته وجود f : X → I

F ⊂ U٢ و x ∈ U١ داریم U٢ = f−١٢))١ ,١]) و U١ = f−٠])١, ١٢)) باز مجموعه�های برای چون -

است. منظم فضای ͷی تیخونوف فضای هر ،U١ ∩ U٢ = ∅ و

A,B،مجموعه�های ⊂ X بسته زیرمجموعه�های از جفت هر برای و باشد T١ فضای X اگر .۶.١.١ تعریف

،X ͷتوپولوژی فضای آنگاه U ∩ V = ∅ و B ⊂ V و A ⊂ U که طوری به باشند داشته وجود V و U باز

مͬ�شود. نامیده T۴ فضای یا نرمال فضای

است. هم T٣ ١
٢
فضای همچنین و است T٣ فضای T۴ فضای هر روشنͬ به -

یعنͬ باشد داشته متناهͬ زیرپوشش ͷی آن از باز پوشش هر و باشد هاسدروف فضای X اگر .٧.١.١ تعریف

به باشد داشته وجود {s١, s٢, · · · , sk} ⊂ S متناهͬ مجموعه�ی X از {Us}s∈S باز پوشش هر برای اگر

مͬ�شود. نامیده فشرده Xفضای Xآنگاه = Us١ ∪ US٢ ∪ . . . ∪ Usk که طوری

و F ̸= ∅ اگر دارد متناهͬ اشتراک خاصیت ،X زیرمجموعه�های از F = {Fs}s∈S خانواده�ی

.{s١, s٢, · · · , sk} ⊂ S متناهͬ مجموعه�ی هر برای Fs١ ∩ Fs٢ ∩ · · · ∩ Fsk ̸= ∅

١Hausdorff

۴



مͬ�گویند. σ-فشرده را فشرده مجموعه�های از شمارا اجتماع .٨.١.١ تعریف

در X از بسته زیرمجموعه�های از خانواده هر اگر وتنها اگر است فشرده X هاسدورف فضای .٩.١.١ قضیه

باشد. داشته ناتهͬ اشتراک دارد، متناهͬ اشتراک خاصیت حالیͺه

شود. مراجعه [٣.١.١ قضیه ،١٠] به اثبات.

Uیͷزیرفضای که طوری به باشد داشته وجود xنقطه�ی Uاز ͬͽهمسای x ∈ X هر برای اگر تعریف١٠.١.١.

مͬ�شود. نامیده فشرده موضعا Xفضای آنگاه Xباشد از فشرده

{x} که مͬ�شود موجب این است. بسته U در {x} مجموعه�ی است، T١ فضای ͷی U فشرده فضای چون

داریم. را زیر نتیجه�ی بنابراین است. T١ فضای ͷی فشرده موضعا فضای هر یعنͬ باشد Xبسته در

است. تیخونوف فضای ͷی فشرده موضعا فضای هر .١١.١.١ قضیه

شود. مراجعه [٣.٣.١ قضیه ،١٠] به اثبات.

برای ای پایه X عضوی ͷی زیرمجموعه�های همه�ی مجموعه�ی باشد، مجموعه ͷی X اگر .١٢.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده گسسته توپولوژی که مͬ�کنند Xتعریف روی توپولوژی

رابطه�ی با π١ : X × Y → X مͬ�کنیم فرض

π١(x, y) = x

رابطه�ی با π٢ : X × Y → Y و

π٢(x, y) = y

هستند. مولفه دومین و اول داخل ترتیب Xبه × Y از تصویری π٢ و π١ نگاشت�های شود. تعریف

مجموعه�ی باشد. ͬͺتوپولوژی فضاهای از اندیس�دار خانواده�ی ͷی {Xα}α∈J فرضمͬ�کنیم تعریف١٣.١.١.

باشد.توپولوژی
∏
α∈J

Xα روی توپولوژی ͷی برای پایه ͷی است Xαباز در Uα ،α ∈ J هر برای که
∏
α∈J

Uα

مͬ�شود. نامیده جعبه�ای توپولوژی پایه این بوسیله�ی شده تولید

۵



باشد. مولفه βامین به حاصلضرب فضای از عنصر هر تصویر تابع πβ :
∏
α∈J

Xα → Xβ مͬ�کنیم فرض

πβ((Xα)α∈J) = Xβ;

مͬ�کنیم فرض مͬ�شود. نامیده β اندیس با وابسته تصویری نگاشت ͷی

Sβ = {π−١β (Uβ)| است باز Xβ در Uβ}

نامیده حاصلضربی توپولوژی S پایه�ی زیر بوسیله�ی شده تولید توپولوژی .S =
∪
β∈J

Sβ مͬ�گیریم نظر در و

مͬ�شود.

طوری به Xباشند. از ناتهͬ و باز زیرمجموعه�های V و U اگر باشد. ͷتوپولوژی Xفضای مͬ�کنیم فرض

دارد. جداسازی ͷیX آنگاه V ∪ U = X و V ∩ U = ∅ که

مͬ�شود. نامیده همبند فضای باشد، نداشته جداسازی Xهیچ ͬͺتوپولوژی فضای اگر .١۴.١.١ تعریف

باشد. نداشته نابدیهͬ بسته-باز زیرمجموعه�های اگر تنها و اگر است Xهمبند فضای

فشرده�سازی ١-٢

که طوری به است Y به X از همسانریخت نشاندن ͷی c : X → Y و فشرده فضای Y که (Y, c) جفت

مͬ�شود. Xنامیده فضای از فشرده�سازی ،c(X) = Y

زیر ͷی به f : X →M همسانریختͬ اگر یعنͬ باشد Y فشرده فضای ͷی در نشاندن Xقابل فضای اگر

Mدر از نشاندن i که (f(X), if(X)) جفت روشنͬ به آنگاه باشد داشته وجود Y Mاز = f(X) فضای

فضای ͷی در نشاندن قابل که فضایی هر بنابراین است. X فضای از فشرده�سازی ͷی مͬ�کند مشخص Mرا

دارد. فشرده�سازی ͷی باشد، فشرده

باشد. تیخونوف Xفضای اگر تنها و اگر دارد فشرده�سازی ͷیX ͷتوپولوژی فضای .١.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [٣.۵.١ ی قضیه ،١٠] به اثبات.

مجموعه یعنͬ cX \ c(X) مجموعه�ی Xباشد فضای از فشرده�سازی ͷی cX مͬ�کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده cX فشرده�سازی باقیمانده هستند، متفاوت c(X) از که cX نقاط

۶



آن روی را ترتیب رابطه�ی اکنون دهد. نشان Xرا در فشرده�سازی�ها همه�ی خانواده�ی C(X) مͬ�کنیم فرض

مͬ�کنیم. تعریف

همسانریختͬ ͷی اگر هم�ارزند X فضای ͷی از c١X, c٢X فشرده�سازی دو مͬ�گوییم .٣.٢.١ تعریف

زیر نمودار که طوری به باشد داشته وجود f : c١X → c٢X

X
idX−−−−→ X

c١

y c٢

y
c١X

f−−−−→ c٢X

.f ◦ c١ = c٢ یعنͬ شود. جابه�جا

c٢X ≤ c١X آنگاه f ◦c١ = c٢ که طوری به باشد داشته وجود f : c١X → c٢X پیوسته�ی نگاشت اگر

است. C(X) خانواده�ی روی ترتیب ͷی ≤ که مͬ�دهد نشان زیر قضیه�ی مͬ�شود. برده c٢X به c١X یعنͬ

اگر تنها و اگر هستند هم�ارزند X فضای ͷی از c١X, c٢X فشرده�سازی دو .۴.٢.١ قضیه

.c٢X ≤ c١X و c١X ≤ c٢X

شود. مراجعه [٣.۵.۴ قضیه ،١٠] به اثبات.

است. بالا کران کوچͺترین دارای ≤ رابطه�ی به توجه با ،C٠ ⊂ C(X) ناتهͬ زیرخانواده�ی هر .۵.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [٣.۵.٩ قضیه ،١٠] به اثبات.

دارد. وجود عنصر بزرگترین ،≤ رابطه�ی نظرگرفتن در با C(X) در ،X تیخونوف فضای هر برای .۶.٢.١ نتیجه

فشرده�سازی ،X تیخونوف فضای ͷی از فشرده�سازی�های همه�ی از C(X) خانواده�ی در عنصر بزرگترین

قبلͬ قضیه�ی با ارتباط در مͬ�دهند. نشان βX بوسیله�ی و Xمͬ�گویند از فشرده�سازی ماکسیمال یا استون-چخ

پایین کران بزرگترین دارای C(X) از زیرخانواده� هر ،X ازفضاهای ͷی کدام برای که مͬ�شود مطرح سوالͬ

است؟

باشد، ناتهͬ C′
٠ = {c′X : c′X ≤ cX ∀cX ∈ C٠} خانواده�ی C(X) از C٠ زیرخانواده�ی ͷی برای اگر

وجود C(X) در پایین کران بزرگترین است.بنابراین C٠ از پایین کران بزرگترین آن، بالای کران بزرگترین آنگاه

Xفضای اینکه با است معادل این روشنͬ به باشد. داشته وجود C(X) در عنصر کوچͺترین اگر تنها و اگر دارد

باشد. فشرده موضعا
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این دارد. نقطه�ای تک مانده�ی با wX فشرده�سازی ،X فشرده موضعا نافشرده�ی فضای هر .٧.٢.١ قضیه

مͬ�باشد. ترتیب≥ رابطه�ی گرفتن نظر در با C(X) در عنصر کوچͺترین فشرده�سازی

شود. مراجعه [٣.۵.١١ ی قضیه ،١٠] به اثبات.

فشرده�سازی ،X از الͺساندروف٢ فشرده�سازی ،X فشرده موضعا نافشرده�ی فضای از wX فشرده�سازی

به نقطه ͷی کردن اضافه بوسیله�ی، آن که گفت مͬ�توان مͬ�شود. نامیده مینیمال فشرده�سازی یا تک-نقطه�ای

مͬ�آید. Xبدست فضای

به گسترش قابل Z فشرده فضای به X تیخونوف فضای از f : X → Z پیوسته نگاشت هر .٨.٢.١ قضیه

فضای ͷی به تیخونوف فضای ͷی از پیوسته نگاشت هر اگر بعلاوه است. F : βX → Z پیوسته نگاشت

فشرده�سازی با معادل αX آنگاه باشد ،X از αX فشرده�سازی ͷی روی گسترش قابل پیوسته بطور فشرده

مͬ�باشد. استون-چخ٣

شود. مراجعه [٣.۶.١ قضیه ،١٠] به اثبات.

صفربعدی فضاهای ١-٣

باشند. ͷمتری فضاها کنیم مͬ فرض ادامه در

مجموعه�های از پایه ͷی دارای و ناتهͬ اگر فضایصفربعدیمͬ�گویند، Xرا ͬͺتوپولوژی فضای تعریف١.٣.١.

وجود X در C بسته-باز زیرمجموعه�ی ،x از U ͬͽهمسای هر و x ∈ X نقطه هر برای یعنͬ باشد. بسته-باز

.x ∈ C ⊂ U که طوری به دارد

همچنینحاصلضربفضاهایصفربعدی است. صفربعدی زیرفضاییͷفضایصفربعدی، استکه روشن

است. صفربعدی نیز

نباشد. بازه�ای هیچ شامل اگر تنها و اگر است صفربعدی R Xاز ناتهͬ زیرفضای .٢.٣.١ گزاره

٢Alexandroff

٣Cech-stone
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Xیͷزیرفضای آنگاه Eباشد ناتباهیده بازه ͷی Xشامل اگر باشد. Xصفربعدی ⊆ R فرضمͬ�کنیم اثبات.

نیست. صفربعدی بنابراین و دارد ناتباهیده همبند

R در D = R \X مجموعه��ی آنگاه نباشد. ناتباهیده ی بازه هیچ شامل که X ⊆ R که مͬ�کنیم فرض حال

ی خانواده است. چͽال

{(d١, d٢) ∩X : d١ < dو٢ d١, d٢ ∈ D}

Xصفربعدی نتیجه، در Xاست. از باز بسته- مجموعه�های از Xمتشͺل برای پایه ͷی مͬ�شود دیده آسانͬ به

است.

در X مجزا زیرمجموعه�های از جفت ͷی را B و A باشد، ͬͺتوپولوژی فضای X کنید فرض .٣.٣.١ تعریف

داشته وجود X Wاز و U باز زیرمجموعه�های اگر مͬ�گوییم B و A بین یͷافراز را L ⊂ X مͬ�گیریم. نظر

که طوری به باشند

A ⊂ B, B ⊂W, U ∩W = ∅, X \ L = U ∪W.

Xمͬ�باشد. از بسته زیرفضای ͷی L افراز وضوح به -

X از x, y متمایز نقاط جفت هر برای اگر مͬ�شود نامیده ناهمبند تماما X ͬͺتوپولوژی فضای تعریف٣.١.۴.

مجموعه�ی یعنͬ . y ∈ X \ U و x ∈ U که طوری به باشد داشته وجود U ⊂ X بسته-باز مجموعه�ی ͷی

Xباشد. فضای از متمایز نقطه�ی دو هر بین افراز ͷی تهͬ

برای یعنͬ است نیز T١ فضای ͷی بنابراین است ͷمتریX زیرا است. ناهمبند Xتماما بعدی صفر فضای هر

صفربعدی به بنا .y ̸∈ U و x ∈ U که طوری به U ⊂ X ͬͽهمسای دارد وجود آنگاه x ̸= y و x, y ∈ X هر

.x ∈ C ⊂ U که دارد وجود C بسته-باز ͷی U ⊆ X هر و x ∈ X هر برای ،X بودن

X بسته-باز زیرمجموعه�های از ناتهͬ اشتراک مینیمال X ͬͺتوپولوژی فضای از مولفه شبه .۵.٣.١ تعریف

مجموعه�های اشتراک K اگر است X فضای مولفه شبه ͷی k ⊂ X ناتهͬ مجموعه یعنͬ مͬ�شود تعریف

.K ⊂ U Kآنگاه ∩ U ̸= ∅ Xاگر زیرمجموعه�ی U بسته-باز مجموعه هر برای و باشد بسته-باز
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بطور را آن ،X فضای مولفات شبه هستند. نقطه�ای تک مجموعه�های ناهمبند تماما فضاهای مولفات شبه

مͬ�کنند. افراز بسته

با همبند زیرفضای هیچ شامل X اگر مͬ�شود. نامیده ناهمبند موروثا X ͬͺتوپولوژی فضای .۶.٣.١ تعریف

نباشد. ͷی از بزرگتر کاردینال

برای آنگاه باشد ناهمبند تماما فضای ͷیX اگر حقیقت در است. ناهمبند موروثا ناهمبند، تماما فضای هر

U Mکه \U Mو ∩U مجموعه�های است، x, y متمایز نقطه�ی دو حداقل شامل Mکه ⊂ X زیرفضای هر

زیرمجموعه�ی دو به Mرا فضای y ∈ X \ U و x ∈ U که طوری به است X در بسته-باز زیرمجموعه ͷی

تک مجموعه�های مولفه�هایشان ناهمبند، تماما فضاهای است. Mناهمبند بنابراین مͬ�کنند افراز ناتهͬ مجزا باز

هستند. �نقطه�ای

مͬ�شود. نامیده X مولفه ،X ͬͺتوپولوژی فضای ناتهͬ همبند زیرمجموعه ماکسیمال .٧.٣.١ تعریف

طوری Aبه ⊂ X همبند مجموعه هر برای و باشد همبند S اگر است مولفه ͷی S ⊂ X ناتهͬ مجموعه�ی

مجزا دو دوبه بسته-باز زیرمجموعه�های به را آن ،X ͬͺتوپولوژی فضای مولفات .S = A آنگاه S ⊂ A که

مͬ�کنند. افراز

هستند. منطبق هم بر مولفات شبه و مولفات فشرده فضای هر در .٨.٣.١ لم

نیستند. مولفات از کوچͺتر مولفات شبه X دلخواه ͷتوپولوژی فضای در که مͬ�کنیم ثابت شروع برای اثبات.

طوری به باشد X از مولفه شبه K و S در نقطه ͷی x مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در X در مولفه ͷی را S

مجموعه�های چون مͬ�گیریم. x شامل بسته-باز ͷی را U ⊂ X اکنون .S ⊂ K مͬ�دهیم نشان .x ∈ K که

S ⊂ U که مͬ�شود نتیجه S همبندی از بنابراین S ∩ U ̸= ∅ و هستند مجزا و باز S در S \ U و S ∩ U

مͬ�گیریم. نظر در هستند x شامل Xکه از بسته-باز زیرمجموعه�های همه�ی اشتراک مجموعه�ی Kرا مͬ�باشد.

.S ⊂ K داریم

از افرازی هستند. همبند فشرده، فضای هر در مولفات شبه دهیم نشان است کافͬ اثبات کردن کامل برای

فرض و مͬ�گیریم نظر در را B و A مجزا بسته�ی زیرمجموعه�ی دو به X فشرده فضای از K مولفه�ی شبه ͷی

که طوری به دارند Wوجود و V باز مجموعه�های فشرده فضاهای بودن نرمال به توجه با .A ̸= ∅ مͬ�کنیم.
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خاصیت Xبا بسته-باز زیرمجموعه�های از خانواده�ای U فرضمͬ�کنیم .V ∩W = ∅ Bو ⊂W Aو ⊂ V

زیرمجموعه�های Fاز = {U \ (V ∪W ) : U ∈ U} خانواده�ی و
∩

U ⊂ V ∪W چون باشد.
∩

U = K

تهͬ اشتراک همچنین F از متناهͬ زیرخانواده�ی ͷی مͬ�شود Xنتیجه فشردگͬ از دارد. تهͬ Xاشتراک از بسته

که طوری به دارند وجود U عضو U١, U٢, · · · , UK مجموعه�های از متناهͬ تعدادی یعنͬ دارد.

U = U١ ∩ U٢ ∩ · · · ∩ UK ⊂ V ∪W

چون است. بسته-باز U مجموعه�ی

V ∩ U ⊂ V ∩ U = V ∩ (V ∪W ) ∩ U = V ∩ U

K ⊂ V ∩ U که مͬ�شود ثابت ∅ ̸= A ⊂ V ∩ U رابطه�ی از است. بسته-باز همچنین V ∩ U مجموعه

است. Kهمبند مولفه�ی شبه که مͬ�شود ثابت بنابراین Bو ⊂ K ∩W ⊂ V ∩U ∩W = ∅ همچنین است

ی فشرده و همبند زیرفضای هیچ شامل اگر شود، مͬ نامیده ناپیوسته X ͬͺتوپولوژی فضای .٩.٣.١ تعریف

نباشد. ناتباهیده

معادلند. ناپیوستگͬ و ناهمبندی موروثا ناهمبندی، تماما صفربعدی، فشرده موضعا فضاهای در .١٠.٣.١ قضیه

شود. مراجعه [١.۴.۵ قضیه�ی ،١١] به اثبات.

هیلبرت فضای ۴-١

مͬ�گیریم. نظر در زیر بصورت را Rn روی معمولͬ داخلͬ حاصلضرب

⟨x, y⟩ =
n∑

i=١
xiyi

در را R∞ از زیرمجموعه�ای کنیم. کار نامتناهͬ سری�های با باید دهیم تعمیم R∞ برای را داخلͬ ضرب این اگر

مͬ�گیریم. نظر

ℓ٢ = {x ∈ s :

∞∑
i=١

x٢i <∞}
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است.) تیخونوف حاصلضربی توپولوژی با R∞ برداری فضای s)

مͬ�گیریم نظر در ،x ∈ ℓ٢ هر برای است. R∞ از خطͬ زیرفضای ℓ٢ که مͬ�دهیم نشان ابتدا

که مͬ�دهد نشان Rn روی شوارتز۴ نامساوی آنگاه x, y ∈ ℓ٢ اگر . p(x) =

√
∞∑
i=١

x٢i

که مͬ�شود نتیجه و |
n∑

i=١
xiyi| ≤ p(x).p(y)

|
∞∑
i=١

xiyi| ≤ p(x).p(y) <∞

بنابراین و
∞∑
i=١

(xi + yi)
٢ =

∞∑
i=١

x٢i +

∞∑
i=١

y٢i +

∞∑
i=١

٢xiyi <∞

.x+y ∈ ℓ٢ ,xداریم y ∈ ℓ٢ هر برای که مͬ�گیریم نتیجه هستند. همͽرا نظر مورد نامتناهͬ همه�یسریهای چون

است. R∞ از خطͬ زیرفضای ℓ٢ نتیجه در .tx ∈ ℓ٢ روشنͬ به آنگاه t ∈ R و x ∈ ℓ٢ اگر

با داریم را ⟨., .⟩ : ℓ٢ × ℓ٢ → R خوش�تعریف تابع x, y ∈ ℓ٢ همه�ی برای
∞∑
i=١

xiyi < ∞ چون

تعریف ℓ٢ روی نرم ͷی ∥ x ∥= p(x) نتیجه در است. داخلͬ حاصلضرب حالیͺه در ⟨x, y⟩ =
∞∑
i=١

xiyi

نرم این از حاصل ͷمتری و مͬ�کند

ϱ(x, y) =

√√√√ ∞∑
i=١

(xi − yi)٢

مͬ�شود. گرفته نظر هیلبرتدر فضای عنوان به ،ͷمتری این از حاصل توپولوژی با ℓ٢ است.

C کانتور مجموعه�ی ۵-١

یͷسوم بدست�آمده باز�ه�های از دوباره و مͬ�کنیم حذف را بازه میانͬ یͷسوم یعنͬ (١٣ ,
٢
٣) بازه�ی I = [٠,١] از

٢i از Fi خانواده�ی داریم ساختن این iام مرحله�ی در مͬ�دهیم. ادامه را روش این و مͬ�کنیم حذف را میانیشان

زیرمجموعه ͷیHi مͬ�دهیم. Hiنشان با را Fi اجتماع است. ٣−i کدام هر طول که I از مجزا بسته زیربازه�ی

�مͬ�شود. نامیده C کانتور میانͬ سوم ͷی Hiمجموعه اشتراک مͬ�باشد. فشرده بنابراین و است. I از بسته

صفربعدی کانتور مجموعه ،٢.٣.١ گزاره�ی به بنا همچنین است. فشرده بنابراین و است بسته I در C روشنͬ به

است.

۴Schwartz
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