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೯دایا...

گذشته زیستن براي که لحظه�اي بی�ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مُردنی و نخورم حسرت است،

می�داري. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
امید از می�خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ لذت تنها تو پاي به
هواي که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایی
شگفتی نیروي بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاك

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�هاي و ساده کلمات زیر در که را
امیدي برق آوردن از من، لبان بر لبخندي تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از من، نگاه در
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدي، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاري بی�پاداش،
تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان

کن. روزي بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در

঒ࡣت اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا

৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
آقاي جناب خود، راهنماي اساتید بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
کنم قدردانی و تشکر صمیمانه مسجدجامعی محمد دکتر آقاي و عطائی امین عظیم دکتر

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که
طی در من پشتیبان و تکیه�گاه متمادي سالیان طی در که عزیزم مادر و پدر از همچنین

سپاسگزارم. بی�نهایت بودند، بنده تحصیلی دوره�ي

چیستان
1391 شهریور
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مقدمه
با است. شده حل تقریباً خطی مسائل جواب کردن پیدا مشکل ابررایانه�ها، ظهور از بعد
آسان مسائل نوع این تحلیلی جواب بالاخصیافتن غیرخطی، مسائل حل هنوز این، وجود
است، داشته� چشم�گیري پیشرفت غیر�خطی مسائل تحلیلی حل تکنیک�هاي چند هر نیست.

نماید. جلب را ریاضی�دانان رضایت کامل طور به است نتوانسته هنوز اما
جواب�هاي آوردن بدست براي پرکاربرد روش�هاي جمله از اختلالی تکنیک�هاي
از و جالب بسیار روش�ها، این از آمده بدست نتایج که است غیرخطی مسائل تحلیلی

برخوردارند. ویژه�اي اهمیت
است فصل چهار شامل است، شده تنظیم [3 ،2] مراجع اساس بر که پایان�نامه این
تحلیلی جواب�هاي آوردن بدست جهت هموتوپی اختلال روش�هاي کاربرد به آن در که

می�شود. پرداخته کسري دیفرانسیل معادلات دستگاه و معادلات
بر کوتاه تاریخچه�اي بیان به کسري حسابان بر مقدمه�اي ارائه��ي با اول، فصل در
مورد تابعی فضاهاي معرفی با ادامه در پرداخته�ایم. انتگرال و دیفرانسیل حساب پیدایش
مباحث براي نیاز مورد و اساسی قضایاي و ارائه را کسري مشتقات و انتگرال تعاریف نیاز،
قضایاي بیان و میتاگ-لفلر توابع معرفی با را فصل این نهایت در کرده�ایم. بیان را آتی

رساند. خواهیم پایان به کسري دیفرانسیل معادلات یکتایی و وجود
کرده�ایم. نامگذاري آن کاربردهاي و هموتوپی اختلال روش� عنوان با را دوم فصل

د



ذ مقدمه

مقدمه�اي ارائه�ي با که ترتیب این به کرده�ایم. بیان مجزا بخش پنج در را فصل این مطالب
روش و هموتوپی اختلال روش� اختلال، روش�هاي معرفی به اختلال، روش�هاي بر کوتاه
این معایب و مزایا بیان و روش�ها از یک هر تشریح به شده، اصلاح هموتوپی اختلال
ارائه��ي با را شده بیان روش�هاي تمامی کارایی که است ذکر قابل پرداخته�ایم. روش�ها

داده�ایم. نشان مثال�هایی
بیان و کاپوتو نوع از کسري اولیه�ي مقدار مسائل بر مقدمه�اي ارائه�ي با سوم فصل در
اصلی بیان به شده، ارائه تحلیلی و عددي روش�هاي با ارتباط در کوتاه بسیار تاریخچه�اي
اختلال و هموتوپی اختلال روش�هاي تشریح به مجزا بخش�هایی در سپس پرداخته، مسئله
را فصل این می�پردازیم. کاپوتو کسري اولیه�ي مقدار مسائل روي شده اصلاح هموتوپی

برد. خواهیم پایان به کاربردي مثال�هایی ارائه�ي با نیز
حل جاي به که تفاوت این با می�کنیم. عمل سوم فصل مشابه دقیقاً نیز چهارم فصل در
اولیه مقادیر با دیفرانسیل معادلات دستگاه حل به اولیه مقدار با کسري دیفرانسیل معادلات
دیفرانسیل معادلات با درگیر فیزیکی مسائل اکثر که است ذکر شایان پرداخت. خواهیم

است. کسري دیفرانسیل معادلات دستگاه صورت به کسري،



1 فصل
حساب در مقدماتی مفاهیم و تعاریف

کسري انتگرال و دیفرانسیل
مقدمه 1.1

حساب در مقدماتی بیان و تابعی فضاهاي برخی معرفی مقدماتی، فصل این از هدف
و قضایا به ارجاع امر در تسهیل منظور به واقع در می�باشد. کسري انتگرال و دیفرانسیل
مقدماتی فصل این تا داشت آن بر را ما پایان�نامه، این آتی بخش�هاي در نیاز مورد تعاریف
کاملاً که است شده ارائه صورتی در فقط نتیجه یک اثبات درآوریم. تحریر رشته به را

باشد. ناآشنا

کسري حسابان تاریخچه�ي 2.1
انتگرال و دیفرانسیل حساب از قرن، سه از بیش قدمتی با کهن شاخه�اي کسري محاسبات
و لایب�نیتز2 که زمانی واقع، در می�دانند. هوپیتال1 به منتسب را آن اولیه�ي ایده�ي که است

1L’Höspital
2Leibniz



2 مقدماتی قضایاي و تعاریف .1 فصل

نماد لایب�نیتز و دادند گسترش را انتگرال و دیفرانسیل حساب اصول نیوتن3

dn

dxn
f(x)

روي از سوالی طرح با هوپیتال کرد، بیان f تابع n-ام مرتبه�ي مشتق به اشاره براي را
: نوشت پاسخ در لایب�نیتز شد. جویا n = ١

٢ حالت در را dn

dxn نماد مفهوم کنجکاوي،

داد.» خواهد مفیدي نتایج روز یک که است چیزي از آشکار پارادوکس یک «این

توجه مورد غیرمستقیم، و مستقیم بطور کسري محاسبات موضوع بی�سابقه، بحث این از بعد
لیوویل10 و ریمان9 آبل8، لاکروا7، فوریه6، لاپلاس5، اویلر4، مانند بزرگی ریاضیدانان
در که گردید ارائه ،n ̸∈ N حالت در dn

dxn براي متفاوتی توسیع�هاي مدت، این در و گردید
شدند. واقع بیشتري توجه مورد کاپوتو و ریمان-لیوویل تعاریف آن�ها بین

و مختلف زمینه�هاي در کسري محاسبات کاربردهاي پیدایش اخیر، سال�هاي در
کسري، انتگرالی معادلات و دیفرانسیل معادلات صورت به فیزیکی پدیده�هاي مدل�بندي
کسري محاسبات کاربردهاي با ارتباط در کرد. بدل حقیقت به را لایب�نیتز پیش�بینی
قضایاي و تعاریف به پرداختن از قبل فرمایید. مطالعه را [14 ،22 ،23] منابع می�توانید
فضاهاي معرفی به مختصر و کوتاه بخشی قالب در کسري، انتگرال�هاي و مشتقات به مربوط

می�پردازیم. آنها نیاز مورد مقدماتی قضایاي و تابعی
3Newton
4Euler
5Laplace
6Fourier
7Lacroix
8Abel
9Riemann
10Liouville



3 تابعی فضاي�هاي برخی معرفی .3.1

تابعی فضاي�هاي برخی معرفی 3.1
کرده، معرفی را آتی بخش�هاي در نیاز مورد تابعی مهم فضاهاي برخی بخش این در

می�کنیم. بیان را فضاها این مابین ارتباط و خواص
می�شود. گرفته نظر در R در ناتهی و باز مجموعه�اي Ω بخش این در نمادگذاري:

C(Ω) با را پیوسته�اند Ω روي که حقیقی مقادیر با توابع مجموعه�ي فضاي .1.3.1 تعریف
همین به نیستند. کراندار لزوماً C(Ω) توابع پس است، باز Ω اینکه از می�دهیم. نشان

کرد: تعریف را زیر فضاهاي می�توان ترتیب

Cm(Ω) = {f ∈ C(Ω), f (i) ∈ C(Ω), i ≤ m},

Cm(Ω) = {f ∈ C(Ω), f (i) ∈ C(Ω), i ≤ m},

C∞(Ω) =
∞∩

m=٠

Cm(Ω) = {f ∈ C(Ω), f ∈ Cm(Ω), ∀m ∈ Z+},

هرگاه گوییم، Cµ کلاس از را f : (٠,∞) → R تابع .µ ∈ R کنیم فرض .2.3.1 تعریف
.f١(t) ∈ C[٠,∞) آن در که ،f(t) = tpf١(t) که باشد موجود چنان p > µ حقیقی عدد

می�کنیم تعریف ،n ∈ N هر ازاي به ترتیب، همین به

Cn
µ := {f : (٠,∞) → R : f (n)(t) ∈ Cµ}.

داریم ،n ∈ N هر ازاي به می�کنیم مشاهده

Cn
ν ⊂ Cn

µ , µ < ν.

هرگاه است، Oa(t
ϵ) کلاس از f تابع گوییم .3.3.1 تعریف

f(t) = O(tϵ), t → a, (1.1)



4 مقدماتی قضایاي و تعاریف .1 فصل

،t ∈ (a− δ, a+ δ) ازاي به که باشد موجود Mاي > ٠ و δ > ٠ عبارتی به

|f(t)| ≤ M |tϵ|.

هرگاه است، a ∈ R نقطه�ي همسایگی در ریمان کلاس از تابعی f گوییم .4.3.1 تعریف
در ریمان کلاس به متعلق توابع گردایه .f ∈ Oa(t

ϵ) که باشد موجود ϵاي، > −١

داد. خواهیم نشان Ra نماد با را a ∈ R نقطه�ي همسایگی

.Cµ ⊂ R٠ ،µ ≥ −١ هر ازاي به وضوح به .5.3.1 تذکر

بتا و اویلر گاماي توابع 4.1
انتگرال و دیفرانسیل حساب در مهمی نقش که بتا و گاما توابع معرفی به بخش این در

می�پردازیم. می�کنند، ایفا کسري

تابع ،α > ٠ هر ازاي به .1.4.1 تعریف

Γ(α) :=

∫ ∞

٠
tα−١e−t dt,

می�نامیم. اویلر گاماي تابع را

تابع ،α, β ∈ R+ هر ازاي به .2.4.1 تعریف

B(α, β) :=

∫ ١

٠
tα−١)١ − t)β−١ dt,

می�نامیم. بتا تابع را

داد نشان می�توان جزء به جزء انتگرال�گیري از استفاده با و آسانی به .3.4.1 تذکر
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،α > ٠ هر ازاي به •
Γ(α + ١) = αΓ(α),

،n ∈ N هر ازاي به نتیجه در و

Γ(n+ ١) = n!

می�دهد. نشان را فاکتوریل و اویلر گاماي تابع مابین ارتباط که

،α, β ∈ R+ هر ازاي به •∫ ١

٠
tα−١)١ − t)β−١ dt =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
,

نتیجه در ∫و x

y

(t− y)α−١(x− t)β−١ dt = (x− y)α+β−١Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
.

می�دهد. نشان را بتا و گاما توابع تنگاتنگ ارتباط واقع در که

کسري انتگرال 5.1
را f(t) تابع n-ام مرتبه�ي از مکرر انتگرال می�دانیم کشی، به منسوب مشهور فرمول طبق

صورت به می�توان

Jnf(t) =

∫ t

٠

∫ τn−١

٠
· · ·
∫ τ١

٠
f(τ) dτ dτ١ · · · dτn−١

=
١

(n− ١)!

∫ t

٠
(t− τ)n−١f(τ) dτ, t > ٠, n ∈ N, (2.1)

استفاده گاما تابع از حقیقی اعداد به طبیعی اعداد از فاکتوریل تعمیم در آنچه مشابه نوشت.
حقیقی، مقادیر اندیس به طبیعی اعداد اندیس از انتگرال توسیع طبیعی�ترین شاید کردیم،

باشد. زیر صورت به می�تواند
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Jα عملگر باشد. α ≥ ٠ و دلخواه تابعی f : (٠,∞) → R کنید فرض .1.5.1 تعریف
صورت به شده تعریف

Jαf(t) :=
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− τ)α−١f(τ) dτ, (α > ٠), (3.1)

J٠f(t) = f(t), (4.1)

می�نامیم. α مرتبه از f تابع ریمان-لیوویل کسري انتگرال وجود، صورت در را

کلاس از تابعی f که است این ،(3.1) انتگرال همگرایی براي لازم یکشرط .2.5.1 تذکر
توابع ،α > ٠ مرتبه�ي کسري انتگرال ،5.3.1 تذکر به توجه با نتیجه در و باشد R٠ ریمان

دارد. وجود C−١ کلاس از

متعلق Jαf آنگاه .α > ٠ و Cµ کلاس از تابعی f : (٠,∞) → R کنید فرض .3.5.1 لم
است. Cµ+α کلاس به

که است موجود ϵاي > ٠ ،Cµ کلاس تعریف به توجه با و فرض بنابه برهان.

f(t) = tµ+ϵf١(t), f١ ∈ C[٠,∞),

داریم تعریف بنابه طرفی از

Jαf(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− τ)α−١f(τ) dτ (5.1)

=
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− τ)α−١τµ+ϵf١(τ) dτ, (6.1)
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با و (t − τ)α−١τµ+ϵ انتگرال�پذیري و [٠, t] بازه روي f١(τ) پیوستگی به توجه با حال
داریم ،5.3.1 تذکر به توجه با و انتگرال�ها براي میانگین مقدار قضیه�ي از بهره�گیري

Jαf(t) =
١

Γ(α)
f١(ζ)

∫ t

٠
(t− τ)α−١ τµ+ϵdτ (7.1)

= Cf١(ζ)t
α+µ+ϵ, (8.1)

[٠, t] بازه�ي روي f١ پیوسته تابع میانگین مقدار ζ ∈ [٠, t] و C = Γ(µ+ϵ+١)
Γ(µ+ϵ+α+١) آن در که

است.

اشتیلیس ریمان انتگرال صورت به را (3.1) انتگرال اگر .4.5.1 تذکر

Jαf(t) :=
١

Γ(α + ١)

∫ t

٠
f(τ) dg(τ), (α > ٠), (9.1)

که بنویسیم

g(τ) = −(t− τ)α, (10.1)

[٠, t] روي پیوسته تابعی f اگر آنگاه است، [٠, t] بازه�ي روي صعودي (پیوسته) تابعی
موجود چنان xاي ∈ [٠, t] که می�دهد نتیجه انتگرال�ها براي میانگین مقدار قضیه�ي باشد،

که ∫است t

٠
f(τ) dg(τ) = f(x) tα,

نتیجه در و

lim
t→٠

Jαf(t) = ٠. (11.1)
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انتگرال تعریف بنابر بگیرید. نظر در را R+ روي γ > −١ که f(t) = tγ تابع .5.5.1 مثال
داریم ،3.4.1 تذکر از بهره�گیري با و کسري

Jαf(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− τ)α−١ τ γdτ

=
Γ(γ + ١)

Γ(γ + ١ + α)
tγ+α.

بنابراین

Jαtγ =
Γ(γ + ١)

Γ(γ + ١ + α)
tγ+α α > ٠, γ > −١, t > ٠. (12.1)

f(t) = C ثابت تابع α-ام مرتبه�ي از کسري انتگرال آنگاه باشد، γ = ٠ اگر ویژه به
است چنین

JαC =
C

Γ(α + ١)
tα, α > ٠. (13.1)

(11.1) رابطه�ي آنگاه نباشد، پیوسته اما باشد، C−١ کلاس از تابعی f اگر .6.5.1 تذکر
که می�کنیم مشاهده ،5.5.1 مثال به توجه با واقع در نیست. برقرار لزوماً

lim
t→٠

Jαtγ =


٠, α+ γ > ٠,

Γ(γ + ١), α + γ = ٠,

∞, α+ γ < ٠.

α+γ < ١ و α > ٠ که حالتی در ،5.5.1 مثال از دوباره بهره�گیري با و ترتیب همین به
f پیوستگی انتگرال، و دیفرانسیل حساب اساسی قضیه�ي برخلاف می�گیریم نتیجه باشد،

نماید. تضمین t = ٠ در را Jαf(t) مشتق�پذیري نمی�تواند [٠, t] روي
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آنگاه باشد. α, β > ٠ و f ∈ C−١ کنید فرض .7.5.1 قضیه

Jα[Jβf(t)] = J (α+β)f(t) = Jβ[Jαf(t)]. (14.1)

داریم تعریف به توجه با برهان.

Jα[Jβf(t)] =
١

Γ(α)Γ(β)

∫ t

٠
(t− ζ)α−١

(∫ ζ

٠
(ζ − τ)β−١ f(τ) dτ

)
dζ.(15.1)

حال است. موجود (15.1) انتگرال که می�کنیم مشاهده 2.5.1 تذکر و 3.5.1 لم به توجه با
داریم انتگرال�گیري، ترتیب تعویض با و فوبینی قضیه�ي از استفاده با

Jα[Jβf(t)] =
١

Γ(α)Γ(β)

∫ t

٠

∫ t

τ

(t− ζ)α−١(ζ − τ)β−١ f(τ) dζdτ

=
١

Γ(α)Γ(β)

∫ t

٠
f(τ)

∫ t

τ

(t− ζ)α−١(ζ − τ)β−١ dζ︸ ︷︷ ︸
K(t,τ)

dτ.

داریم 3.4.1 تذکر از استفاده با حال

K(t, τ) = (t− τ)α+β−١Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
,

نتیجه در و

Jα[Jβf(t)] =
١

Γ(α + β)

∫ t

٠
(t− τ)α+β−١ f(τ) dτ

= J (α+β)f(t).

می�کند. ثابت را حکم این و


