
چൊیده
و پخش فرآیند در قاب�ها این هستند. قاب نظریه�ی از نوظهور مفهوم ͷی تنگ مخلوط قاب�های

دارد. وجود کمͬ اطلاعات قاب�ها این وجود مورد در حال این با دارند. زیادی کاربردهای مخابرات

فضای آن در که خاصͬ حالت در را قاب�هایی چنین وجود مسأله�ی کامل، طور به پایان�نامه این در

معنا بدین مͬ�کنیم. حل را است برابر هم با مخلوط قاب زیرفضاهای بعد و است متناهͬ بعد با اصلͬ

و دارند وجود مساوی رتبه�ی با متعامد تصویر ماتریس�های از مجموعه ͷی آن تحت که شرایطͬ که

منظور این برای مشخصمͬ�کنیم. دقیق طور به را است ماتریسهمانͬ از عددی مضربی آن�ها مجموع

یͺه تنگ قاب�های از خاصͬ موارد عنوان به مͬ�توانند تنگ مخلوط قاب�های چͽونه مͬ�دهیم نشان ابتدا

مخلوط قاب�های ساختن برای را اساسͬ روش چند ایده این از استفاده با سپس شوند. گرفته نظر در

ساختن برای جدید اساسͬ روش ͷی پنجم فصل در مͬ�کنیم. معرفͬ موجود نمونه�های از جدید تنگ

ساختن برای سپس است. تتریس معروف بازی به شبیه روش این مͬ�کنیم. معرفͬ یͺه تنگ قاب�های

شده ترکیب مدولاسیون براساس جدید روش ͷی با طیفͬ تتریس ساختار این تنگ، مخلوط قاب�های

مͬ�دهد. ما به را شده مدوله مخلوط قاب�های و

وجود آزمون عنوان تحت است، تکرار با همراه عملیات ͷی واقع در که ساده الͽوریتم ͷی پایان در

را مساوی رتبه�ی با تنگ مخلوط قاب�های وجود کامل طور به که مͬ�دهیم ارائه تنگ مخلوط قاب

جدید، روش ͷی پایه�ی بر و ساختاری کاملا́ ما روش�های که است ذکر شایان مͬ�سازد. مشخص

هستند. یͺه تنگ قاب�های ساختن برای مقدماتͬ و انعطاف�پذیر

تتریس. ترکیب، عملͽر آنالیز، عملͽر قاب، عملͽر تنگ، مخلوط، قاب�های قاب، کلیدی: واژه�های
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ଓقدग़
مͬ�گرفت. انجام فوریه وسیله�یسری�های به پیام�هایمخابراتͬ تجزیه میلادی ١٩۴۶ از قبل سال�های در

ارسال سری این ضرایب و مͬ�شد تبدیل یͷسری به فوریه سری وسیله�ی به ابتدا پیام که صورت این به

اطلاعات پیام تبدیلات این طͬ در مͬ�شد. برگردانده پیام به مجدداً سری مقصد محل در مͬ�گردید،

در مͬ�آمد، پیش ارسال این در اختلالͬ اگر همچنین و مͬ�ماند مخفͬ پیام انتهای و ابتدا به مربوطه

منحصر را محدودیت این دلیل نبود. شدن رفع قابل نقص�ها این فوریه سری�های از پیام برگرداندن

شیوه�ای گابور میلادی ١٩۴۶ سال در بالاخره کردند. بیان فوریه روش به تجزیه در ضرایب فردی به

در شده بیان محدودیت�های و مشͺلات که داد ارائه مقدماتͬ سیͽنال�های به سیͽنال�ها تجزیه برای

١٩٧١ سال در نوبل جایزه�ی دریافت به موفق گابور موفقیت این خاطر (به گردید رفع قبل شیوه�ی

به ͷغیرهارمونی فوریه سری�های نظریه�ی در که زمانͬ میلادی ١٩۵٠ سال در یعنͬ بعد سال ۵ شد).

شیفر، و دافین نبود. شدن حل قابل مسائل اطلاعاتگذشته وسیله�ی به و کردند برخورد مشͺل مسائل

انگیزه و ایده این با شد. حل راه این با مسائل همͽان، انتظار علͬ�رغم و برده کار به را گابور روش

عنوان با هیلبرت، فضای بر انتزاعͬ مجرد صورت به بود کرده طرح گابور که آن�چه شیفر و دافین

ویژگͬ این با بود متعامد پایه�ی از وسیع�تر دنباله�هایی به رسیدن تلاش این نتیجه�ی کردند. بیان قاب

براساس تجزیه برخلاف حالت این در البته بود. تجزیه قابل دنباله این برحسب هیلبرت فضای هر که

شد. متعامد پایه بر قاب ترجیح باعث ویژگͬ همین و نیست فرد به منحصر ضرایب متعامد، پایه�ی

قاب بحث البته گردید. تعریف نیز باناخ فضاهای برای قاب�ها تحقیقات ادامه�ی در بعد سال�های در

هیلبرت فضای در قاب تعریف چون است. هیلبرت فضای در قاب با متفاوت کمͬ باناخ فضای در

نام با اغلب که گابور قاب�های ندارد. ضرب باناخ فضای آن�که حال است. فضا این ضرب پایه�ی بر

مͬ�آید. حساب به نیز طیفͬ آنالیز آغاز برای زمینه�ای مͬ�شوند شناخته نیز ویل-هایزنبرگ قاب�های

عنوان به مͬ�شود. استفاده است مرتبط سیͽنال�ها تجزیه به که قسمتͬ هر در قاب نوع این از اکنون

مورد این در نیز زیادی مقالات و... ساز جدا بانک�های تصویر، پردازش ،ͷاپتی مخابرات، در مثال

است. شده نوشته

معرفͬ [10] کوتینیوک و کاسازا توسط یافت نام تغییر مخلوط قاب به بعدها که زیرفضاها قاب�های

مͬ�توانند برداری قاب�های راستͬ به هستند. H هیلبرت فضای در برداری قاب�های تعمیم که شدند

مخلوط قاب�های نظریه�ی اخیر سال�های طول در شوند. تلقͬ بعدی» ͷی مخلوط «قاب�های عنوان به



پ

مثال طور به است. آمده بدست مخلوط قاب�های از فراوانͬ کاربردهای است. داشته سریعͬ رشد

دارند نیاز پخش فرآیند به که کاربردهایی ویژه به و... کد نظریه�ی عصب، مبحث سنسور، شبͺه�های

دهند. شرح را مخلوط قاب�های استفاده موارد مͬ�توانند خوبی به

متناهͬ بعد با اصلͬ فضای که حالتخاصͬ تنگدر مخلوط قاب�های روشساختن با پایان�نامه این در

مقاله�ی عنوان به اول مقاله�ی از آن در که مͬ�شویم آشنا مͬ�باشند مساوی بعد دارای آن زیرفضاهای و

است. شده استفاده فرعͬ مقاله�های عنوان به سوم و دوم مقاله�های از و اصلͬ

P.G. Casazza, M. Fickus, D. Mixon, Y. Wang and Z. Zhou, Constructing tight

fusion frames, Appl. Comput. Harmon. Anal. 30, 2011, 175-187.

G. Zimmermann, Normalized tight frame in finite dimensions, Recent Progress

in Multivariate Approximation (K. Jetter, W. Haubmann and M. Reimer, eds.),

Birkhauser, 2001, 249-252.

P.G. Casazza, M. Fickus, D. Mixon, J. Peterson and I. Smalyanau, Every Hilbert
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رده عملͽرها، تعامد، هیلبرت، فضای به مربوط قضایای و نمادها تعاریف، طرح به اول فصل در

قضایای پرداخته�ایم. مͬ�کند برآورده را ما نیاز بعد فصول در که هیلبرت-اشمیت عملͽرهای و اثر

مͬ�آوریم. اثبات بدون را فصل این به مربوط

عملͽر سپس و قاب قضایای خواص، تعاریف، ابتدا است شده تنظیم بخش دو در که دوم فصل در

کرده�ایم. مطرح را قاب

عملͽر مخلوط، قاب قضایای و خواص و تعاریف است شده تشͺیل بخش سه از که سوم فصل در

کرده�ایم. بیان را مخلوط قاب کران�های مخلوط، قاب

مͬ�دهیم، تنگارائه قاب�هایمخلوط به راجع مقدماتͬ ابتدا بخشاست ٣ از متشͺل که چهارم فصل در

مͬ�کنیم. مشخص را متناهͬ بعد با فضای ͷی در تنگ مخلوط قاب�های وجود دوم بخش در سپس

تنگ مخلوط قاب�های ساختن برای روش چند است شده تشͺیل زیربخش دو از که نیز سوم بخش در

مͬ�کنیم. استفاده متعامد مͺمل�های و تانسوری ضرب�های از ساختارها این برای مͬ�کنیم. ارائه را

قاب�های ساخت برای جدید اساسͬ روش ͷی معرفͬ به ابتدا است، بخش ٣ شامل که پنجم فصل در

با یͷطیفمسطح است، تتریس معروف بازی روش به شبیه روشکه این مͬ�پردازیم. واحد نرم تنگ



ت

روش ͷی با طیفͬ تتریس ساختار این دوم بخش در سپس مͬ�سازد، ثابت مساحت دارای بلوک�هایی

وجود که است شده مدوله مخلوط قاب�های آن نتیجه�ی که مͬ�شود ترکیب مدولاسیون براساس جدید

ͷی با را نتایجمان پایانͬ بخش در است. ما اصلͬ قضایای از ͬͺی آخر قسمت اثبات کلید آن�ها

ͷی دقیق�تر بیان به کنیم. ثابت را اصلͬ�مان قضیه�ی دومین تا مͬ�کنیم ترکیب جدید تحلیل�های سری

قابمخلوط وجود آزمون که مͬ�دهیم ارائه است تکرار با همراه یͷعملیات واقع در که ساده الͽوریتم

به را مساوی رتبه�ی با تنگ مخلوط قاب�های وجود عدم یا وجود الͽوریتم این مͬ�شود. نامیده تنگ

مͬ�کند. مشخص کامل طور
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١ فصل

مقدمات و نمادها

نماییم. بیان را بعد فصول در نیاز مورد قضایای و تعاریف نمادها، کرده�ایم سعͬ فصل این در

هیلبرت فضای ١.١

f محمل باشد، X روی مختلط مقادیر با تابعͬ f و ͷتوپولوژی فضای ͷی X اگر .١.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به مͬ�شود داده نشان supp(f) نماد با که

suppf := {x ∈ X : f(x) ̸= ٠}.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم نمایش ⌊x⌋ با که را xکف تابع .٢.١.١ تعریف

floor(x) = ⌊x⌋,

معادل طور به یا نیست. بزرگتر x از که صحیحͬ عدد بزرگترین

⌊x⌋ = max{m ∈ Z : m ≤ x}.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم نمایش ⌈x⌉ با که را xسقف تابع همچنین

ceiling(x) = ⌈x⌉,

١



٢ مقدمات و نمادها .١ فصل

معادل طور به یا نیست کوچͺتر x از که صحیحͬ عدد کوچͺترین

⌈x⌉ = min{n ∈ Z : n ≥ x}.

∥.∥ : X −→ F باشد.تابع F = (RیاC) میدان روی برداری Xیͷفضای فرضکنید تعریف٣.١.١.

مͬ�نامیم: X روی نرم نیم ͷی کند صدق زیر شرایط در α ∈ F اسͺالر هر و x, y ∈ X هر برای که را

.∥αx∥ = |α|∥x∥ .١

. مثلثͬ نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .٢

.٢ بنابر همچنین و ∥٠∥ = ∥٠x∥ = |٠|∥x∥ = ٠ آن�گاه α = ٠ اگر .١ بنابر باشیم داشته توجه

٠ = ∥٠∥ = ∥x+ (−x)∥ ≤ ∥x∥+ ∥ − x∥ = ٢∥x∥.

که باشد خاصیت این دارای ∥.∥ نرم نیم اگر . ∥x∥ ≥ ٠ داریم: x ∈ X هر برای که مͬ�دهد نتیجه این

نامند. نرم�دار فضای نیز را (X, ∥.∥) زوج همچنین نامند. نرم ͷی را آن x = ٠ کند ایجاب ∥x∥ = ٠

فضای ͷی هرگاه نامند F میدان روی باناخ فضای ͷی را (X, ∥.∥) نرمدار فضای .۴.١.١ تعریف

با باشد. همͽرا ∥.∥ به نسبت x مانند X از عضوی به {xn}∞n=١ کوشͬ دنباله هر یعنͬ باشد. کامل

.n −→ ∞ وقتͬ ∥xn − x∥ −→ ٠ که مفهوم این

a مانند مثبتͬ اعداد اگر گوییم معادل X نرم�دار فضای روی را ∥.∥٢ و ∥.∥١ نرم�های .۵.١.١ تعریف

باشیم: داشته x ∈ X هر ازای به که طوری به باشد موجود b و

a∥x∥٢ ≤ ∥x∥١ ≤ b∥x∥٢.

معادلند. متناهͬ�البعد برداری فضای روی دلخواه نرم دو هر [1, p 177] .۶.١.١ قضیه

تابعͬ X روی داخلͬ ضرب ͷی باشد. F روی برداری فضای ͷی X کنید فرض .٧.١.١ تعریف

زیر شرایط در α, β ∈ F هر و x, y, z ∈ X هر ازای به به�طوری�که است ⟨., .⟩ : X ×X −→ F مانند

کند: صدق



٣ مقدمات و نمادها .١ فصل

.⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ .١

⟨x, x⟩ ≥ ٠ .٢

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٣

.x = ٠ مͬ�کند ایجاب ⟨x, x⟩ = ٠ تساوی .۴

نامند. داخلͬ ضرب یͷفضای را (X, ⟨., .⟩) زوج

هر برای داخلͬ ضرب براساس زیر تابع (X, ⟨., مفروض(⟨. داخلͬ ضرب فضای در .٨.١.١ تعریف

صورت این در است. X روی نرم ͷی ∥.∥ بوضوح ∥x∥٢ = ⟨x, x⟩ است: تعریف قابل x ∈ X

دهد باناخ فضای ͷی تشͺیل فوق نرم با X صورتیͺه در پیش-هیلبرتگوییم. را (X, ⟨., .⟩) فضای

مͬ�نامیم. هیلبرت فضای ͷی را آن

است. هیلبرت فضای ͷی Cn زیر داخلͬ ضرب با .٩.١.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف w = (w١, w٢, . . . , wn) و z = (z١, z٢, . . . , zn) هر ازای به

⟨z, w⟩ =
n∑

i=١
ziw̄i

در باناخ قضایای تمام و مͬ�دهد تشͺیل را باناخ فضاهای از خاصͬ رده هیلبرت فضای تبصره:

هندسه به شبیه جهات بسیاری از هیلبرت فضاهای هندسه است. برقرار نیز هیلبرت فضاهای مورد

است. باناخ فضاهای نظریه از دسترس�تر در بسیار و اقلیدسͬ

مͬ�دهیم. نشان H با را هیلبرت فضای پایان�نامه این سراسر در

داریم صورت این در باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷیH فرضکنیم [25, 12.2,12.3] .١٠.١.١ قضیه

.⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ ،α ∈ F هر و y ∈ H هر ازای به .١

.⟨٠, y⟩ = ٠ ،y ∈ H هر برای .٢

.⟨z, x+ y⟩ = ⟨z, x⟩+ ⟨z, y⟩ ،x, y, z ∈ H هر ازای به .٣



۴ مقدمات و نمادها .١ فصل

داریم و است H بر کران�دار خطͬ تابعکͬ fy : x −→ ⟨x, y⟩ نگاشت ،y ∈ H هر برای .۴

.∥fy∥ = ∥y∥

به صورت این در باشد، داخلͬ ضرب فضای ͷی X کنیم فرض [25, 12.2,12.3] .١١.١.١ قضیه

داریم Xاز x, y هر ازای

کوشͬ-شوارتز) (نامساوی |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ .١

متوازی�الاضلاع) (قانون ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢) .٢

مثلثͬ) (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .٣

هستند Xپیوسته نرم�دار داخلͬ فضایضرب روی ضربداخلͬ و نرم توابع [26, 4.6] .١٢.١.١ قضیه

است. پیوسته مؤلفه دو هر به نسبت داخلͬ ضرب همچنین و

تعامد ٢.١

آنگاه Hباشند، از اعضایی نیز y و x Hو از زیرمجموعه�هایی {uα}α∈I و B و A اگر تعریف١.٢.١.

. x ⊥ y مͬ�نویسیم و ⟨x, y⟩ = ٠ هرگاه گوییم هم بر عمود یا متعامد را y و x .١

.x ⊥ A مͬ�نویسیم و ⟨x, y⟩ = ٠ باشیم داشته y ∈ A هر برای اگر است عمود A بر x .٢

و ⟨x, y⟩ = ٠ ،y ∈ B و x ∈ A هر برای هرگاه نامیم متعامد یا هم بر عمود را B و A .٣

.B ⊥ A مͬ�نویسیم

مͬ�کنیم: تعریف چنین و مͬ�دهیم نشان A⊥ با را A متعامد مͺمل .۴

A⊥ = {y ∈ H : ⟨x, y⟩ = ٠, ∀x ∈ A}.

.∥x∥ = ١ ،x ∈ A هر برای و بوده عمود هم Aبر متمایز عضو دو هرگاه گوییم متعامد یͺا Aرا .۵
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جدایی�پذیر هیلبرت فضای را H باشد، شمارش�پذیری چͽال زیرمجموعه�ی دارای H اگر .۶

مͬ�نامیم.

همچنین .⟨uα, uά⟩ = ٠ ، α ̸= ά هر برای هرگاه گویند متعامد دنباله�ی ͷی را {uα}α∈I .٧

.⟨uα, uά⟩ = ∥uα∥٢ = ١ ،α ∈ I هر ازای به و باشد متعامد هرگاه است متعامد یͺا {uα}α∈I

هیچ درون سره طور به و باشد متعامد یͺا اگر است ماکسیمال متعامد یͺا {uα}α∈I دنباله�ی .٨

نگیرد. قرار H از دیͽری متعامد مجموعه�ی

صفر خانواده این بر عمود عضو تنها اگر تنها و اگر گوییم کامل H در را {uα}α∈I دنباله�ی .٩

.x = ٠ آن�گاه ،⟨x, uα⟩ = ٠ ،α ∈ I هر برای که باشد چنان x ∈ H اگر یعنͬ باشد.

از ماکسیمال مجموعه ͷی درون H از {uα}α∈I متعامد یͺا مجموعه هر [26, 4.21] .٢.٢.١ قضیه

مͬ�گیرد. قرار H

است. شمارا جدایی�پذیر هیلبرت فضای ͷی در متعامد یͺا خانواده�ی هر .٣.٢.١ قضیه

خطͬ ترکیب�های تمام مجموعه از است عبارت {uα}α∈I توسط شده تولید زیرفضای تعریف٢.١.۴.

یعنͬ: uαها، از متناهͬ

span{uα}α∈I =
{∑

i∈F

cixi, Fمتناهͬ ⊆ I, ci ∈ F

}
.

اگر تنها و اگر است ماکسیمال H هیلبرت فضای در {uα}α∈I متعامد یͺا خانواده .۵.٢.١ قضیه

span{uα}α∈I = H یعنͬ باشد چͽال H در span{uα}α∈I

مͬ�شود. نتیجه تعریف از راحتͬ به اثبات برهان.

هیلبرتHباشد. فضای در متعامد یͺا مجموعه ͷی {un}∞n=١ فرضکنیم [26, 4.18] .۶.٢.١ قضیه

هم�ارزند: زیر احͺام صورت این در

است. H برای متعامد یͺا پایه�ی ͷی {un}∞n=١ �دنباله�ی .١
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معروف پارسوال١ اتحاد به تساوی این که ،∥x∥٢ =
∑∞

n=١ |⟨x, un⟩|٢ داریم x ∈ H هر برای .٢

است.

span{un}∞n=١ = H .٣

.x =
∑∞

n=١⟨x, un⟩un داریم x ∈ H هر برای .۴

.x = ٠ آن�گاه ،⟨x, un⟩ = ٠ باشیم داشته n ∈ N هر برای و x ∈ H اگر .۵

مͬ�کنیم: تعریف چنین را δij ،i, j ∈ Z هر برای تبصره.

δij =

{
١ i = j
٠ i ̸= j

مͬ�نامند. کرونکر دلتای را آن

صورت این در .x ∈ H کنیم فرض [25, 12.8] .٧.٢.١ قضیه

∥x∥ = sup{|⟨x, y⟩| : y ∈ H, ∥y∥ = ١}.

ازای به صورت این در باشد، H در متعامد یͺا مجموعه ͷی {uα}α∈I کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

ضابطه�ی با که I اندیس�گذار مجموعه بر x̂ مختلط تابع x ∈ H هر

x̂(α) = ⟨x, uα⟩, (α ∈ A),

�مͬ�نامند. {uα}α∈I مجموعه به نسبت x فوریه٢ ضریب را آن و است مربوط مͬ�شود، تعریف

است. متعامد یͺا پایه دارای هیلبرت فضای هر [26, 4.18] .٩.٢.١ قضیه

را هیلبرت فضای دو مستقیم جمع باشند. هیلبرت فضاهای H٢ و H١ کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به

H١
⊕

H٢ = {(x١, x٢); x١ ∈ H١, x٢ ∈ H٢}.

١Parseval

٢Fourier
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ندارد. دیͽری مفهوم و است نماد ͷی فقط جمع فوق، نمایش دوم فرم در

هیلبرت یͷفضای بوضوح زیر فرم و ضربمؤلفه�ای و جمع با هیلبرت فضای دو مستقیم جمع فضای

است:

داریم: H١
⊕

H٢ از (y١, y٢) و (x١, x٢) برای

⟨(x١, x٢), (y١, y٢)⟩ = ⟨x١, y١⟩H١
+ ⟨x٢, y٢⟩H٢

نتیجه در

∥(x١, x٢)∥ =
( ٢∑

i=١
∥xi∥٢Hi

) ١
٢ .

است. تعمیم قابل نیز هیلبرت فضای متناهͬ تعداد برای تعریف این

زیرفضای ͷی اگر باشد. X نرمدار فضای از بسته زیرفضای ͷی M کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

ͷیM به آن�گاه X = M +N Mو ∩N = {٠} که طوری به باشد داشته وجود X از N مانند بسته

.X = M ⊕N مͬ�نویسیم حالت این در گویند. X از متکامل زیرفضای

طوری به دارد Nوجود Xمانند از بسته زیرفضای ͷی همواره آن�گاه باشد، هیلبرت فضای ͷیX اگر

و مͬ�نامند M متعامد مͺمل زیرفضای را N حالت این در باشد. N و M مستقیم مجموع X که

.N = M⊥ مͬ�نویسند

شرایط آن�گاه باشد H هیلبرت فضای از دلخواه زیرفضای ͷی M اگر [20, p 85] .١٢.٢.١ قضیه

برقرارند: زیر

است. H از بسته ⊥Mزیرفضای .١

.M ∩M⊥ = {٠} Mو = (M⊥)⊥ ،M⊥
= M⊥ .٢

.M⊥ = {٠} اگر تنها و Mاگر = H .٣

هیلبرت فضای از بسته فضای زیر ͷیM کنیم فرض متعامد) (تجزیه [18, p 386] .١٣.٢.١ قضیه

.H = M ⊕M⊥ صورت این در باشد، H
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عملͽرها ٣.١

یͷتبدیل را T : X −→ Y نگاشت باشند. برداری فضای دو Y و X کنید فرض .١.٣.١ تعریف

،α ∈ F هر و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه نامند خطͬ) (عملͽر خطͬ

T (αx+ y) = αT (x) + T (y).

با را T خطͬ عملͽر صورتنرم این در باشند. نرمدار فضای دو Y و X کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که مͬ�دهند نشان ∥T∥

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١} = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١}

= sup{∥Tx∥
∥x∥

: x ∈ X, x ̸= ٠}

= inf{M > ٠ : ∥Tx∥ ≤ M∥x∥, x ∈ Xهر ازای .{به

Y به X از کران�دار خطͬ عملͽرهای تمام است. کران�دار T خطͬ تبدیل آن�گاه ،∥T∥ < ∞ اگر

تابعک را T آن�گاه ،Y = F اگر مͬ�دهند. نشان B(X) نماد با Y = X اگر و B(X, Y ) نماد با را

دوگان آن�را و داده نشان X∗ با را X روی خطͬ-کراندار تابعک�های تمام مجموعه�ی و گویند خطͬ

زیرفضاهای همچنین مͬ�نامیم. بازتابی را X فضای آن�گاه X ∼= X∗∗ اگر همچنین مͬ�نامیم. X

پوچ فضای را Y و X از ترتیب به R(T ) = {T (x) : x ∈ X} و N(T ) = {x ∈ X : T (x) = ٠}

مͬ�نامند. T رتبه�ی را T برد بعد همچنین نامند. T برد فضای و

هم�ارزند: زیر احͺام T : X −→ Y خطͬ تبدیل برای [25, 1.32] .٣.٣.١ قضیه

است. پیوسته T .١

است. کران�دار T .٢

است. پیوسته صفر در T .٣

هم�ارزند: زیر شرایط T : X −→ Y پیوسته خطͬ تبدیل برای [18, p 94] .۴.٣.١ قضیه



٩ مقدمات و نمادها .١ فصل

∥T∥ = sup∥x∥≤١ ∥Tx∥ = sup∥x∥=١ ∥Tx∥ .١

این در که است مثبتͬ مقدار کوچͺترین ∥T∥ و ∥Tx∥ ≤ ∥T∥∥x∥ داریم x ∈ X هر برای .٢

مͬ�کند. صدق x ∈ X هر برای نامساوی

T اگر باشد، خطͬ تبدیل ͷی T : X −→ Y و نرم�دار فضای دو Y و X کنید فرض .۵.٣.١ تعریف

نامند. وارون�پذیر را T آن�گاه باشد پوشا و ͷی به ͷی

دارد وجود T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) یͺتای عملͽر آن�گاه ،T ∈ B(X,Y ) اگر [25, 4.10] .۶.٣.١ قضیه

را T ∗ .∥T∥ = ∥T ∗∥ همچنین و ⟨Tx, y∗⟩ = ⟨x, T ∗y∗⟩ ، y∗ ∈ Y ∗ و x ∈ X هر برای به�طوری�که

مͬ�نامیم. T الحاقͬ

مͬ�گیریم. نظر در T مقادیر مجموعه یا برد را R(T ) و T ∈ B(H) کنیم فرض [25] .٧.٣.١ قضیه

از T اگر تنها و اگر R(T ∗) = H همچنین باشد. کران�دار پایین از T ∗ اگر تنها و اگر R(T ) = H

باشد. کران�دار پایین

در که است عملͽری T ∗ .T = T ∗ اگر مͬ�گوییم خودالحاق را T ∈ B(H) .٨.٣.١ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ H هر برای هرگاه است خودالحاق T دیͽر عبارت به آمد. بدست قبل قضیه�ی

.⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩

⟨Tx, x⟩ ≥ ٠ باشیم داشته x ∈ H هر برای اگر مثبتگوییم را T ∈ B(H) عملͽر .٩.٣.١ تعریف

.T ≥ ٠ مͬ�نویسیم و

.S − T ≥ ٠ هرگاه S ≥ T مفروضهستند. T, S ∈ B(H) خوالحاق عملͽرهای تعریف١٠.٣.١.

باشیم داشته x ∈ H هر برای که باشد چنان T ∈ B(H) کنیم فرض [25, 12.7] .١١.٣.١ قضیه

.T = ٠ آن�گاه .⟨Tx, x⟩ = ٠

است. خودالحاق مثبت عملͽر هر .١٢.٣.١ نتیجه

داریم است مثبت T عملͽر چون .x ∈ H کنیم فرض برهان.

⟨Tx, x⟩ = ⟨Tx, x⟩ = ⟨x, Tx⟩ = ⟨T ∗x, x⟩
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نتیجه در و T −T ∗ = ٠ قبل قضیه به توجه با و .⟨(T −T ∗)(x), x⟩ = ٠ داریم x ∈ H هر برای پس

است. خودالحاق T

آن�را صورت این در .T ∈ B(H) کنید فرض .١٣.٣.١ تعریف

.∥Tx∥ = ∥x∥ ،x ∈ H هر برای اگر گوییم (طولپا) ایزومتری خطͬ طور به .١

باشد. ایزومتری T ∗ گاه هر نامیم (همطولپا) یͷهم-ایزومتری را T عملͽر .٢

.T ∗T = TT ∗ هرگاه نامند نرمال .٣

است). H روی همانͬ عملͽر IH) T ∗T = TT ∗ = IH هرگاه نامند یͺانͬ .۴

.T ٢ = T هرگاه نامند تصویر .۵

.N(T )⊥ = R(T ) هرگاه نامند متعامد .۶

هم�ارزند: زیر گزاره�های آن�گاه T ∈ B(H) اگر [25] .١۴.٣.١ قضیه

است. یͺانͬ T .١

.⟨Tx, Ty⟩ = ⟨x, y⟩ و R(T ) = H .٢

.∥Tx∥ = ∥x∥ ،x ∈ H هر برای و R(T ) = H .٣

زیر احͺام صورت دراین باشد. تصویر ͷی P ∈ B(H) کنیم فرض [25, 12.14] .١۵.٣.١ قضیه

هم�ارزند:

است. خودالحاق P .١

است. نرمال P .٢

است. متعامد P .٣

.⟨Px, x⟩ = ∥Px∥٢ ،x ∈ H هر برای .۴
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باشد. نرمال عملͽری T ∈ B(H) و هیلبرت فضای ͷیH فرضکنید [25, 12.25] .١۶.٣.١ قضیه

صورت این در

∥T∥ = sup{⟨Tx, x⟩ : x ∈ H, ∥x∥ = ١}.

.S٢ = T که S مانند مثبت عملͽری از است عبارت T مثبت عملͽر دوم ریشه .١٧.٣.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان T ١
٢ با را T دوم ریشه معمولا˟

اگر ضمناً است. فردی منحصربه دوم ریشه دارای T مثبت عملͽر هر [25, 12.33] .١٨.٣.١ قضیه

مͬ�شود. جابه�جا نیز T ١
٢ با شود، جابه�جا T با که باشد کران�دار و خطͬ عملͽری U

ͷی را P ∈ B(X) عملͽر باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷی (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .١٩.٣.١ تعریف

.P ٢ = P و P = P ∗ یعنͬ باشد. خودتوان و خودالحاق هرگاه نامند متعامد تصویر

این در باشد. H هیلبرت فضای از بسته�ای زیرفضای M کنیم فرض [26, 4.11] .٢٠.٣.١ قضیه

برقرارند: زیر احͺام صورت

.z ∈ M و y ∈ M⊥ آن در که دارد x = z + y صورت به فردی به منحصر تجزیه x ∈ H هر .١

نامند. H Mاز زیرفضای به وابسته xنمایش را x تجزیه فرم این

⊥Mهستند. در Mو در x به نزدیͺترین ترتیب به y و z .٢

.∥x∥٢ = ∥y∥٢ + ∥z∥٢ .٣

زیر احͺام صورت این در باشد. H هیلبرت فضای از زیرفضایی W کنیم فرض .٢١.٣.١ قضیه

هم�ارزند:

است. H از بسته�ای Wزیرفضای .١

.∥P∥ = ١ و P (H) = W که طوری به است موجود P مانند فردی به منحصر متعامد تصویر .٢

بنابر .x = z + y که طوری به موجودند z ∈ W⊥ و y ∈ W ،x ∈ H هر برای ٢ ⇐= ١ برهان.

به توجه با باز و است فرد به منحصر و خطͬ P بوضوح .P (x) = y مͬ�کنیم تعریف را P قبل قضیه
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نتیجه در و P (x) = x ،x ∈ W هر برای طرفͬ از و ∥P (x)∥ ≤ ∥x∥ ،x ∈ H هر برای قبل قضیه

.∥P∥ = ١

،x ∈ H هر برای است. خودالحاق تصویر P دهیم نشان است کافͬ حال

P ٢(x) = P ٢(y + z) = P (P (y + z)) = P (y) = y

.P ٢ = P نتیجه در و

y١, y٢ ∈ W اعضای قبل قضیه بنابه x١, x٢ ∈ H هر برای مͬ�کنیم. بررسͬ را P بودن الحاقͬ اکنون

P تصویر خاصیت بنابر حال .x٢ = y٢+ z٢ و x١ = y١+ z١ به�طوری�که موجودند z١, z٢ ∈ W⊥ و

⟨P (x١), x٢⟩ = ⟨y١, x٢⟩ = ⟨y١, y٢ + z٢⟩ = ⟨y١, y٢⟩+ ⟨y١, z٢⟩.

پس z١ ∈ W⊥ و y٢ ∈ W چون همچنین و ⟨y١, z٢⟩ = ٠ لذا z٢ ∈ W⊥ ، y١ ∈ W چون

نتیجه در و ⟨z١, y٢⟩ = ٠

⟨P (x١), x٢⟩ = ⟨y١, y٢⟩+ ⟨z١, y٢⟩ = ⟨y١ + z١, y٢⟩ = ⟨x١, P (x٢)⟩

است. خودالحاق P مͬ�دهد نشان که .⟨P (x١), x٢⟩ = ⟨x١, P (x٢)⟩ ،x١, x٢ ∈ H هر برای یعنͬ

[18, p 294] ١⇐= ٢

فردی به منحصر از بردیم، بͺار قبل قضیه در که باشند Wهمان�هایی و P و H اگر .٢٢.٣.١ نتیجه

،x ∈ W هر برای پس .x = x + ٠ داریم x ∈ W هر برای بخصوص عضو، هر تجزیه و نمایش

Wاست. روی همانͬ نگاشت Wهمان به P تحدید یعنͬ P (x) = x

است متعامد تصویر ͷی P آن�گاه ،P ∈ B(H) و هیلبرت فضای ͷیH اگر که مͬ�شود دیده آسانͬ به

باشد. متعامد تصویر ͷی نیز I − P اگر تنها و اگر

صورت این در .T ∈ B(H,K) و باشند نرمدار فضای دو K و H کنید فرض .٢٣.٣.١ تعریف

داشته x ∈ H هر ازای به که باشد موجود δ مانند مثبتͬ ثابت هرگاه مͬ�نامند صفر از بدور را T .١

مͬ�نامند. T پایین کران ͷی را δ و δ∥x∥ ≤ ∥Tx∥ باشیم
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N(T )⊥ به آن تحدید هرگاه مͬ�نامند جزیی ایزومتری را T باشند، هیلبرت فضای K Hو هرگاه .٢

باشد. ایزومتری ͷی

در باشند. صفر از بدور T ∈ B(H) و باشند باناخ فضای دو K و H کنیم فرض .٢۴.٣.١ قضیه

آن�گاه باشد نیز وارون�پذیر T اگر بعلاوه است. بسته H در R(T ) و است ͷی به ͷی T صورت این

است. T پایینͬ کران ͷی δ آن در که ∥T−١∥ ≤ δ−١

است. ثابت حͺم نرم خواص به بنا برهان.

پوشاست T صورت این در .T ∈ B(H,K) و هیلبرت فضای دو K Hو فرضکنیم .٢۵.٣.١ قضیه

باشد. صفر از بدور T ∗ اگر تنها و اگر

را آن�ها ترتیب به که Ta و Eb عملͽرهای باشد. R روی تابع ͷی f کنیم فرض .٢۶.٣.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به x ∈ R هر ازای به مͬ�نامیم انتقال و مدولاسیون

b ∈ R Eb(f(x)) = e٢πibxf(x) .١

a ∈ R Ta(f(x)) = f(x− a) .٢

هستند. L٢(R) روی عملͽرهایی همه که

اشمیت هیلبرت- عملͽرهای و اثر رده ۴.١

به آن�گاه باشند، H هیلبرت فضای برای متعامد یͺا پایه�های F و E اگر [15, 18.1] .١.۴.١ قضیه

داریم A کراندار عملͽر هر ازای

∑
E

∥Ae∥٢ =
∑
F

∥A∗f∥٢ =
∑
E

∑
F

|⟨Ae, f⟩|٢.

است. E پایه انتخاب از مستقل
∑

e∈E⟨|A|e, e⟩ مجموع .٢.۴.١ نتیجه

باشد موجود E متعامد یͺا پایه ͷی هرگاه است اثر رده از A : H −→ H عملͽر .٣.۴.١ تعریف

مͬ�دهند. (H)B١نشان با رویHرا اثر رده از عملͽرهای مجموعه .
∑

e∈E⟨|A|e, e⟩ < ∞ به�طوری�که
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و انتخاب ͷی برای
∑

e∈E⟨|A|e, e⟩ اگر تنها و اگر است اثر رده از A عملͽر ٢.۴.١ نتیجه ͷکم به

و باشد متناهͬ E متعامد یͺا پایه انتخاب هر ازای به لذا

∥A∥١ ≡
∑
e∈E

⟨|A|e, e⟩

مͬ�شود. نامیده A اثر نرم ∥A∥١ عدد است. وابسته A عملͽر به فقط و تعریف خوش

اثر رده از |A|٢ هرگاه نامند هیلبرت-اشمیت عملͽر ͷی را H روی A عملͽر ͷی .۴.۴.١ تعریف

عملͽر هر ازای به مͬ�دهند. نشان B٢(H) با را هیلبرت-اشمیت عملͽرهای همه مجموعه باشد.

مͬ�کنیم تعریف E پایه هر و Aهیلبرت-اشمیت

∥A∥HS = ∥A∥٢ ≡
[∑

E

⟨|A|٢e, e⟩
] ١٢

= ∥|A|١∥٢
١
٢ .

صورت این در باشد. B٢(H) در عملͽری A کنیم فرض [15, 18.6] .۵.۴.١ قضیه

.∥A∥٢ =
[∑

e∈E ∥Ae∥٢
] ١
٢ ،E پایه هر ازای به .١

.∥A∗∥٢ = ∥A∥٢ .٢

.∥A∥ ≤ ∥A∥٢ .٣

.∥AT∥٢, ∥TA∥٢ ≤ ∥T∥∥A∥٢ و AT, TA ∈ B٢(H) آن�گاه ،T ∈ B(H) اگر .۴

است. B٢(H) روی نرم ͷی ∥.∥٢ و B(H) ایده�ال ͷی B٢(H) .۵

هم�ارزند: زیر حͺم�های آن�گاه ،A ∈ B(H) اگر [15, 18.8] .۶.۴.١ قضیه

.A ∈ B١(H) .١

.|A| ١٢ ∈ B٢(H) .٢

است. هیلبرت-اشمیت عملͽر دو حاصلضرب A .٣

است. هیلبرت-اشمیت عملͽر دو حاصلضرب |A| .۴


