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چͺیده
کاملا́ و τ۱ فضای بر مقدار حقیقͬ پیوسته�ی توابع حلقه�ی C(X) کنیم فرض
از مجموعه�ای را XL باشد. فشرده تͺیه�گاه با توابع ایدآل CK(X) باشد. X منظم
را شرایطͬ نامه پایان این در مͬ�گیریم. نظر در X در فشرده ͬͽهمسای با نقاط
ناب CK(X) مͬ�کنیم ثابت است. ناب اید�آل ͷی CK(X) آن در که مͬ�کنیم بررسͬ

اگر وفقط اگر است،
XL =

∪
f∈CK(X)

supp(f).

یͺریخت�اند، CK(Y ) و CK(X) آن�گاه باشند؛ ناب ایدآل�های CK(Y ) و CK(X) اگر
ناب CK(X) مͬ�کنیم ثابت همچنین باشند. همسان�ریخت YL و XL اگر فقط و اگر
ایدآل ، f ∈ CK(X) � هر برای اگر تنها و اگر است، پایه�ای ناهمبند XL و است
ناب CK(X) اگر مͬ�دهیم، نشان نیز انتها در و باشد تصویری مدول C(X)ͷی (f)
مدول −C(X) ͷی CK(X)اگر فقط و اگر است، فضا −F ′ ͷی XL آن�گاه باشد

باشد. تخت

تصویری. ایدآل ناب، ایدآل پیرافشرده، فضا، −F تخت، مدول واژه�هایکلیدی:



مطالب فهرست

ͷی مطالب فهرست

سه پیشͽفتار

١ پیش�نیازها ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر از مفاهیمͬ ١.١
١ . . . . . . . . . . . . . . . جبر تعاریف از برخͬ ١.١.١
٣ . . . . . . . . تخت مدول�های و تانسوری ضرب ٢.١.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . تصویری مدول�های ٣.١.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی از مفاهیمͬ ٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . جداسازی اصول ١.٢.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشردگͬ ٢.٢.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیرافشردگͬ ٣.٢.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . ها اردینال فضای ۴.٢.١
١٨ . . . . . . . . . . . . خاص ایدآل�های و پیوسته توابع حلقه ٣.١
١٨ . . . . مجموعه�ها صفر و پیوسته توابع حلقه معرفͬ ١.٣.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . اید�آل −z و پالایه −z ٢.٣.١
٢٣ . . . . . . فشرده شبه و حقیقͬ فشرده�ی فضاهای ٣.٣.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . ͷچ استون سازی فشرده ۴.٣.١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضا −F ۵.٣.١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . Op و Mp اید�آل�های ۶.٣.١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . CK(X) ایدآل ٧.٣.١

ͷی



۴٠ X فشرده شبه و فشرده فضای برای CK(X) ایدآل بودن ناب ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XL فضای معرفͬ ١.٢
۴٣ . . . . . . . فشرده شبه و فشرده فضای در CK(X) بودن ناب ٢.٢
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(X) بودن پاک ٣.٢

۵۶ CK(X) ایدآل�های از کاربردهایͬ ٣
۵۶ . . . . . . . . فشرده شبه و فشرده فضای در CK(X) کاربرد ١.٣

٧٣ مراجع

٧٧ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٨٠ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



پیشͽفتار

با نقاط از مجموعه�ای را XL است. فشرده تͺیه�گاه با توابع ایدآل CK(X)

آن در که را شرایطͬ پایان�نامه این در مͬ�گیریم. نظر در X در فشرده ͬͽهمسای

ناب CK(X) مͬ�دهیم نشان همچنین مͬ�کنیم. بررسͬ باشد ناب ایدآل ͷی CK(X)

(f) ایدآل ، f ∈ CK(X) هر برای اگر تنها و اگر است، پایه�ای ناهمبند XL و است

باشد. تصویری مدول −C(X) ͷی

به گذرا نͽاهͬ اول، فصل در مͬ�باشد. فصل سه دربرگیرنده�ی پایان�نامه این

و پیوسته توابع حلقه فصل، ادامه�ی در مͬ�اندازیم، توپولوژی و جبری مفاهیم

فضا −F و ͷچ استون فشرده�سازی انتها در و مͬ�کنیم معرفͬ را آن ایدآل�های

مͬ�کنیم. معرفͬ را

نشان را CK(X) ایدآل با آن رابطه و نموده معرفͬ را XL فضای دوم، فصل در

فشرده فضاهای در CK(X) ایدآل که مͬ�کنیم بیان را شرایطͬ ادامه در و مͬ�دهیم

است پاک C(X) که شرایطͬ معرفͬ به فصل پایان در باشد. ناب فشرده شبه و

مͬ�پردازیم.

مͬ�دهیم نشان �فشرده شبه و فشرده فضاهای در CK(X) از کاربردهایͬ سوم فصل در

CK(X) از سره ایدآل هر برای آن�گاه باشد، ناب ایدآلͬ CK(X) اگر مͬ�کنیم ثابت و

ناب CK(X) اگر که مͬ�دهیم نشان پایان در و است XL محض زیرمجموعه Coz(I)

مدول −C(X) ͷی CK(X) اگر تنها و اگر است، فضا −F ′ ͷی XL آن�گاه باشد،

باشد. تخت

سه



١ فصل

پیش�نیازها

و توپولوژی جبر، اولیه�ی مفاهیم با آشنایͬ فصل این هدف مقدمه:

مختلف منابع و مقالات از که مͬ�باشد رساله این در نیاز مورد تعاریف
است. شده گردآوری

جبر از مفاهیمͬ ١.١

جبر تعاریف از برخͬ ١.١.١

این اگر است، جزئͬ ترتیب رابطه ͷی A مجموعه روی 6 رابطه .١.١.١ تعریف
(A,6) مرتب زوج این�صورت در باشد. انتقالͬ و پادتقارن بازتابͬ، A روی رابطه

مͬ�شود. نامیده مرتب جزئاً مجموعه ͷی

ͷی را (A,6) آن�گاه باشد، مرتب جزئاً مجموعه ͷی (A,6) اگر .٢.١.١ تعریف
یعنͬ باشند؛ مقایسه قابل a, b ∈ A عضو دو هر هرگاه گوییم، مرتب کاملا́ مجموعه

.b 6 a یا a 6 b

آن�گاه باشد، جزئͬ ترتیب ͷی آن روی ترتیب6 و یͷحلقه R اگر تعریف٣.١.١.
باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه نامیم، مرتب جزئاً حلقه�ی ͷی را (R,6)

١



٢ پیش�نیازها .١ فصل

؛ a+ x 6 b+ x ،x ∈ R هر برای آن�گاه ،a 6 b و a, b ∈ R اگر ·۱
.ab > ۰ آن�گاه ،b > ۰ و a > ۰ و a, b ∈ R اگر ·۲

یͷهمریختͬ f : R −→ S تابع باشند. حلقه دو S و R فرضکنید تعریف١.١.۴.
باشیم داشته a, b ∈ R هر ازای به هرگاه است، حلقه�ها
f(a+ b) = f(a) + f(b);

f(a.b) = f(a)f(b).

دوسویͬ اگر و بروریختͬ باشد پوشا اگر تͺریختͬ، باشد ͷبه�ی�ͷی تابعͬ f اگر
مͬ�شود. نامیده حلقه�ها یͺریختͬ باشد

باشد. حلقه�ها همریختͬ ͷی ϕ : R −→ R
′ نͽاشت کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

Ker(ϕ) با و نامیده ϕ هسته را R از ϕ−۱[۰′
] = {r ∈ R : ϕ(r) = ۰′} حلقه�ی زیر

مͬ�شود. داده نشان

ͷی (I,+) هرگاه �نامیم، Rچپ ایدآل را R حلقه از I زیرمجموعه .۶.١.١ تعریف
و باشد آبلͬ گروه

∀a ∈ I, ∀r ∈ R : ra ∈ I.

و چپ ایدآل I هرگاه �گویند، ایدآل ͷی را I ⊆ R آن�گاه باشد، حلقه ͷی R هرگاه
باشد. راست

ایدآل باشد، R متناهͬ مجموعه زیر ͷی X و حلقه ͷی R هرگاه .٧.١.١ تعریف
مͬ�شود تعریف زیر صورت به X توسط شده تولید

< X >= RXR = {
n∑
i=۱

rixisi : ri, si ∈ R}

گوییم. متناهͬ تولید با ایدآل را X توسط شده تولید ایدآل

M ̸= R که است M مانند ایدآلͬ R حلقه�ی ماکسیمال ایدآل ͷی .٨.١.١ تعریف
همچنین و باشد نداشته وجود M شامل حقیقت در و R از N سره�ی ایدآل هیچ و



٣ پیش�نیازها .١ فصل

f ∈ R \M هر برای اگر تنها و اگر است، R تعویض�پذیر حلقه ماکسیمال ایدآل M
.۱− fg ∈M که باشد داشته وجود g ∈ R

و باشد آبلͬ گروه ͷی (M,+) حلقه، ͷی R کنیم فرض .٩.١.١ تعریف
مͬ�کنند. صدق زیر ویژگͬ�های در که باشد تابع ͷی · : R×M −→M

؛ r.(m۱ +m۲) = r.m۱ + r.m۲ الف.
؛ (r۱ + r۲).m = r۱.m+ r۲.m . ب

r.(s.m) = (r.s).m ج.
گوییم. چپ مدول −Rͷی را M این�صورت در

اگر .∅ ̸= S ⊆ R و باشد مدول −Rͷی A کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف
که باشند داشته وجود قسمͬ به r۱, r۲, ..., rn ∈ R و n ∈ N و s۱, s۲, ..., sn ∈ S

n∑
i=۱

risi = ۰

را S آن�گاه نباشد، صفر ها ri از ͬͺی حداقل و بوده متمایز ها si که طوری به
مͬ�نامیم. A مدول −R خطͬ وابسته� زیرمجموعه�ی

مجموعه تعریف، به توجه با مͬ�نامیم. مستقلخطͬ را آن نباشد، خطͬ وابسته S اگر
است. خطͬ مستقل تهͬ

مستقل یͷمجموعه�ی دارای F هرگاه مͬ�نامیم، آزاد مدول −Rͷی را F مدول −R

مͬ�نامیم. آزاد مدول −R پایه�ی را خطͬ مستقل مولد مجموعه این و باشد خطͬ

است اول ایدآل ͷی ،R تعویض�پذیر حلقه�ی در P ̸= R ایدآل .١١.١.١ تعریف
.b ∈ P یا a ∈ P بͽیریم نتیجه ab ∈ P که a, b ∈ R هر ازای به هرگاه

تخت مدول�های و تانسوری ضرب ٢.١.١

صورت این در باشند. چپ مدول −R دو N Mو که فرضکنیم تعریف١٢.١.١.
هرگاه مͬ�نامیم، همریختͬ مدول −Rͷی را f :M −→ N تابع

∀ m۱,m۲ ∈M , ∀ r ∈ R : f(rm۱ +m۲) = rf(m۱) + f(m۲).



۴ پیش�نیازها .١ فصل

آن�گاه ،N ≤M و مدول −Rͷی M هرگاه مثال.
i : N

→−شمول M

i(n) = n

است. همریختͬ مدول −Rͷی وضوح به

و f : A −→ B و بوده مدول −R سه C و B و A کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف
رشته صورت این در باشند. همریختͬ مدول −R دو g : B −→ C

A
f−→ B

g−→ C

هرگاه گوییم، دقیق رشته�ی ͷی را همریختͬ�ها −R و مدول�ها −R از
آن�گاه باشد، دقیق رشته ͷی A f−→ B

g−→ C اگر بنابراین، .Ker(g) = Im(f)

مانند همریختͬ�ها −R و مدول�ها −R از زیر رشته�ی ترتیب همین به .gof = ۰

A۰
f۱−→ A۱

f۲−→ A۲
f۳−→ · · · fn−→ An

یا
· · · −→ Ai−۱

fi−→ Ai
fi+۱−→ Ai+۱ −→ · · ·

، i هر ازای به گویند، دقیق را
Im(fi) = Ker(fi+۱).

باشد دقیق ( است صفر همریختͬ φ) ۰ φ−→ A
f−→ B رشته�ی اگر کنید، توجه

پوشا g آن�گاه باشد، دقیق B g−→ C −→ ۰ رشته�ی اگر و است ͷبه�ی�ͷی f آن�گاه
دقیق رشته�ی است.

۰ φ−→ A
f−→ B

g−→ C −→ ۰

نامیم. کوتاه دقیق رشته ͷی را

شͺافته ۰ φ−→ A
f−→ B

g−→ C −→ ۰ کوتاه دقیق رشته گوییم .١۴.١.١ تعریف
باشد. داشته را زیر قضیه شرایط از ͬͺی هرگاه مͬ�شود، شͺافته یا است شده



۵ پیش�نیازها .١ فصل

باشند. مدول −R سه C و B و A و بوده حلقه ͷی R کنیم فرض .١۵.١.١ قضیه
اگر

۰ φ−→ A
f−→ B

g−→ C −→ ۰

مͬ�باشند. معادل زیر گزاره�های باشد کوتاه دقیق رشته ͷی
.gh = ۱C به�طوری�که دارد وجود h : C −→ B همریختͬ مدول −R الف.
.kf = ۱A به�طوری�که دارد وجود k : B −→ A همریختͬ مدول −R ب.

حلقه روی چپ مدول ͷی B و راست مدول ͷی A کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف
کنیم فرض باشد. A × B توسط شده تولید آزاد مدول −Z ،F همچنین باشند. R

مجموعه�ی سه اجتماع به�وسیله که باشد F از مدولͬ زیر K
{(a+ a

′
, b)− (a, b)− (a

′
, b) : a, a

′ ∈ A , b ∈ B}؛

{(a, b+ b
′
)− (a, b)− (a, b

′
) : a ∈ A , b, b

′ ∈ B}؛

{(ar, b)− (a, rb) : a ∈ A , b ∈ B , r ∈ R}

B و A تانسوری حاصل�ضرب را F/K قسمتͬ خارج مدول باشد. شده تولید
شده تولید A× B مجموعه توسط F چون مͬ�دهیم. نمایش A⊗R B با و مͬ�نامیم

قسمتͬ خارج گروه است،
F/K = A⊗R B

هر که است بدیهͬ مͬ�شود. تولید {a⊗ b : a ∈ A , b ∈ B} = (a, b) +K به�وسیله
ها ni که است

∑r
i=۱ niai⊗ bi به�صورت بلͺه نیست a⊗ bبه�صورت A⊗RB عنصر

مͬ�باشند. Z به متعلق

حلقه روی چپ مدول ͷی B و راست مدول ͷی A کنیم فرض .١٧.١.١ قضیه
r ∈ R و b, b′ ∈ B و a, a′ ∈ A هر ازای به باشند. R

+a)؛ a
′
)⊗ b = a⊗ b+ a

′ ⊗ b . الف
⊗a؛ (b+ b

′
) = a⊗ b+ a⊗ b

′ ب.
.ar ⊗ b = a⊗ rb ج.



۶ پیش�نیازها .١ فصل

اثبات مشابه طور به گزاره�ها دیͽر و مͬ�کنیم ثابت را ۱ گزاره فقط . برهان
(a + a

′
, b) − (a, b) − (b

′
, b) ∈ K چون .b, b

′ ∈ B و a, a′ ∈ A �کنیم فرض مͬ�شوند.
پس

(a+ a
′
)⊗ b = (a+ a

′
, b) +K

= (a, b) + (a
′
, b) +K

= (a, b) +K + (a
′
, b) + k

= a⊗ b+ a
′ ⊗ b

�

حلقه روی چپ مدول ͷی B و راست مدول ͷی A کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف
نͽاشت را f : A × B −→ C تابع آن�گاه باشد، مدول −Z ͷی C اگر باشند، R
و b, b′ ∈ B و a, a′ ∈ A هر برای هرگاه مͬ�نامیم، C توی به A×B از میانͬ دوخطͬ

باشد: برقرار زیر شرایط r ∈ R

+f(a؛ a
′
, b) = f(a, b) + f(a

′
, b) . الف

,f(a؛ b+ b
′
) = f(a, b) + f(a, b

′
) ب.

.f(ar, b) = f(a, rb) . ج

D و بوده همریختͬ�ها R از کامل دنباله ͷی A f−→ B
g−→ C هرگاه .١٩.١.١ قضیه

دنباله ͷی D ⊗R A
۱D⊗f−→ D ⊗R B

۱D⊗g−→ D ⊗R C آن�گاه باشد، راست یRͷ−مدول
است). برقرار نیز چپ R−مدول برای مطلب این ) است همریختͬ�ها −R از کامل

. [١] به کنید رجوع . برهان
�

این در باشند. مدول −R دو AR و RB و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٠.١.١ قضیه
.R⊗R B ∼= B و A⊗R R ∼= Aصورت

� . [١] به کنید رجوع . برهان



٧ پیش�نیازها .١ فصل

مجموعه�ی ͷی I و مدول�ها −R از گردایه�ای ، {Ai}i∈I اگر .٢١.١.١ تعریف
به φij : Ai −→ Aj همریختͬ −R ،i 5 j که i, j ∈ I هر برای و باشد جهت�دار

کند: صدق زیر شرایط در که باشد داشته وجود قسمͬ
باشد؛ Ai روی همانͬ φij، i ∈ I هر برای الف.

صورت این در .φijφjk = φik آن�گاه ،i 5 j 5 k اگر ،i, j, k ∈ I هر برای ب.
مͬ�نامیم. مستقیم سیستم ͷی را {Ai, φij}i∈I

توی به {Ai, φij}i∈I از همریختͬ�ها −R مستقیم سیستم ͷی .٢٢.١.١ تعریف
هر برای که است {UiAi −→ L} همریختͬ�های −R از گردایه�ای ، L مدول −R

.Ujφij = Ui ،i 5 j که i, j ∈ I

مدول −Rͷی A و مستقیم سیستم ͷی {Ai, φij}i∈I کنیم فرض .٢٣.١.١ تعریف
مستقیم حد را {φi : Ai −→ A}i∈I R−همریختͬ�های مستقیم سیستم باشد.
وجود قسمͬ به u : A −→ B یͺتای همریختͬ −R هرگاه، گوییم {Ai, φij}i∈I

.uφi = ui ،i ∈ I هر برای که باشد داشته
بنابر آن�گاه باشد، {Ai, φij}i∈I از دیͽری مستقیم حد {φ′

i : Ai −→ A
′}i∈I اگر

برای که دارد وجود قسمͬ به h : A −→ A
′ یͺریختͬ −R مستقیم، حد تعریف

رو این از است. فرد به منحصر یͺریختͬ تقریب با A لذا .hφi = φ
′
i ،i ∈ I هر

مͬ�دهیم. نمایش (φi, limAi) با را {Ai, φij}i∈I مستقیم حد و A = limAi مͬ�نویسیم

خودش متناهͬ تولید با ایدآل�های مستقیم حد با برابر ایدآل هر .٢۴.١.١ قضیه
است.

� .[١] به کنید رجوع . برهان

کامل دنباله هر برای اگر مͬ�نامیم، تخت را D راست مدول −R .٢۵.١.١ تعریف
همریختͬ�های −R از

۰ −→ A
f−→ B

g−→ C −→ ۰

دنباله
۰ −→ D ⊗R A

۱D⊗f−→ D ⊗R B
۱D⊗g−→ D ⊗R C −→ ۰



٨ پیش�نیازها .١ فصل

باشد. کامل کوتاه همریختͬ�ها،دنباله −Z از

مͬ�شود. تعریف مشابه طور به نیز تخت چپ مدول R

ͷبه�ی�ͷی همریختͬ R هر برای اگر تنها و اگر است، تخت DR .٢۶.١.١ قضیه
دیͽر عبارت به و باشد ͷبه�ی�ͷی D ⊗R A

۱D⊗f−→ D ⊗R B همریختͬ −Z ،A f−→ B

مͬ�شود. نشانده D ⊗R A در D ⊗R A
′ آن�گاه ،A′ ⊆ A اگر

� . [١] به کنید رجوع . برهان

.A =
⊕

i∈I Ai و باشد R−مدول�ها از گردایه�ای {Ai}i∈I فرضکنیم .٢٧.١.١ قضیه
مدول −R ͷی Ai، i ∈ I هر برای اگر تنها و اگر است، تخت R−مدول ͷی A

باشد. تخت

� . [١] به کنید رجوع . برهان

است. تخت تخت، مدول ͷی مدول زیر هر .٢٨.١.١ قضیه

� . [١] به کنید رجوع . برهان

تولید متناهیاً مدول زیر هر اگر تنها و اگر است، تخت M مدول .٢٩.١.١ قضیه
باشد. تخت آن شده

� . [١] به کنید رجوع . برهان

ایدآل هر برای اگر باشد، راست مدول −R ͷی B کنیم فرض .٣٠.١.١ قضیه
دنباله i : I −→ R شمول تابع ازای به و R در I چپ شده تولید متناهیاً

۰ −→ B ⊗R I
۱⊗i−→ B ⊗R R

است. تخت B آن�گاه باشد، کامل

� . [١٩] به کنید رجوع . برهان

است. تخت R حلقه بنابراین است. تخت آزاد، مدول −R مثال.



٩ پیش�نیازها .١ فصل

باشد. تخت C(X)−مدول که مͬ�نامیم تخت را ایدآلͬ .٣١.١.١ تعریف

برقرارند: زیر گزاره�های ،X منظم کاملا́ فضای برای .٣٢.١.١ قضیه
است؛ اصلͬ ایدآل ͷی در مشمول ،C(X) شده تولید متناهیاً ایدآل هر الف.

است؛ اصلͬ ایدآل�های مستقیم حد ،C(X) در ایدآل −z هر ب.
است. تخت C(X)−مدول ͷی C(X) در ایدآل −z هر ج.

� .[١] به کنید رجوع . برهان

و تخت راست مدول −Rͷی F کنیم فرض .٣٣.١.١ قضیه
۰ −→ K

⊆−→ F
β−→ B −→ ۰

باشد، تخت مدول −RͷیB اگر باشد، R−همریختͬ�ها از کوتاه کامل دنباله�ی ͷی
.K ∩ FI = KI ،I چپ ایدآل هر برای آن�گاه

B آن�گاه ، K ∩FI = KI ،R در I شده�ی تولید متناهیاً ایدآل هر برای اگر برعͺس،
است. تخت مدول −Rͷی

� .[١] به کنید رجوع . برهان

باشد مدول�ها −R از مستقیم سیستم ͷی {Ai, φij}i∈I کنیم فرض .٣۴.١.١ قضیه
ͷی A آن�گاه باشد، تخت مدول −Rͷی Ai، i ∈ I هر برای اگر .A = limAi و

است. تخت مدول −R

� .[١] به کنید رجوع . برهان

تصویری مدول�های ٣.١.١

R−مدول هر ازای به� هرگاه گوییم، تصویری را P مدول R .٣۵.١.١ تعریف
مدول R، f : P −→ B همریختͬ R−مدول و g : A −→ B پوشا همریختͬ

.gh = f که باشد داشته وجود h : P −→ A همریختͬ

است. تصویری آزاد R−مدول هر .٣۶.١.١ قضیه



١٠ پیش�نیازها .١ فصل

� . [١] به کنید رجوع . برهان

معادل�اند. P R−مدول برای زیر گزاره�های .٣٧.١.١ قضیه
است. تصویری P مدول R ·۱

شͺافته همریختͬ�ها، −R از ۰ −→ A
f−→ B

g−→ P −→ ۰ کوتاه کامل دنباله هر ·۲

.B ∼= A⊗ P یعنͬ، مͬ�شود؛
P یعنͬ، F؛ ∼= K ⊗ P طوری�که به دارند وجود K مدول −R و F آزاد مدول R ·۳

است. آزاد مدول −Rͷی مستقیم جمع�وند

� . [١] به کنید رجوع . برهان

توپولوژی از مفاهیمͬ ٢.١

فصل�های در که مͬ�کنیم یادآوری را توپولوژی اولیه�ی مفاهیم از قسمتبرخͬ این در
هستند. نیاز مورد سوم و دوم

مجموعه P(X) و (ناتهͬ) دلخواه مجموعه ͷی X کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
هرگاه نامیم، X روی توپولوژی ͷی را τ ⊆ P(X) گردایه�ی باشد، آن توانͬ

,X؛ ∅ ∈ τ ۱·

بسته متناهͬ اشتراک تحت τ دیͽر عبارت به .A ∩B ∈ τ آن�گاه ، A,B ∈ τ اگر ۲·

باشد؛
آن�گاه ،Aα ∈ τ باشیم داشته α ∈ S هر برای اگر ۳·∪

α∈S

Aα ∈ τ.

باشد. بسته دلخواه اجتماع تحت τ دیͽر عبارت به

یعنͬ، Ac؛ ∈ τ هرگاه مͬ�نامیم، بسته X در را A ⊆ X مجموعه�ی .٢.٢.١ تعریف
باشد. باز X در Ac



١١ پیش�نیازها .١ فصل

وضوح به τ = P(X) آن�گاه باشد، ناتهͬ دلخواه مجموعه�ی ͷی X اگر مثال.
هر صورت این در مͬ�گوییم. گسسته توپولوژی را آن که است X روی توپولوژی

است. بسته و باز زیرمجموعه،

باشد. تنها نقطه�اش هر اگر تنها و اگر است، گسسته X فضای .٣.٢.١ نͺته

را دو باشند،این توپولوژی فضای دو (Y, τ۲) و (X, τ۱) فرضکنیم .۴.٢.١ تعریف
به باشد داشته وجود f : X −→ Y پیوسته�ی نͽاشت هرگاه گوییم، همسان�ریخت
f−۱ : Y −→ X همچنین و برده Y توی به را X ͷبه�ی�ͷی تناظر در f که طوری
را f نͽاشت و X ≃ Y مͬ�نویسیم صورت این در باشد. پیوسته تابع ͷی نیز

مͬ�نامیم. همسان�ریختͬ

جداسازی اصول ١.٢.١

دو هر برای هرگاه نامیم، T۱ فضای ͷی را (X, τ) توپولوژی فضای تعریف٢.١.۵.
عناصر از ͬͺی شامل که باشد داشته وجود U باز مجموعه ، x, y ∈ X متمایز عضو

مͬ�باشد. دیͽری فاقد و x, y

x, y ∈ X هر برای هرگاه مͬ�گوییم، T۲ یا هاسدورف را X فضای .۶.٢.١ تعریف
x ∈ G که باشند داشته وجود X در H و G مجزای و باز مجموعه�ی دو ، x ̸= y و
نقطه�ی دو هر هرگاه است، هاسدورف فضای ͷی X دیͽر، عبارت به .y ∈ H و

کرد. جدا هم از مجزا و باز مجموعه�ی دو با بتوان را آن در متمایز

و X در A بسته مجموعه هر برای هرگاه گوییم، منظم را X فضای تعریف٧.٢.١.
.A ⊆ H و x ∈ G که باشند موجود X در G و H مجزای باز مجموعه دو x /∈ A هر

هر و X در U باز مجموعه هر برای آن�گاه باشد، منظم X فضای اگر .٨.٢.١ قضیه
.x ∈ V ⊆ V ⊆ U که دارند وجود X در V باز مجموعه ،x ∈ U

� . [١] به کنید رجوع . برهان



١٢ پیش�نیازها .١ فصل

مجموعه�ی دو هر برای هرگاه گوییم، نرمال را X توپولوژی فضای تعریف٩.٢.١.
داشته وجود X در H و G مجزای و باز مجموعه�ی دو X در F و E مجزای و بسته

.F ⊆ H و E ⊆ G که طوری به باشند

F اگر صورتͬ�که، در گوییم منظم کاملا́ را X توپولوژی فضای .١٠.٢.١ تعریف
داشته وجود به�قسمͬ f ∈ C(X) آن�گاه ،x ∈ X \ F و باشد X بسته مجموعه زیر

.f [F ] = ۰ و f(x) = ۱ که باشد

صفر اگر تنها و اگر است، منظم کاملا́ X هاسدورف فضای .١١.٢.١ قضیه
بدهند. تشͺیل X در بسته مجموعه�های برای پایه�ای مجموعه�ها

� . [١] به کنید رجوع . برهان

هرگاه باشد، هاسدورف و منظم کاملا́ فضای ͷی X کنیم فرض .١٢.٢.١ قضیه
کاملا́ X در B و A آن�گاه ،A ∩ B = ∅ و باشد فشرده B ⊆ X و بسته A ⊆ X

و f [A] = {۰} که دارد وجود f : X −→ R تابع دیͽر عبارت به بود. خواهند مجزا
.f [B] = {۱}

� . [١] به کنید رجوع . برهان

مجزا کاملا́ را X توپولوژی فضای از B و A مجموعه زیر دو .١٣.٢.١ تعریف
و f [B] = {۱} که باشد موجود f : X −→ [۰,۱] مانند پیوسته تابعͬ هرگاه گوییم،

.f [A] = {۰}

است. منظم منظم، کاملا́ فضای هر .١۴.٢.١ قضیه

و باشد پیوسته f : X −→ R و x /∈ A و باشد بسته X در A اگر . برهان
مͬ�گیریم نظر در زیر صورت به را H و Gاست کافͬ .f(x) = ۰ و f(A) = ۱

G = f−۱((
۱
۲
,
۳
۲
)) , H = f−۱((

−۱
۲
,
۱
۲
)).

� .x ∈ H و A ⊆ G و هستند مجزا و باز H و G


