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พ়ࢁඟوदدردا਩ی

نمͬ�کنند. بندگͬ که را بندگانͬ مͬ�کند خدایͬ که را خدایͬ سپاس

خواهران و بوده�اند زندگͬ مراحل تمام در من پشتیبان و مشوق همیشه که عزیزم مادر و پدر از ابتدا در

مͬ�کنم. تشͺر بوده�اند، من همدم و همراه همیشه که مهربانم

صمیم از زحماتشان و راهنمایͬ�ها تمام خاطر به طاهرخانͬ، علͬ دکتر آقای جناب گرانقدرم استاد از

آرزومندم. را بهترین�ها برایشان و سپاسͽزارم قلب

این داوری زحمت که ایران، ریاضͬ ماندگار چهره�ی محمودیان، عبادا... سید دکتر آقای جناب از

خود برای بزرگ افتخاری را دفاع جلسه�ی در ایشان حضور و سپاسͽزارم بسیار کردند قبول را پایان�نامه

مͬ�دانم.

بسیار پایان�نامه این داوری قبول خاطر به باستانͬ فروش علͬ دکتر آقای و ذاکر منوچهر دکتر آقای از

سپاسͽزارم.

و تشͺر نهایت نموده�اند، یاری مهم این رساندن انجام به در مرا نوعͬ به که کسانͬ همه�ی از همچنین

دارم. را قدردانͬ

چهار



چͺیده

این که باشد رأسͬ دارای ͬͽرن کلاس هر هرگاه گویند b-رن�͹آمیزی را Gگراف از مجازی رن�͹آمیزی

ͷی ،Gگراف که k طبیعͬ عدد بزرگ�ترین به باشد. داشته همسایه دیͽر ͬͽرن کلاس�های تمام در رأس

مͬ�دهیم. نشان φ(G) با را آن و گوییم G گراف ͬͽرن-b عدد باشد، داشته ͹رن k با b-رن�͹آمیزی

مͬ�پردازیم. گراف�ها b-رن�͹آمیزی با ارتباط در قضیه�ها و ویژگͬ�ها برخͬ بررسͬ به پایان�نامه این در

همچنین مͬ�کنیم. مطالعه را منتظم گراف�های در ͬͽرن-b عدد با قطر و کمر اندازه، بین ارتباط ابتدا

اثباتمͬ�کنیم. گراف، ͬͽرن-b حسبعدد بر زیرگرافرأسحذفشده ͬͽرن-b عدد برای را کران�هایͬ

همچنین مͬ�پردازیم. گراف�ها مستقیم و الفبایͬ قوی، حاصل�ضرب�های ͬͽرن-b عدد بررسͬ به سپس

انتها، در ,٢n+k)KGمͬ�پردازیم. n) b-طیفگراف� تعیین و کنسر گراف�های ͬͽرن-b عدد بررسͬ به

کرد. خواهیم بررسͬ را منتظم گراف�های ͬͽپیوست-b

کنسر. گراف گراف�ها، حاصل�ضرب منتظم، گراف ،ͬͽپیوست-b ،ͬͽرن-b عدد کلیدی: واژه�های
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پیش�گفتار

G گراف رأسͬ مجاز رن�͹آمیزی از منظور است. رن�͹آمیزی گراف، نظریه�ی� در مهم مفاهیم از ͬͺی

دنبال به معمولا�ً .f(x) ̸= f(y) ،G از {x, y} یال هر برای که است f : V (G) → C مانند تابعͬ

گراف که k طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین هستیم. ممͺن ͹رن تعداد کمترین با گراف ͷی مجاز کردن ͹رن

نشان χ(G) نماد با را آن و گوییم G گراف ͬͽرن عدد را باشد داشته ͹رن k با مجاز رن�͹آمیزی G

NP-سخت١ مسئله�ی ͷی کلͬ حالت در χ(G) ≤ n مسئله�ی ،n شده�ی داده عدد برای مͬ�دهیم.

روش�های است. حریصانه الͽوریتم گراف�ها، رن�͹آمیزی برای شده شناخته الͽوریتم�های از ͬͺی است.

در را رن�͹ها تعداد گراف، ͷی اولیه�ی رن�͹آمیزی در تغییراتͬ با آن�ها در که دارند وجود نیز دیͽری

کلاس�های کردن ͬͺی با که است صورت بدین روش�ها این از ͬͺی مͬ�دهیم. کاهش امͺان صورت

رن�͹آمیزی روش این مͬ�دهیم. کاهش را رن�͹ها تعداد گراف، از اولیه رن�͹آمیزی در مستقل ͬͽرن

شد. معرفͬ ١٩۶٧ سال در پرینس۴ و هدتنیم٣ͬ هرری٢، توسط بار نخستین که مͬ�شود نامیده کامل

رن�͹های امͺان صورت در که است صورت بدین است، پایان�نامه این اصلͬ موضوع که دیͽری روش

رن�͹آمیزی�هایͬ بحث، موضوع بنابراین کنیم. توزیع دیͽر ͬͽرن کلاس�های بین را ͬͽرن کلاس ͷی

b-رن�͹آمیزی ͷی را f : V (G) → C رن�͹آمیزی ندارد. وجود آن�ها برای امͺان این که بود خواهند

همسایه دیͽر ͬͽرن کلاس�های همه�ی در رأس این که باشد داشته رأسͬ ͬͽرن کلاس هر هرگاه مͬ�نامیم

١ NP-hard

٢ Harary

٣ Hedetniemi

۴ Prins

١



بزرگ�ترین به شد. معرفͬ ١٩٩٩ سال در منلاو٢ و ١͹ایروین وسیله�ی به b-رن�͹آمیزی مفهوم دارد.

G گراف ͬͽرن-b عدد باشد، داشته وجود G گراف برای ͹رن k با b-رن�͹آمیزی که k طبیعͬ عدد

کلͬ حالت در که کردند ثابت [٧] در منلاو و ͹ایروین مͬ�دهیم. نمایش φ(G) با را آن و مͬ�گوییم

برای هرگاه گوییم b-پیوسته را G گراف است. NP-سخت مسئله�ای گراف�ها، ͬͽرن-b عدد تعیین

داشته وجود G گراف برای ͹رن k با b-رن�͹آمیزی ͷی ،χ(G) ≤ k ≤ φ(G) که k طبیعͬ عدد هر

گراف در رن�͹آمیزی نظریه�ی گراف، در اولیه تعاریف بیان به نامه، پایان این در اول فصل در باشد.

دارند. b-رن�͹آمیزی مطالعه�ی در را مهمͬ نقش منتظم گراف�های مͬ�پردازیم. b-رن�͹آمیزی مفهوم و

d+١ رأس، d۴ با گرافd-منتظم هر ͬͽرن-b عدد که کردند ثابت [١٢] در ویͽت و توزا کراتوچویل،

آن�ها مقاله، این در مͬ�پردازیم. جیͺواک و کبلو از [۴] مقاله�ی کامل بررسͬ به دوم فصل در است.

همچنین است. d + ١ با برابر رأس ٢d٣ حداقل با d-منتظم گراف هر ͬͽرن-b عدد که دادند نشان

d حسب بر خطͬ پایین کران ͷی دارای ،۵ کمر با منتظم گراف�های ͬͽرن-b عدد که کردند ثابت

کران�هایͬ که مͬ�کنیم بررسͬ را راج فرانسیس و بالاکریشنان از [١] مقاله�ی دوم فصل ادامه�ی در است.

شده ثابت G گراف ͬͽرن-b عدد حسب بر G − v شده�ی حذف رأس زیرگراف ͬͽرن-b عدد برای

است [٨] از برگرفته که مستقیم و الفبایͬ قوی، حاصل�ضرب�های ͬͽرن-b عدد سوم، فصل در است.

این� در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را کنسر گراف�های ͬͽرن-b عدد چهارم، فصل در مͬ�آوریم. را

به�کارگیری از استفاده با [٩] در عمومͬ و جوادی مͬ�کنیم. مطرح را [٩] و [۵] ،[٢] مقاله�های زمینه

حدس آن�ها همچنین آوردند. به�دست ,KG(nرا گراف(٢ ͬͽرن-b عدد اشتاینر، سه�گانه�ی سیستم�های

حاجͬ از [۵] مقاله�ی ادامه، در .φ(KG(m,n)) = Θ(mn) ،nمثبت و صحیح عدد هر برای که زدند

و بالاکریشنان از است. شده اثبات عمومͬ و جوادی حدس آن در که مͬ�کنیم بررسͬ را ابوالحسن

١ Irving

٢ Manlove

٢



کران ،KG(٢n+ k, n)گراف رأس�های کردن محدود با که مͬ�کنیم مطالعه را [٢] مقاله�ی کاواسͺار

مͬ�پردازیم. ͬͽپیوست-b مفهوم بررسͬ به انتها، در کردند. ثابت گراف این ͬͽرن-b عدد برای را بالایͬ

همچنین و مͬ�کنیم مطرح [٢] مقاله�ی از را آمده +٢n)KGبه�دست k, n)گراف b-طیف که قضیه�ای

کرد. خواهیم بررسͬ را منتظم گراف�های در ͬͽپیوست-b

٣



اول فصل

مقدمه

پایان�نامه این بعدی فصل�های در که آنچه و گراف نظریه�ی از اولیه�ای تعریف�های فصل این بخشاول در

فصل�های در که مباحثͬ و گراف�ها رن�͹آمیزی از مقدماتͬ به دوم بخش در مͬ�آوریم. را است نیاز مورد

مͬ�کنیم. اشاره شده، مطرح بعدی

اولیه تعریف�های ١.١

مجموعه با چندگانه) یال و طوقه (بدون ساده گرافͬ گراف، ͷی از منظور پایان�نامه، این سراسر در

مͬ�دهیم. نشان [n] نماد با را {١, ٢, ..., n} مجموعه�ی همچنین است. ناتهͬ و متناهͬ رأس�های

کامل گراف مͬ�نامیم. کامل گراف را دارد وجود یال رأس دو هر بین آن در که گرافͬ .١.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Kn با را رأسͬ n

هر سر ͷی که کرد افراز چنان X و Y بخش دو به را G گراف رأس�های بتوان اگر .٢.١.١ تعریف

۴



با دوبخشͬ گراف مͬ�نامیم. دوبخشͬ گرافͬ را G گراف باشد، Y در آن دیͽر سر و X در G از یال

کامل دوبخشͬ گراف را است مجاور Y رأس�های همه�ی با X رأس هر آن در که Y و X بخش�های

Km,n با را Y و X روی کامل دوبخشͬ گراف این�صورت در ،|Y | = n و |X| = m اگر مͬ�گوییم.

مͬ�دهیم. نشان

ͷی درجه�ی از رأس�ها بقیه�ی و n− ١ درجه�ی از آن رأس ͷی که رأس n با Gگراف .٣.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان K١,n−١ با و مͬ�نامیم ستاره� گراف را باشد

است. شده آورده ستاره� گراف�های از نمونه�هایͬ ،١.١ شͺل در مثال برای

ستاره�. گراف�های :١.١ شͺل

تعداد مͬ�گوییم. خوشه را باشد کامل آن�ها روی القایͬ زیرگراف گرافکه از رأس�هایͬ تعریف١.١.۴.

مͬ�دهیم. نشان ω(G) با را آن و گوییم G خوشه�ای عدد را Gگراف در خوشه بزرگ�ترین رأس�های

گراف. ͷی در کامل تطابق :٢.١ شͺل

۵



دارای آن از یال دو هیچ که Gاست یال�های از زیرمجموعه�ای ،Gگراف در یͷتطابق تعریف١.١.۵.

M یال�های روی که رأس�هایͬ به باشد. G گراف در تطابق ͷیM کنید فرض نباشند. مشترک رأس

تمامͬ هرگاه گوییم کامل تطابق را G گراف در تطابق ͷی گوییم. M-آلوده رأس�های شده�اند واقع

͹پررن (یال�های است کامل تطابق ͷی ،٢.١ شͺل باشند. شده آلوده تطابق یال�های رأس�هایGتوسط

هستند). تطابق

با و مͬ�گوییم u و v فاصله�ی گراف، در u و vرأس دو بین مسیر کوتاهترین طول به .۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش d(u, v)

باشد. داشته وجود مسیر آن رأس دو هر بین هرگاه گوییم همبند را Gگراف .٧.١.١ تعریف

باشد. برابر رأس�هایش همه�ی درجه�ی هرگاه گوییم منتظم را Gگراف .٨.١.١ تعریف

بین فاصله�ی بیشترین طول به مͬ�نامند. گراف کمر را گراف در دور کوتاهترین طول .٩.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان diam(G) با را Gگراف قطر گوییم. گراف قطر گراف، در رأس دو

است. دو کامل دوبخشͬ گراف�های در قطر و ͷی با برابر کامل گراف�های قطر

رأس�های بین یالͬ هیچ هرگاه گوییم مستقل گراف، رأس�های از S زیرمجموعه�ی به .١٠.١.١ تعریف

گوییم استقلال عدد را Gگراف در مستقل مجموعه�ی بزرگ�ترین رأس�های تعداد باشد. نشده واقع S

مͬ�دهیم. نشان α(G) نماد با را آن و

رأس هر اگر تنها و اگر است احاطه�گر مجموعه�ی گراف، رأس�های از زیرمجموعه�ای A مجموعه�ی

باشد. داشته A در همسایه�ای یا و باشد A به متعلق یا گراف

مشخصشده�اند). مربع با که (رأس�هایͬ است شده آورده احاطه�گر مجموعه��ی از مثالͬ ٣.١ شͺل در

که است گرافͬ ،KG(n,m) کنسر گراف .n ≥ m و m,n ∈ N کنید فرض .١١.١.١ تعریف

Y و X رأس دو است. [n] از عضوی m زیرمجموعه�های همه�ی مجموعه�ی آن، رأس�های مجموعه�ی

مͬ�نامیم پترسن گراف را KG(۵, گراف(٢ .X ∩ Y = ∅ اگر تنها و اگر هستند مجاور گراف این در

۶



احاطه�گر. مجموعه�ی :٣.١ شͺل

.(۴.١ (شͺل

برای باشند. داشته مشترک عضوی باید گراف این در مستقل مجموعه�های کنسر، گراف تعریف بنابر

گراف این در مستقل مجموعه�ای دارند، را ͷی مشترک عضو که پترسن گراف در رأس�هایͬ همه�ی مثال

هستند.

پترسن. گراف :۴.١ شͺل

٧



گراف�ها رن�͹آمیزی ٢.١

مسائل اولین از است. بوده رن�͹آمیزی مسئله�ی گراف، نظریه�ی در توجه مورد مفاهیم از ͬͺی همواره

حدود بود. مانده باقͬ نشده اثبات سال�ها که کرد اشاره ͹حدس۴-رن یا قضیه به مͬ�توان رن�͹آمیزی

چهار کار این برای که شد متوجه انͽلستان نقشه�ی رن�͹آمیزی حین در گاتری١ فرانسیس ،١٨۵٠ سال

مͬ�گوید قضیه این ساده بیان به بود. ͹۴-رن مسئله�ی بیان برای گام نخستین این است. کافͬ ͹رن

چهار فقط نباشند ͹هم�رن نقشه در همسایه نواحͬ و کشورها به�طوری�که نقشه هر کردن ͹رن برای که

اپل٢ ١٩٧۶ سال در نهایت در شد. انجام مسئله این اثبات برای بسیاری تلاش�های است. کافͬ ͹رن

کردند. اثبات را حدس این رایانه ͷکم به هیͺن٣ و

است f : V (G) → C مانند تابعͬ ،Gگراف از رأسͬ مجاز یͷرن�͹آمیزی از منظور تعریف١.٢.١.

مͬ�گوییم همچنین مͬ�نامیم. ͹رن ͷی را C از عضو هر .f(x) ̸= f(y) ،G از {x, y} یال هر برای که

کلاس ͷی تشͺیل ͹رن ͷی با رأس�های .f(x) = c هرگاه است شده ͹رن c ∈ C ͹رن با x رأس

مͬ�دهند. ͬͽرن

رن�͹های تعداد کمترین با را گراف ͷی که هستیم این دنبال به امͺانات، کردن بهینه دلیل به معمولا�ً

کنیم. رن�͹آمیزی ممͺن

عدد باشد داشته ͹رن k با مجاز رن�͹آمیزی Gگراف که را k طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین تعریف٢.٢.١.

مͬ�دهیم. نشان χ(G) نماد با را آن و مͬ�نامیم Gگراف ͬͽرن

گراف�های ͬͽرن عدد همچنین است. سه و دو با برابر ترتیب به فرد و زوج دورهای ͬͽرن عدد مثال برای

١ Francis Guthrie

٢ Appel

٣ Haken

٨



است. n با برابر Kn

است V١, ..., Vk زیرمجموعه�ی k به G رأس�های از افرازی ،G گراف از k-رن�͹آمیزی ͷی واقع در

است. G در مستقل مجموعه�ای Vi مجموعه�ی ،١ ≤ i ≤ k ،i هر برای به�طوری�که

داریم Gگراف هر برای .٣.٢.١ گزاره

ω(G) ≤ χ(G).

حریصانه. رن�͹آمیزی :۵.١ شͺل

به�وسیله�ی رن�͹آمیزیحریصانه بͽیرید. نظر در را V (G) از v١, ..., vn ترتیبرأس�های تعریف٢.١.۴.

از پیش که را ͬͽرن کوچ�ͷترین vi به به�طوری�که مͬ�آید به�دست v١, ..., vn ترتیب با رأس�ها رن�͹آمیزی

دهیم. اختصاص را نرفته بͺار i از کوچ�ͷتر اندیس با همسایه�های روی آن

است. شده داده نشان Gگراف برای حریصانه�ای رن�͹آمیزی ۵.١ شͺل در مثال برای

است. NP-سخت١ مسئله�ی ͷی کلͬ حالت در χ(G) ≤ n مسئله�ی ،n شده�ی داده عدد برای

الͽوریتم�ها این از ͬͺی باشیم. گراف�ها رن�͹آمیزی برای ابتͺاری الͽوریتم�های دنبال به باید بنابراین

١ NP-hard

٩



است. حریصانه الͽوریتم گراف�ها، رن�͹آمیزی برای

سال در دارد. وجود رن�͹آمیزی ͷی در رفته بͺار رن�͹های تعداد کردن کم برای نیز دیͽری روش�های

را رن�͹آمیزی (این کردند معرفͬ را کامل رن�͹آمیزی مفهوم [۶] در پرینس و هدتنیمͬ هرری، ١٩۶٧

به یافتن دست و مستقل ͬͽرن کلاس�های کردن ͬͺی بر مبتنͬ روش این مͬ�نامند). نیز a-رن�͹آمیزی

است. کمتر رن�͹های تعداد با رن�͹آمیزی

عضو دو هر برای هرگاه مͬ�نامیم کامل یͷرن�͹آمیزی را f : V (G) → C رن�͹آمیزی تعریف٢.١.۵.

نباشد. مستقل مجموعه�ای f−١(i) ∪ f−١(j) ،C به متعلق j و i متمایز

گراف از f : V (G) → [k] کامل رن�͹آمیزی ͷی که را k طبیعͬ عدد بزرگ�ترین .۶.٢.١ تعریف

ͬͽرن-a عدد واقع در مͬ�دهیم. نشان ψ(G) با و مͬ�نامیم G گراف ͬͽرن-a عدد باشد، داشته وجود

ͷی ،ͬͽرن کلاس دو کردن ͬͺی با نمͬ�توان که است حالتͬ برای رفته بͺار ͹رن تعداد بیشترین نشانͽر

آورد. به�دست کمتر رن�͹های تعداد با رن�͹آمیزی

.Gگراف b-رن�͹آمیزی :۶.١ شͺل

استفاده مورد رن�͹های تعداد کردن کمتر برای را دیͽری روش [٧] در منلاو و ͹ایروین ١٩٩٩ سال در

امͺان صورت در که بود این بر مبتنͬ آنها روش دادند. قرار مطالعه مورد گراف، ͷی رن�͹آمیزی برای

کنیم. توزیع ͬͽرن کلاس�های بقیه�ی بین را ͬͽرن کلاس ͷی

١٠



حرف اولین دارد قرار a-رن�͹آمیزی ابتدای در a حرف چون و است قبلͬ روش از تعمیمͬ روش این

شد. انتخاب رن�͹آمیزی نوع این برای b یعنͬ a از بعد

ͬͽرن کلاس هر هرگاه مͬ�نامیم b-رن�͹آمیزی ͷی را f : V (G) → C رن�͹آمیزی .٧.٢.١ تعریف

دارد. همسایه دیͽر ͬͽرن کلاس�های همه�ی در که باشد رأسͬ شامل

با G گراف از مجازی رن�͹آمیزی به ،۶ ͹رن به C٨ و ۴ ͹رن به C۵ و C١ ͹رن تغییر با ،G گراف در

.(۶.١ (شͺل دارد خاصیتb-رن�͹آمیزی که مͬ�یابیم دست ͹رن پنج

G از رأس هر باشد. آن از رن�͹آمیزی f : V (G) → C و گراف ͷی G کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. رن�͹احاطه�گر رأس را بیاید آن بسته�ی ͬͽهمسای در C رن�͹های تمام که

.c ∈ C و باشد آن از رن�͹آمیزی ͷی f : V (G) → C و گراف ͷی G کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

باشد. داشته وجود c͹رن با رن�͹احاطه�گر رأسͬ هرگاه مͬ�کند پیدا نمود c͹رن گوییم

G گراف از f : V (G) → [k] b-رن�͹آمیزی ͷی که را k طبیعͬ عدد بزرگ�ترین .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان φ(G) با و مͬ�نامیم G ͬͽرن-b عدد باشد، داشته وجود

.φ(G) = ۵ داریم بنابراین ندارد. ͹رن شش با b-رن�͹آمیزی ،۶.١ شͺل در Gگراف

مͬ�پردازیم. گراف�ها ͬͽپیوست-b مفهوم و تعریف به اینجا در

b-طیف باشد، ͹رن k با b-رن�͹آمیزی دارای G گراف که را k اعداد مجموعه�ی .١١.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم b-پیوسته را Gگراف مͬ�دهیم. نمایش Sb(G) با و گوییم Gگراف

Sb(G) = {k : k ∈ N, χ(G) ≤ k ≤ φ(G)}.

مͬ�شود، تصور معمولا�ً که آنچه برخلاف استکه این درباره�یb-رن�͹آمیزی جالب خاصیت�های از ͬͺی

نیستند. b-پیوسته گراف�ها همه�ی

١١


