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چͺیده
معادلات این تعریفشاخص، با است. ولترا انتͽرال معادلات از یͷدستͽاه جبری انتͽرال معادله�ی
معادلات شود. مͬ پذیر امͺان معادلات این عددی و دقیق جوابهای تحلیل و مطالعه شده، بندی طبقه
با جبری انتͽرال معادلات از نمونه�هایͬ آنها، از ترکیبͬ و اول نوع انتͽرال معادلات دوم، نوع انتͽرال

هستند. متفاوت شاخص�های
توسط شده ارائه پژوهشͬ سوال دو، شاخص از هسنبرگ جبری انتͽرال معادلات بررسͬ و تحلیل
پیوسته تͺه�ای چندجمله�ای�های فضای در شاخصدلخواه هر برای را آن رساله این در که بود برونر هرمان
تعریف�های در اساسͬ بازنͽری تحلیل، این راستای در مͬ�کنیم. تحلیل کامل و به�صورتجامع ناپیوسته و
همͽرایͬ قضیه�های بیان برای همچنین کرد. خواهیم معرفͬ را رتبه-درجه شاخص و داده انجام شاخص
جدیدی مفهوم دلخواه، شاخص از جبری انتͽرال معادلات برای هم�محلͬ روش�های همͽرایͬ مرتبه�ی و
مͬ�دهیم. تعمیم غیرخطͬ به خطͬ حالات از را مفاهیم این سپس کرد. خواهیم معرفͬ را اختلال آنالیز از
مͬ�کنیم. معرفͬ را جدیدی ناپذیر اجتناب رده�بندی�های و تعریف�ها غیرخطͬ معادلات توصیف برای
تحت هم را جبری دیفرانسیل معادلات بلͺه جبری انتͽرال معادلات تنها نه رساله، این از حاصل نتایج
برای را رساله این نتایج از مهمͬ کاربردهای جدید، ابزار جعبه معرفͬ با انتها در مͬ�دهد. قرار تاثیر

داد. خواهیم ارائه جبری دیفرانسیل معادلات
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پیشͽفتار

شامل رده این است. ولترا انتͽرال معادلات دستͽاه از خاص رده�ی ͷی جبری، انتͽرال معادلات دستͽاه
١ چیستیاکف کارهای در رابطه این در پژوهش اولین است. اول نوع و دوم نوع انتͽرال معادلات دستͽاه
چیستیاکفشاخصدیفرانسیل و گییر مͬ�شود. دیده ١٩٨٧-١٩٩٠ سال�های فاصله در [٢٠] ٢ گییر و [١۶]
اختصار همچنین کرد. معرفͬ [٢٠] مهم مقاله�ی در را شاخص کاهش روند همچنین گییر کردند. معرفͬ را
بار اولین برای را چپ شاخص چیستیاکف شاگرد ٣ بولاتف است. شده ظاهر مقاله این در بار اولین IAE
انتͽرال معادلات از رده�ا�ی حل کائوتن .[٣٢] است شده ارائه ۴ کائوتن توسط روشعددی اولین کرد. معرفͬ
کار مهمترین شاید است. داده قرار مطالعه مورد تͺه�ای چندجمله�ای�های از استفاده با را ͷشاخصی از جبری
که مͬ�کند اشاره کتاب این در برونر است. [۵] ۵ برونر کتاب آخر فصل جبری، انتͽرال معادلات زمینه�ی در
مطالعه�ی آینده مطالعات بعدی فصل و است رسیده پایان به دیفرانسیل انتͽرال و انتͽرال معادلات آنالیز تقریبا

مͬ�آورد. کتاب این در را کنترلͬ شاخص تعمیم برونر، همچنین بود. خواهد جبری انتͽرال معادلات
برونر توسط شده ارائه پژوهشͬ سوال دو، شاخص از هسنبرگ جبری انتͽرال معادلات بررسͬ تحلیل
و جامع به�صورت ناپیوسته و پیوسته مجزای فضاهای در دلخواه شاخص هر برای را آن توانستیم ما که بود
شاخص و دادیم انجام شاخص تعاریف در اساسͬ بازنͽری که بود تحلیل این راستای در کنیم. تحلیل کامل
هم�محلͬ روش�های همͽرایͬ مرتبه�ی و همͽرایͬ قضیه�های بیان برای همچنین کردیم. معرفͬ را رتبه-درجه
مربوط قضیه�های و معرفͬ را اختلالͬ تحلیل از جدیدی مفهوم شاخصدلخواه از جبری انتͽرال معادلات برای
غیرخطͬ معادلات توصیف برای دادیم. تعمیم غیرخطͬ به خطͬ حالات از را مفاهیم سپس کردیم. بیان را
معادلات تنها نه رساله، این از حاصل نتایج کردیم. معرفͬ را جدیدی ناپذیر اجتناب رده�بندی�های و تعریف�ها
ابزار جعبه معرفͬ با انتها در است. داده قرار تاثیر تحت هم را جبری دیفرانسیل معادلات بلͺه جبری انتͽرال

دادیم. ارائه را رساله این نتایج از مهمͬ کاربردهای جدید
است. شده تنظیم فصل پنج قالب در رساله این

در شاخص مفهوم سپس، مͬ�شود. معرفͬ جبری دیفرانسیل و جبری انتͽرال معادلات اول، فصل در
جدید شاخص�های و معرفͬ موجود شاخص�های مͬ�شود. مطالعه جبری انتͽرال و جبری دیفرانسیل معادلات
شاخص به توجه با �مͬ�شود. بحث شاخص�ها میان ارتباط با رابطه در ممͺن حد تا مͬ�شوند. معرفͬ یا و تعمیم
مͬ�شود ثابت و بیان قضیه�هایͬ تحت جبری انتͽرال معادلات جواب یͺتایͬ و وجود شرایط رتبه-درجه جدید
و مͬ�شوند بیان گرانوال نامساوی مانند دیͽر فصل�های برای لازم مقدماتͬ قضیه�های فصل انتهای در سپس و

١Chistyakov
٢Gear
٣Bulatov
۴Kauthen
۵Brunner



چ

مͬ�شوند. داده تعمیم یا
با خطͬ جبری انتͽرال معادلات حل مͬ�شوند. معرفͬ تͺه�ای چندجمله�ای�های فضاهای دوم، فصل در
سپسقضیه�های مͬ�شود. بررسͬ ناپیوسته تͺه�ای رویفضاهایچندجمله�ای�های هم�محلͬ روش�های از استفاده
شاخص از هسنبرگ خطͬ جبری انتͽرال معادلات روی هم�محلͬ روش�های همͽرایͬ مرتبه�ی و همͽرایͬ
مͬ�شوند. مهیا شده، بیان قضیه�های درستͬ دادن نشان برای عددی آزمایش�های همچنین مͬ�شود. بیان دلخواه
برای پیوسته تͺه�ای چندجمله�ای�های فضای روی هم�محلͬ روش�های همͽرایͬ تحلیل سوم، فصل در
برای عددی آزمایش�های همچنین مͬ�شود. انجام دلخواه شاخص از هسنبرگ خطͬ جبری انتͽرال معادلات

مͬ�شوند. مهیا شده، بیان قضیه�های درستͬ دادن نشان
فصل روش�های مرتبه�ی و همͽرایͬ تحلیل مͬ�شود. داده اختصاص غیرخطͬ معادلات به چهارم، فصل
فصل این غیرخطͬ معادلات در مطالعه برای تعاریفجدید همچنین مͬ�شود. بررسͬ فصل این در سوم و دوم

مͬ�شود. ارائه
بهینه جبری، انتͽرال معادلات برای روش�ها این پیش، فصل سه همͽرایͬ نتایج به توجه با آخر، فصل در
در رساله این نتایج کاربردهای از مهم نمونه�های مͬ�گردد. ارائه عملͬ کاربردهای برای نرم�افزاری و شده
تقویت از حاصل معادلات و وندرپل معادله�ی شیمیایͬ، ترکیبات جنبشͬ انرژی ساده، آون معادلات حل

مͬ�شوند. بیان ترانزیستوری ͷی و ترانزیستوری دو کننده�های
زیرند: شرح به شده�اند، مستخرج رساله این از که مقالاتͬ

B. Shiri, S. Shahmorad and G. Hojjati, Convergence analysis of piecewise continuous

collocation methods for higher index integral algebraic equations of Hessenberg type. Int.

J. Appl. Math. Comput. Sci., 232, 341-355, (2013).

B. Shiri, S. Shahmorad and G. Hojjati, Numerical solution of DAEs using their IAE’s

structure: simple pendulum, Robertson problem, and transistor amplifier. Mathematical

Modelling and Analysis , submited.

B. Shiri, Numerical solution of higher index nonlinear integral algebraic equations of

Hessenberg type using discontinuous collocation methods. Mathematical Modelling and

Analysis , submited.
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۵١ . . . . . . . . گسسته�سازی بدون پیوسته هم�محلͬ روش برای اختلالͬ آنالیز ١.٣.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . گسسته�سازی با هم�محلͬ روش برای اختلالͬ آنالیز ٢.٣.٣
۵٧ . . . . . . . دلخواه شاخص از هسنبرگ جبری انتͽرال معادلات برای همͽرایͬ تحلیل ۴.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته�سازی بدون هم�محلͬ روش ١.۴.٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته�سازی با هم�محلͬ روش ٢.۴.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معادل قوی طور به ۵.٣
۶٣ . . . . . . هسنبرگ شͺل با معادل قوی طور به معادلات همͽرایͬ قضیه�های ١.۵.٣



د مطالب فهرست

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی آزمایش�های ۶.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیͽر روش�های با مقایسه ٧.٣

٧٢ غیرخطͬ جبری انتͽرال معادلات ۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمـه ١.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخص تعمیم ٢.۴
٧۴ . . . . . . . . . . . S(٠)

m (Ih) و S(−١)
m−١(Ih) فضای روی هم�محلͬ روش سازی پیاده ٣.۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . S(−١)
m−١(Ih) فضای روی هم�محلͬ روش سازی پیاده ١.٣.۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . S(٠)
m (Ih) فضای روی هم�محلͬ روش سازی پیاده ٢.٣.۴

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ هسنبرگ معادلات برای همͽرایͬ قضیه�های ۴.۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ هسنبرگ معادلات معرفͬ ١.۴.۴
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایͬ قضایای ٢.۴.۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی آزمایش�های ۵.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . جدید طبقه�بندی�های و جواب به شاخص ͬͽوابست در بحثͬ ۶.۴
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی آزمایش�های ٧.۴

٩٢ جبری انتͽرال معادلات کاربرد ۵
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمـه ١.۵
٩٣ . . . . . . . . . . . جبری دیفرانسیل معادلات برای هم�محلͬ روش�های پیاده�سازی ٢.۵
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . جبری دیفرانسیل معادلات ابزار جعبه از استفاده راهنمای ٣.۵
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . constDCCM دستور ١.٣.۵
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DAEDCCM دستور ٢.٣.۵
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �وندرپل معادله�ی ۴.۵
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده آون ۵.۵
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رابرتسن مسئله�ی ۶.۵
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کننده�ها تقویت ٧.۵
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترانزیستوری ͷی کننده�ی تقویت ١.٧.۵
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترانزیستوری دو کننده�ی تقویت ٢.٧.۵

١١۴ آتͬ کارهای برای پیشنهاد و نتیجه�گیری ۶

١١٧ متلب برنامه�های آ�
١١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . constDCCM برنامه�ی آ�.١



ذ مطالب فهرست

١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DAEDCCM برنامه�ی آ�.٢
١٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده آون برنامه�ی آ�.٣
١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ربرتسون مسئله�ی برنامه�ی آ�.۴
١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترانزیستوری دو تقویت�کننده�های برنامه�ی آ�.۵

١٣٣ کتاب�نامه

١٣۶ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٣٨ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



شͺل�ها فهرست

:١ مثال در ،c = [٠, ٠٫ ٣۵, ٠٫ ٨, ٠٫ ٩۵] با پیوسته فضای در گسسته� هم�محلͬ روش ١.٣
است. مختلف مولفه�های برای log(h) به نسبت log(∥e(h)∥) مقادیر شده رسم تابع�های
شده برده به�کار سوم تا اول مولفه�های برای ترتیب به ستاره و پنج�ضلعͬ جمع، نمادهای

۶۶ . . . . . . . . هستند. ٢ و ٣ ،۴ شیب�های دارای ترتیب به شده کشیده خطوط است.

٨٧ .١.٧.۴ مثال مستقل آزاد ساختار با جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه عددی و دقیق جواب ١.۴
.١.٧.۴ مثال مستقل آزاد ساختار با جبری معادلاتدیفرانسیل عددیدستͽاه و جوابدقیق ٢.۴
دقیق جواب به عددی جواب t = π/٢ بحرانͬ نقطه�ی از بعد که مͬ�دهد نشان مثال این
‘RelTol′ = ١e−۶ مقادیر با ‘ode١۵s’ دستور از استفاده با عددی نتایج نمͬ�شود. همͽرا

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . است. آمده به�دست ‘AbsTol′ = [١e− ٨, ١e− ٨] و
٨٩ .١.٧.۴ مثال مستقل آزاد ساختار با جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه عددی و دقیق جواب ٣.۴
٩٠ .٢.٧.۴ مثال مستقل آزاد ساختار با جبری انتͽرال معادلات دستͽاه عددی و دقیق جواب ۴.۴

.٢.٧.۴ مثال مستقل آزاد ساختار با جبری انتͽرال معادلات دستͽاه عددی و دقیق جواب ۵.۴
دقیق جواب به عددی جواب t = π/٢ بحرانͬ نقطه�ی از بعد که مͬ�دهد نشان مثال این

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمͬ�شود. همͽرا

٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RLC مدار ١.۵
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . .µ =٫ ٠۵ ازای به واندرپل معادله�ی حل نمودارهای ٢.۵
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .µ = ١ ازای به واندرپل معادله�ی حل نمودارهای ٣.۵
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .µ = ۴ ازای به واندرپل معادله�ی حل نمودارهای ۴.۵
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .µ = ٧ ازای به واندرپل معادله�ی حل نمودارهای ۵.۵
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده آون ۶.۵

و N = ١٠٠٠ و ١ روش از استفاده با آون به متصل جرم سرعت و دکارتͬ مختصات ٧.۵
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = ٣

ر



ز شͺل�ها فهرست

١٠٧ . . . . . . . . . . . ٢ روش با (b) ١ روش با (a) ،N = ٢٠٠٠ با رابرتسن مسئله�ی ٨.۵
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترانزیستوری ͷی کننده�ی تقویت ٩.۵
١١٠ . . . . .N = ۵٠٠ و ١ روش از استفاده با ترانزیستوری ͷی کننده�ی تقویت عددی حل ١٠.۵
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترانزیستوری دو کننده�ی تقویت ١١.۵

c = [٠, ٫ ٣۵, ٫ ٨۵, ٫ ٩] با DAEDCCMروش از استفاده با ترانزیستوی دو تقویتکننده�ی حل ١٢.۵
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۴٠٠ و



جدول�ها فهرست

مقدارهای با ،tN,٣ ،tN,٢ ،tN,١ نقاط در ١.٩.٢ مثال گسسته هم�محلͬ روش خطای ١.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N مختلف

به�کار مرتبه، دادن نشان برای p � حرف .١.٩.٢ مثال گسسته هم�محلͬ روش همͽرایͬ مرتبه ٢.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده برده
۴۵ . . . . . . . . . . . . متفاوت. Nهای با ٢.٩.٢ مثال گسسته هم�محلͬ روش خطای ٣.٢

به�کار مرتبه، دادن نشان برای p � حرف .٢.٩.٢ مثال گسسته هم�محلͬ روش همͽرایͬ مرتبه ۴.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده برده

۶٨ . . . . .tN,۴ ،. . . ،tN,١ هم�محلͬ نقاط در ٢ مثال برای پیوسته هم�محلͬ روش خطای ١.٣
مرتبه، دادن نشان برای p � حرف .٢ مثال برای پیوسته هم�محلͬ روش همͽرایͬ مرتبه�ی ٢.٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده برده به�کار
i = ١, ٢, ازای٣ به ∥ei∥ با که ) h = ١ با پیوسته روشهم�محلͬ از خطایحاصل ماکزیمم ٣.٣
به ∥ẽi∥ با (که [٢۴] همͺارانش و هادیزاده توسط شده گزارش خطای و ( مͬ�دهیم نشان

٧٠ مͬ�دهد. نشان را هم�محلͬ روش محاسبه�ی زمان ct پارامتر مͬ�دهیم). نشان i = ١, ٢, ٣ ازای
٧٠ . . . . .hمختلف مقادیر و m = ٧ با پیوسته هم�محلͬ روش از حاصل خطای ماکزیمم ۴.٣
،m = ۶ با پیوسته هم�محلͬ روش از حاصل خطای ماکزیمم ۵.٣

c = [٠, ٠٫ ١٣, ٠٫ ٣۶, ٠٫ ٧٧, ٠٫ ٨۴, ٠٫ ٩٣, ١]

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .hمختلف مقادیر و

٨١ . . . . .N مختلف مقادیر برای S(−١)
m−١(Ih) فضای روی گسسته هم�محلͬ روش خطای ١.۴

٨١ . . . . . . . . . .١.۵.۴ مثال S(−١)
m−١(Ih) فضای روی گسسته هم�محلͬ روش مرتبه�ی ٢.۴

٨٢ . . . . . . .N مختلف مقادیر برای آنها مرتبه�ی و مختلف مولفه�های خطای ماکزیمم ٣.۴

١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .t = ١٢۴ در واندرپل معادله�ی حل عددی نتایج ١.۵

ژ



س جدول�ها فهرست

١٠۴ . . . . . . . . . .N = ١٠٠٠ با x١(t) مولفه�ی برای ساده آون� مسئله�ی عددی نتایج ٢.۵
١٠۴ . . . . . . . . . .N = ١٠٠٠ با x٢(t) مولفه�ی برای ساده آون� مسئله�ی عددی نتایج ٣.۵
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y١(t) مولفه�ی برای رابرتسن مسئله عددی نتایج ۴.۵
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y٢(t) مولفه�ی برای رابرتسن مسئله عددی نتایج ۵.۵
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y٣(t) مولفه�ی برای رابرتسن مسئله عددی نتایج ۶.۵
١٠٩ . . . . . . . . . ترانزیستوری. ͷی کننده�ی تقویت U۴(t) مولفه�ی برای عددی نتایج ٧.۵
١٠٩ . . . . . . . . . ترانزیستوری. ͷی کننده�ی تقویت U۵(t) مولفه�ی برای عددی نتایج ٨.۵
١١٣ . . . .t = ٠٫ ٢ نقطه�ی در [۵٢] در شده گزارش و هم�محلͬ روش عددی نتایج مقایسه�ی ٩.۵



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١

مقدمـه ١.١

تعریفشاخصمهمترین شود. مͬ شروع آتͬ فصل��های در نیاز مورد و مقدماتͬ مفاهیم بر مروری با رساله این
سرتاسر در همچنین شود. مͬ واقع توجه مورد شاخص جدید تعریف�های ارائه�ی تعمیم، سپس است. آنها
حد به قضیه�ها، و تعریف�ها به توجه با معادلات، دستͽاه�های دهنده�ی تشͺیل توابع مͬ�شود فرض رساله این

باشند. مشتق�پذیر کافͬ

جبری انتͽرال معادلات ٢.١

معادلات دستͽاه
A(t)y(t) +

∫ t

٠
k(t, s, y(s))ds = f(t), t ∈ I := [٠, T ], (١.١)

با k ∈ C(D× Rr,Rr) ،f ∈ C(I,Rr) ،A ∈ C(I,Rr×r) آن در که بͽیرید نظر در را
D := {(t, s) : ٠ ≤ s ≤ t ≤ T}

دستͽاه این مͬ�کنیم. جستجو C(I,Rr) فضای در را آن و است y دستͽاه این در مجهول تابع هستند. معلوم
مͬ�کند. مشخص را معادلات دستͽاه نوع چهار Aماتریس وضعیت به توجه با

اگر .١
A(t) = ٠, ∀t ∈ I,

است. اول نوع ولترای انتͽرال معادلات دستͽاه ͷی (١.١) دستͽاه

اگر .٢
detA(t) ̸= ٠, ∀t ∈ I,

است. دوم نوع ولترای انتͽرال معادلات دستͽاه ͷی (١.١) دستͽاه

t ∈ I بعضͬ ازای به و A(t) ̸≡ ٠ اگر .٣
detA(t) = ٠,

است. ضعیف منفرد ولترای معادلات دستͽاه ͷی (١.١) دستͽاه آنͽاه

و A(t) ̸≡ ٠ اگر .۴
detA(t) = ٠, ∀t ∈ I,

است. جبری انتͽرال معادلات دستͽاه ͷی (١.١) دستͽاه آنͽاه



٣ جبری دیفرانسیل معادلات .٣.١

موجود ،K : D 7−→ Rr مانند تابع ͷی اگر است خطͬ جبری انتͽرال معادلات دستͽاه ͷی (١.١) دستͽاه
که باشد

k(t, s, y(s)) = K(t, s)y(s).

جبری دیفرانسیل معادلات ٣.١

دستͽاه
F (y′(t), y(t), t) = ٠, t ∈ I := [٠, T ], (٢.١)

اگر است. مجهول تابع ،(r > ٢) ،y : I 7−→ Rr و F : Rr × Rr × I 7−→ Rr آن در که بͽیرید نظر در را

دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی (٢.١) آنͽاه باشد، منفرد (y′(t), y(t), t) ∈ Rr ×Rr × I هر ازای به ∂F
∂y′

دستͽاه (٢.١) دستͽاه خطͬ شبه حالت است. جبری
A(t)y′(t) + b(y(t), t) = ٠, t ∈ I := [٠, T ], (٣.١)

جبری دیفرانسیل معادلات تعریف به توجه با .b ∈ C(Rr × I,Rr) و A ∈ C(I,Rr×r) آن در که است
خطͬ حالت نهایت در یͷاست. حداقل ثابت رتبه�ی دارای و است منفرد A ماتریسͬ تابع که است واضح

دستͽاه (٢.١) دستͽاه
A(t)y′(t) +B(t)y(t) = q(t), t ∈ I := [٠, T ], (۴.١)

ماتریسͬ تابع ،(٣.١) دستͽاه در اگر .A ∈ C(I,Rr×r) و B ∈ C(I,Rr×r) ،q ∈ C(I,Rr) آن در که است
کلͬ طور به است. معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ،(٣.١) آنͽاه باشد نامنفرد t ∈ I هر ازای به A

صورت به اولیه شرایط با معمولͬ دیفرانسیل معادلات

y′(t) =F (t, y), t ∈ I := [t٠, T ], (۵.١)

y(t٠) =y٠,

.y٠ ∈ Rr و F : I × Rr −→ Rr آن در که است،

جبری دیفرانسیل معادلات شاخصبرای تعریف�های ۴.١

زیادی تعریف�های است. جبری انتͽرال و جبری دیفرانسیل معادلات طبقه�بندی برای تعریفشاخصمعیاری
تحلیل�های شاخص، از تعریفͬ به توجه با محققͬ هر دارد. وجود جبری دیفرانسیل معادلات شاخص برای
اهمیت شاخص�ها بین رابطه�ی کردن پیدا بنابراین است. داده انجام جبری دیفرانسیل معادلات روی را خود

مͬ�پردازیم. موضوع این به بعدی بخش�های در ما دارد. خاصͬ
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شاخصدیفرانسیل ١.۴.١

مͬ�گردد. بر [١٣ ،۴] ١ کمپبل کارهای به ،(٢.١) جبری دیفرانسیل معادلات برای دیفرانسیل شاخص

به را آن که باشد (٢.١) دستͽاه از t به نسبت لازم مشتقات تعداد کمترین m عدد اگر .١.۴.١ تعریف
(٢.١) جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه گوییم آنͽاه مͬ�کند، تبدیل معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

است. mشاخص دارای

جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه .٢.۴.١ }مثال
x′١(t) + x١(t) + x٢(t) = q١(t),

x١(t) = q٢(t),
(۶.١)

معادلات دستͽاه به دستͽاه، این از مشتق�گیری بار ͷی با بͽیرید. نظر در }را
x′′١(t) + x′١(t) + x′٢(t) = q′١(t),

x′١(t) = q′٢(t)
(٧.١)

به�دست معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه (٧.١) و (۶.١) دستͽاه دو از که است واضح مͬ�یابیم. �دست
مͬ�گیریم. مشتق ،(٧.١) دستͽاه از دیͽر بار ͷی لذا }نمͬ�آید.

x′′′١ (t) + x′′١(t) + x′′٢(t) = q′′١(t),
x′′١(t) = q′′٢(t).

(٨.١)

به�دست معادله�ی کنیم. کم (٧.١) دستͽاه اول معادله�ی از را (٨.١) دستͽاه دوم معادله�ی است کافͬ حال،
یعنͬ، (۶.١) دستͽاه اول معادله�ی و }آمده

x′١(t) + x١(t) + x٢(t) = q١(t),
x′١(t) + x′٢(t) = q′١(t)− q′′٢(t),

(٩.١)

دستͽاه این است. ٢ دستͽاه، این دیفرانسیل شاخص پس است. معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی
است. ٢ هسنبرگ بنام جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های از مهمͬ رده�ی از خاصͬ حالت

کلͬ، طور به [١] .٣.۴.١ مثال

صورت به دستͽاه�هایͬ شاخص *

y′(t) =f(y, z), t ∈ I := [t٠, T ], (١٠.١)

٠ =g(y, z),

باشد. نامنفرد t ∈ I هر ازای به ∂g
∂y

اگر است، ١ برابر

١Campbell
٢Hessenberg



۵ جبری دیفرانسیل معادلات برای شاخص تعریف�های .۴.١

صورت به دستͽاه�هایͬ شاخص *

y′(t) =f(y, z), t ∈ I := [t٠, T ], (١١.١)

٠ =g(y),

باشد. نامنفرد t ∈ I هر ازای به ∂g
∂y

∂f

∂z
اگر است، ٢ برابر

صورت به دستͽاه�هایͬ شاخص *

y′(t) =f(y, z), t ∈ I := [t٠, T ],

٠ =k(y, z, u), (١٢.١)

٠ =g(y)

باشد. نامنفرد t ∈ I هر ازای به ∂g
∂y

∂f

∂z

∂k

∂u
اگر است، ٣ برابر

،(١٠.١) دستͽاه�های صورت به رفته�اند به�کار ͬͺفیزی مدل�های در که جبری دیفرانسیل معادلات از بسیاری
این همچنین گرفته�اند. قرار بررسͬ مورد بیشتر جزئیات با [٢۵] مرجع در که هستند، (١٢.١) و (١١.١)
مورد بعدی فصل�های در که هستند هسنبرگ بنام جبری دیفرانسیل معادلات از وسیعͬ دسته�ی جزء معادلات

مͬ�گیرند. قرار توجه

شاخصاختلالͬ ٢.۴.١

طول در m اختلالͬ شاخص دارای (٢.١) جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه گوییم [٢۵] .۴.۴.١ تعریف
دستͽاه جواب تفاضل K مانند ثابتͬ عدد ͷی برای که باشد طبیعͬ عدد کوچͺترین m اگر است y جواب

اختلالͬ
F (z′(t), z(t), t) = δ(t), t ∈ I := [٠, T ], (١٣.١)

رابطه�ی در اصلͬ دستͽاه جواب و

max
t∈I

∥z(t)− y(t)∥ ≤K[∥z(٠)− y(٠)∥max
t∈I

∥δ(t)∥+max
t∈I

∥δ′(t)∥ (١۴.١)

+ · · ·+max
t∈I

∥δ(m−١)(t)∥]

مͬ�دهد. نشان را برداری نرم ∥.∥ آن در که کند صدق

.[٢۵] دارد جبری دیفرانسیل معادلات عددی تحلیل در مهمͬ نقش اختلالͬ شاخص
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شاخصسراسری ٣.۴.١

توسط شده شاخصمعرفͬ تعمیم ،(۴.١) متغیر ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلات برای شاخصسراسری
.[١] شود مͬ تعریف متعارفه شͺل به تبدیل از استفاده با شاخص این .[٢١] است ۴ پتزولد و ٣ گییر

توابع اگر است، m سراسری شاخص دارای (۴.١) جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵.۴.١ تعریف
دستͽاه ضرب با که به�طوری باشند موجود چنان ،F ∈ C١(I, L(Rr)) و E ∈ C(I, L(Rr)) ماتریسͬ

دستͽاه به F (t)−١y(t) = ỹ تبدیل از استفاده و E در چپ از (۴.١)[
I ٠
٠ J

]
ỹ
′
(t) +

[
W (t) ٠

٠ I

]
ỹ(t) = E(t)q(t), (١۵.١)

مͬ�کنیم، یادآوری .indg = m نویسیم مͬ و است m شاخص با پوچتوان ثابت ماتریس ،J آن در که برسیم
.Jm−١ ̸= ٠ و Jm = ٠ آن در که است m مانند عددی کوچͺترین ،J پوچتوان ماتریس شاخص

شاخصکنترلͬ ۴.۴.١

.[۴٠] کرده�اند تعریف تصویر عملͽر از استفاده با را شاخص همͺارانش و ۵ مارز

صورت به ماتریسͬ توابع از زنجیری ،{A, B} ∈ L(I, L(Rm)) ماتریسͬ توابع برای .۶.۴.١ تعریف
A٠ := A, B٠ = B −AP ′

٠,

Ai+١ = Ai +BiQi, (١۶.١)

Bi+١ = (Bi −Ai+١(P٠P١ . . . Pi+١)
′)Pi, i ≥ ٠,

که بͽیرید نظر در را
Pj = I−Qj

نویسیم مͬ صورت این در .j ≥ ٠ ،t ∈ I که است Nj(t) = kerAj(t) توی به Rr از تصویری Qj(t) و
از ( (۴.١) جبری دیفرانسیل معادلات دستͽاه (همچنین {A, B}ماتریس دسته مͬ�شود گفته و indt = m

ماتریسͬ توابع همه�ی اگر است mشاخص
Ai, i = ١, ...,m− ١

باشد. نامنفرد ،t ∈ I هر ازای به Am(t) و باشند ثابت رتبه�ی با منفرد
٣Gear
۴Petzold
۵Marz


