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منظم، دو حلقه های منظم، ضعیف طور به حلقه های منظم، حلقه های کلیدی: واژگان
اول قویاً حلقه های اول، رادیͺال طرفه، دو حلقه های ٢−اول،

چͺیده
منظم ضعیف طور به حلقه های عنوان با حلقه ها از خاص رده ای نامه پایان این در
ایدال های و حلقه ها این ساختار مورد در نتایج از طبقه بندی ͷی به و ͬ کنیم م بررسͬ را
ضعیف طور به کردکه ثابت چپ آرتینͬ حلقه های برای رامامورتͬ ͬ یابیم. م دست آن ها
نتیجه این که ͬ کنیم م مشاهده است. بودن دومنظم و بودن منظم با معادل بودن منظم
شرط در که R حلقه ی برای که ͬ کنیم م نتیجه گیری واقع در است. یافته تعمیم شرط ͷی
آن گاه باشد، منظم ضعیف طور به R اگر ͬ کند، م صدق راست پوچ ساز روی ACC

مستقیم جمع اگر تنها و اگر است منظم ضعیف طور به R همچنین و است دومنظم
قویاً ایدال های بودن ماکسیمال شرایط آن از پس باشد. ساده حلقه های از متناهͬ تعداد
است منظم R یافته کاهش حلقه که ͬ دهیم م نشان و ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را اول
اول قویاً ایدال هر اگر تنها و اگر باشد چپ π−منظم ضعیف طور به R اگر تنها و اگر

باشد. ماکسیمال از R



: ࣛ нقدѓم
و ώܧ܊ чॡون را زўدЋ͇م य़ ώܧ܊باђم ماे دϮم، ॠ॑ ʶϨت े स واژه ωقدܑۿرպن
زўدҊی، Ѣمام Һول े ժن حا҆ی و اҚ͙وار Ϸو҇ی ѝدرم داђم. ҆ی آن ́Οوӗʕ
Ј݉܊اसن ΄واࣰاђم و ࣳاे اϔت، ժن زўدҊی े اϯ҈ی Әϧف Юشاࣤ य़ ۳̖Јرم

زўدЋ͇م. सی ҵЭ͙واࣤ و Јګ̶ݨҋی



مداوўدا...١ ای
ایمان ما روشنفکران به و روشنایی، ما مومنان به و علم، ما عوام به و مسئولیت، ما علمای به
به و شرف ما مردان به و شعور ما زنان به و تعصب ما فهمیدگان به و فهم ما متعصبین به و
عقیده نیز ما دانشجویان به و عقیده ما اساتید به و اصالت ما جوانان به و گاهͬ آ ما پیروان
درد ما هنرمندان به و تعهد ما نویسندگان به و دین ما دینداران به و بیداری ما خفتگان به و
به و نیرو ما ضعیفان به و امید ما نومیدان به و هدف ما محققان به و شعور ما شاعران به و
حیات ما مردگان به و تکان ما راکدین به و قیام ما نشستگان به و گستاخͬ ما محافظه کاران
و علͬ(ع) ما شیعیان به و قرآن ما مسلمانان به و فریاد ما خاموشان به و نگاه ما کوران به و
ادب ما فحاشان به و انصاف ما خودبینان به و شفا ما حسودان به و وحدت ما فرقه های به
استعداد و تصمیم همت، ما ملت همه به و گاهͬ خودآ ما مردم به و صبر ما مجاهدان به و

ببخش! عزت و نجات شایستگͬ و فداکاری

׼͜وЯس ܔ܃ر यا нقدࣼ مدایا
ˑдواЄم.. زود ժن ΄وا҇ی ҆ی دࣼ уو را آԽдه य़ آن˾وࣤ

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



Вپاس ऌاری...

پايان به را نامه پايان اين تا ساخت راهم رفیق را توفيق که منان ایزد نثار شایان شͺر
راهنما استاد عنوان به شیرعلͬ نسرین دکتر خانم سرکار اندیشمند و فاضل استاد از برسانم.
سرکار از . دارم را تشͺر ،کمال اند داه قرار خود محبت و لطف مورد را نگارنده همواره که
مرا و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره  و مطالعه زحمت که داوودیان مریم دکتر خانم

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد
تا نمودند فراهم فکری آسایش و روحͬ آرامش که مهربانم و دلسوز ، عزیز مادر و پدر از
را درسͬ نامه پایان نیز و تحصیلͬ مراتب ، مطلوب محیطͬ در جانبه همه های حمایت با
عزیزم همسر از ͬ دانم م لازم همچنین نمایم. سپاسͽزاری ؛ برسانم اتمام به احسن نحو به
برایم را مسیر مشͺلات و بوده تحمل و صبر اسوه که او کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه
بودند زحماتم متحمل تحصیل طول در همواره که عریزم خواهران از پایان در نمود. تسهیل
ͬ کنم. م قدردانͬ است؛ من دلͽرمͬ مایه وجودشان و مشͺلات، با مواجهه در من گاه تکیه و

ܑ۾زی کار اәʕم
՟̣Тن۱۳۹۳
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پیشͽفتار

.Ra = RaRa ،a ∈ R هر ازای به که است حلقه ای چپ، منظم ضعیف طور به حلقه ی

طور به حلقه ی ͬ شود. م تعریف مشابه صورت به نیز راست منظم ضعیف طور به حلقه

خصوص در باشد. راست و چپ منظم ضعیف طور به که است حلقه ای منظم ضعیف

از بخشͬ ͷی هر که است رسیده چاپ به مقاله چندین منظم ضعیف طور به حلقه های

نامه ی پایان داده اند. قرار تحقیق و مطالعه مورد را حلقه ها این پرمایه و جذاب خصوصیات

ͬ باشد. م مقاله های زیر تفسیر و توضیح حاصل حاضر

1. Weakly regular rings with ACC on annihilators and maximality of strongly

prime ideals of weaklyregular rings Chan Yong Hong, Young Cheol Jeon,

Kyoung Hwan Kim,Nam Kyun Kim„ Yang Lee

2. Weakly regular rings,V.S. Ramamurthi, Canad. Math. Bull. 16 (1973)

317–321.

بررسͬ به منظم ضعیف طور به حلقه های بررسͬ و تعریف از پس پایان نامه این در

که ͬ کنیم م مشاهده و ͬ پردازیم م دومنظم حلقه های و π−منظم ضعیف طور به حلقه های

ͬ کنند. م صدق راست پوچساز روی ACC شرط در چپ منظم ضعیف طور به حلقه های

ضعیف طور به R اگر راست، پوچساز روی ACC شرط با R حلقه برای داد خواهیم نشان

دومنظم R حالت این در و است ساده حلقه های از مستقیمͬ جمع R آن گاه باشد، چپ منظم

١



٢ پیشͽفتار

٢−اول حلقه ͷی R اگر که ͬ دهیم م نشان ٢−اول، حلقه  های تعریف با آن از پس است.

ضعیف طور به R/N∗(R) اگر تنها و اگر است منظم ضعیف طور به R/N∗(R) باشد،

نشان نهایت در باشد. ماکسیمال R از اول ایدال هر اگر تنها و اگر باشد راست π−منظم

ایدال هر اگر تنها و اگر است منظم ضعیف طور به R ،R یافته ی کاهش حلقه برای ͬ دهیم م

باشد. ماکسیمال R از اول قویاً



١ فصل

اولیه مفاهیم

حلقه

با +, . : R × R → R عمل دو با است ناتهͬ مجموعه ای R کنید فرض .١ . ٠ . ١ تعریف

خصوصیات

است. آبلͬ گروه ͷی (R,+) .١

است. گروه نیم ͷی (R, .) .٢

:a, b, c ∈ R هر برای یعنͬ؛ است، توزیع پذیر جمع به نسبت ضرب .٣

(a+ b)c = ac+ bc

a(b+ c) = ab+ ac

٣



۴ اولیه مفاهیم .١

اعمال این با و باشد بسته R در ضرب و جمع عمل تحت و ⊘ ̸= S ⊆ R اگر علاوه به

ͬ نامیم. م R از حلقه زیر ͷی را S آن گاه باشد، حلقه ͷی خود

هرگاه: ͬ نامیم، م راست ایدال ͷی را (R,+) از I زیرگروه ͷی .١ . ٠ . ٢ تعریف

∀r ∈ R , ∀a ∈ I , ra ∈ I

حلقه ای همریختͬ را هستند حلقه دو هر R, S که f : R → S نگاشت .١ . ٠ . ٣ تعریف

a, b ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم، م

f(a+ b) = fa+ fb

f(ab) = f(a)f(b)

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را حلقه ای همریختͬ ͷی هسته ی

kerf := {a ∈ R : : f(a) = ٠S}

است. R از ایدال ͷی f از همریختͬ ͷی هسته ی

: R حلقه اعضای از خصوصیاتͬ .۴ . ١ . ٠ تعریف

که باشد موجود ٠ ̸= b ∈ R ͷی اگر ͬ شود، م نامیده صفر چپ مقسوم علیه a ∈ R ‐عضو

.ab = ٠

باشد موجود ٠ ̸= b ∈ R ͷی اگر ͬ شود، م نامیده راست صفر مقسوم علیه a ∈ R ‐عضو

.ba = ٠ که

راست و چپ صفر مقسوم علیه a هرگاه ͬ شود، م نامیده صفر مقسوم علیه a ∈ R ‐عضو

باشد.

.a٢ = a هرگاه است، خودتوان a ∈ R‐



۵

.ak = ٠ که باشد موجود k ∈ N هرگاه است، پوچ توان a ∈ R‐

.aba = a که باشد موجود b ∈ R هرگاه است، منظم a ∈ R‐

.(ab = ١) ba = ١ که باشد موجود b ∈ R ͷی اگر است (راست) چپ وارون پذیر a ∈ R‐

وارون پذیر هرگاه گوییم، وارون پذیر را a ∈ R است. R واحد عضو ١ = ١R اینجا در که

باشد. راست و چپ

توجه:

زیرا است؛ راست صفر مقسوم علیه نباشد، (راست) یͺه که e ∈ R خودتوان عضو هر .١

.e(١ − e) = ٠ = e(e− ١) نتیجه در e٢ = e

است. صفر مقسوم علیه ͷی پوچ توان عضو هر .٢

وارون b ∈ R آن در که ab = ١ از زیرا است؛ منظم a ∈ R راست وارون پذیر عضو هر .٣

رسید. aba = a به ͬ توان م است a راست

از خودتوانͬ اعضای ba و ab آن گاه، ،aba = a ،b ∈ R برای و باشد منظم a ∈ R اگر .۴

.(ba)٢ = b(aba) = ba ، (ab)٢ = (aba)b = ab هستند: R

: .۵ . ١ . ٠ تعریف

معنا بدین باشد، R حلقه مرکز در e هرگاه ͬ نامیم، م مرکزی را e ∈ R خودتوان عضو .(١)

.ae = ea باشیم داشته a ∈ R هر برای که

همچنین .e١e٢ = e٢e١ = ٠R هرگاه نامیم، متعامد را e١, e٢ ∈ R خودتوان اعضای .(٢)

مجموعه ͷی متعامدند، دو به دو که را R خودتوان اعضای از (eα)α∈I مجموعه ی ͷی

.eβeα = eαeβ = ٠ ،α ̸= β هر ازای به یعنͬ، ͬ نامیم؛ م متعامد



۶ اولیه مفاهیم .١

.R چپ ایدال های از خصوصیاتͬ .۶ . ١ . ٠ تعریف

:R حلقه از I چپ ایدال

نباشد. R از ناصفری چپ ایدال هیچ شامل سره طور به و I ̸= ٠ اگر است مینیمال ‐

نباشد. R چپ ایدال هیچ مشمول سره طور به و I ̸= R اگر است، ماکسیمال ‐

.Ik = (٠) به طوری که باشد موجود k ∈ N ͷی اگر است، پوچ توان ‐

باشد. پوچ توان I عضو هر اگر است، پوچ  ‐

.I٢ = I اگر است خودتوان ‐

گردد. تولید متناهͬ مجموعه ͷی توسط اگر است، مولد متناهͬ ‐

شود. تولید حلقه از عضو ͷی توسط اگر است، اصلͬ ‐

ͬ شود. م بیان فوق تعاریف R دوطرفه ایدال و راست ایدال برای مشابه طور به

:R حلقه ی

نباشد. نابدیهͬ ایدال هیچ شامل R و R٢ ̸= ٠ اگر ͬ شود، م نامیده ‐ساده

باشد. خودش ساده ایدال های همه مستقیم جمع R اگر ͬ شود، م نامیده نیم ساده ‐

به  باشد موجود b ∈ R عنصر ،a ∈ R هر برای  هرگاه ͬ شود، م نامیده نیومن) (ون منظم ‐

.a = aba که طوری

باشد. نداشته ناصفر پوچ توان عضو R هرگاه ͬ شود، م نامیده کاهشͬ ‐

تقسیم حلقه هر باشد. داشته راست و چپ وارون آن عضو هر اگر ͬ شود، م نامیده تقسیم ‐

است. میدان تعویض پذیر

باشد. ناصفر R ناصفر ایدال های تمام اشتراک اگر است، تحویل نا پذیر مستقیم طور به ‐

باشد. R از اولͬ ایدال (٠) اگر ͬ شود، م نامیده اول ‐

باشد. R از نیم اولͬ ایدال (٠) اگر ͬ شود، م نامیده نیم  اول ‐



٧

a−١ ∈ R آن گاه ،◦ ̸= a ∈ R اگر زیرا است؛ منظم حلقه ͷی ،R تقسیم حلقه .١ . ٠ . ٧ مثال

.a = aa−١a بنابراین .aa−١ = ١R که است موجود

است. منظم منظم، حلقه های حاصل ضرب .١ . ٠ . ٨ مثال

تعریف زیر صورت به را راست پوچ ساز A ⊆ R ناتهͬ مجموعه زیر برای .١ . ٠ . ٩ تعریف

ͬ کنیم: م

r(A) = annR
r (A) = {b ∈ R | ab = ◦ ,∀a ∈ A}

از: است عبارت A چپ پوچ ساز و

l(A) = annR
l (A) = {b ∈ R | ba = ◦ , ∀a ∈ A}

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به a ∈ R عضو ͷی پوچ ساز بنابراین

r(a) = annR
r (A) = {b ∈ R | ab = ◦}

l(a) = annR
l (A) = {b ∈ R | ba = ◦}

آن (چپ) راست ایدال حلقه، ͷی عضو هر (چپ) راست پوچ ساز که باشیم داشته توجه

است. حلقه

به  e + I آن گاه باشد، R ايدال يك I و R حلقه در خودتوانͬ عضو e اگر .١ . ٠ . ١٠ تذکر

ͬ باشد. نم برقرار مطلب این عکس ولͬ است. R
I

قسمتͬ خارج حلقه خودتوان عضو وضوح

خودتوان عنصر دو تنها Z كه صورتͬ در دارد، متمايز خودتوان عضو چهار Z
۶Z مثال عنوان به

دارد.

نامتناهͬ صرفاً را R صورت این در باشد. ساده حلقه ی R کنید فرض .١ . ٠ . ١١ تعریف

به طوری که باشند موجود x, y ∈ R ،r ∈ R هر برای و نباشد تقسیم حلقه ی R هرگاه ͬ نامیم، م

.xry = ١



٨ اولیه مفاهیم .١

x, y ∈ R آن گاه r ∈ R اگر زیرا دارند؛ خودتوان نامتناهͬ صرفاً حلقه های .١ . ٠ . ١٢ تذکر

.(ryx)٢ = ry xry︸︷︷︸
=١

x = ryx بنابراین .xry = ١ به طوری که موجودند

شده اند فرض یͷ دار و شرکت پذیر زیرحلقه ها و حلقه ها پایان نامه این سراسر در قرارداد:

تحت و ͬ رسد م ارث به زیرحلقه هایش به حلقه، ͷی عنصر شود. ذکر آن خلاف مͽر

ͬ یابد. م انتقال واحد این حلقه ای همریختͬ

اول کاملا́ و اول ایدال های ١ . ١

ایدال هر برای هرگاه ͬ شود، م نامیده اول ایدال ،R حلقه ی از P سره ی ایدال .١ . ١ . ١ تعریف

.B ⊆ P یا A ⊆ P دهد نتیجه AB ⊆ P ،R حلقه ی از ،B و A

هر برای صورت این در باشد. حلقه ای همریختͬ f : R → S کنید فرض .١ . ١ . ٢ تذکر

داریم: S حلقه ی از I ایدال

f(f−١(I)) = I ∩ Imf.

آن گاه ͬ شود، م تعریف راست و چپ طور به که باشد ویژگͬ ͷی P هرگاه .١ . ١ . ٣ تذکر

چپ و راست از P ویژگͬ که است این است P ویژگͬ با حلقه ͷی R مثلا این که از منظور

از منظور هم چنین آن. مشابه موارد و مدول ها و ایدال ها برای مشابه موارد و است برقرار

باشد. ویژگͬ آن دارای حلقه عنوان به R
I

که است این است P ویژگͬ دارای I این که

،a, b ∈ R هر برای به طوری که باشد آن از ایدالͬ P و حلقه ͷی R کنید فرض .۴ . ١ . ١ گزاره

است. اول ایدال P صورت این در .b ∈ P یا a ∈ P دهد نتیجه ab ∈ P

نشان صورت این  در .IJ ⊆ P و باشند R حلقه ی از ایدال هایی J و I کنید فرض برهان.

حال دارد. وجود x ∈ I\P این صورت در ،I ⊈ P کنید فرض .J ⊆ P یا I ⊆ P ͬ دهیم م

.J ⊆ P لذا .y ∈ P فرض بنابر .xy ∈ IJ ⊆ P داریم y ∈ J هر برای



٩ اول کاملا́ و اول ایدال های .١ . ١

صورت این در باشد. آن ایدال P و تعویض پذیر حلقه ی ͷی R کنید فرض .۵ . ١ . ١ گزاره

.b ∈ P یا a ∈ P آن گاه ،ab ∈ P هرگاه a, b ∈ R هر برای اگر تنها و اگر است اول ایدال P

.abR ⊆ P صورت این در .ab ∈ P و باشد R حلقه ی از اول ایدال P کنید فرض برهان.

اول ایدال P چون .R(aRb)R ⊆ P بنابراین .aRb ⊆ P لذا است، تعویض پذیر R چون

تعریف بنابر برعکس .b ∈ P یا a ∈ P ترتیب این به .RbR ⊆ P یا RaR ⊆ P پس است

است. بدیهͬ اول ایدال

R از سره ایدال هر به طوری که باشد تعویض پذیر حلقه ی ͷی R کنید فرض .۶ . ١ . ١ گزاره

است. میدان R صورت این در باشد. اول

دهیم نشان است کافͬ است. صحیح قلمرو R پس است، اول ایدال (◦) چون برهان.

که آن جا از ͬ باشد، م R اول ایدال < a٢ > فرض بنابر .< a >= R ،a ̸= ◦ هر برای

صورت این در و a = ra٢ که دارد وجود r ∈ R نتیجه در a ∈< a٢ > بنابراین a٢ ∈< a٢ >

R این رو از و است وارون پذیر a یعنͬ، ١؛ = ra که ͬ دهد م نتیجه a ̸= ٠ و (١− ra)a = ٠

است. میدان

هم ارزند: زیر شرایط صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١ . ١ . ٧ گزاره

اولند. R از سره ایدال های تمام .١

ͬ اند. خط مرتب شمول رابطه با R ایدال های الف) .٢

خودتوان  اند. R ایدال های تمام ب)

اول I ∩ J ،(١) بنابر باشند. R سره ایدال های J و I کنید فرض الف) (٢ ⇐ ١) برهان.

.J ⊆ I یا I ⊆ J بنابراین .J ⊆ I ∩J یا I ⊆ I ∩J ͬ کند م ایجاب این IJ ⊆ I ∩J اما است
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.I = I٢ پس .I ⊆ I٢ داریم بنابراین .II ⊆ I٢ و است اول ایدال I٢ ،(١) بنابر ب)

به طوری  که I, J ⊇ P کنید فرض هم چنین باشد. R از سره ایدال P کنید فرض (١ ⇐ ٢)

(٢) بنابر I ⊆ J کنید فرض (الف)، (٢) بنابر .J ⊆ P یا I ⊆ P ͬ دهیم م نشان .IJ ⊆ P

.I ⊆ P بنابراین I = I٢ ⊆ IJ ⊆ P ب)،

در مشمول ،R حلقه ی از I سره ایدال هر آن گاه باشد، ناصفر حلقه ی R اگر .١ . ١ . ٨ قضیه

است. ماکسیمال ایدال ͷی

کنید. مراجعه [٣٧] منبع از (١٨.٢) لم به برهان.

ͬ باشد. م ماکسیمال ایدال ͷی دارای حداقل غیرصفر حلقه ی هر .١ . ١ . ٩ نتیجه

شرایط صورت این در باشد. R حلقه ی در سره راست ایدال ͷی P اگر .١ . ١ . ١٠ گزاره

هم ارزند: زیر

.b ∈ P یا a ∈ P آن گاه ،ab ∈ P و aP ⊆ P اگر ،a, b ∈ R هر برای .١

.a−١P = P آن گاه ،a /∈ P و aP ⊆ P اگر a ∈ R هر برای .٢

،(١) فرض بنابر لذا .ax ∈ P صورت این در x ∈ a−١P کنید فرض (٢ ⇐ ١) برهان.

حال .a−١P ⊆ P نتیجه در .x ∈ P لذا a /∈ P ،(٢) فرض طبق اما .x ∈ P یا a ∈ P

پس .x ∈ a−١P نتیجه در .ax ∈ P لذا ،aP ⊆ P ،(٢) فرض بنابر آن گاه ،x ∈ P اگر

.P = a−١P بنابراین .P ⊆ a−١P

یا a ∈ P ͬ دهیم م نشان صورت این در ،ab ∈ P و aP ⊆ P کنید فرض (١ ⇐ ٢)

ͬ گیریم م نتیجه ab ∈ P این که از .P = a−١P ،(٢) فرض بر بنا a /∈ P گیریم .b ∈ P

.b ∈ a−١P = P

ͬ نامیم، م اول کاملا́ راست ایدال را R حلقه ی در P سره راست ایدال .١ . ١ . ١١ تعریف

کند. صدق قبل گزاره ی معادل شرایط از ͬͺی در هرگاه
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دامنه R
P

حلقه هرگاه ͬ شود، م نامیده اول کاملا́ ،R حلقه ی از P یدال که ͬ کنیم م یادآوری

.b ∈ P یا a ∈ P دهد، نتیجه ab ∈ P ،a, b ∈ R هر برای و P ̸= R معادل، طور به باشد.

اول کاملا́ راست ایدال ͷی P آن گاه باشد، R حلقه ی از سره ایدال P اگر .١ . ١ . ١٢ گزاره

و اگر است اول کاملا́ راست ایدال P به ویژه باشد. اول کاملا́ ایدال اگر تنها و اگر است

باشد. اول کاملا́ چپ ایدال اگر تنها

و a, b ∈ R اگر .aP ⊆ P داریم a ∈ R هر برای است، R از ایدالͬ P که آن جا از برهان.

ͷی P بنابراین .b ∈ P یا a ∈ P پس است، اول کاملا́ P این که به توجه با آن گاه ،ab ∈ P

است. اول کاملا́ راست ایدال

(راست) اول کاملا́ P ایدال آن گاه باشد، تعویض پذیر حلقه ی ͷی R اگر .١ . ١ . ١٣ نتیجه

باشد. اول ایدال اگر تنها و اگر است

است. اول حلقه Mn(R) باشد، اول حلقه ͷی R اگر .١۴ . ١ . ١ تذکر

تعویض پذیر حلقه های در اول ایدال های مفهوم تعمیم اول کاملا́ راست ایدال های بنابراین

در اول ایدال ͷی که ͬ دهیم م نشان مثال ͷی با حال هستند. تعویض نا پذیر حلقه های به

نیست. اول کاملا́ الزاما تعویض ناپذیر حلقه ی

که داریم توجه ͬ گیریم. م نظر در را M٢(Z) =
(

Z Z
Z Z

)
حلقه ی .١۵ . ١ . ١ مثال

دهیم قرار اگر زیرا نیست؛ اول کاملا́ ایدال است، اول عدد ͷی p آن در که M٢(pZ) = I

.B /∈ I و A /∈ I ولͬ AB =

( ٠ ٠
٠ ٠

)
∈ I آن گاه ،B =

( ٠ ٠
٠ ١

)
و A =

( ١ ٠
٠ ٠

)
است. M٢(Z) حلقه ی از اول ایدال ͷی I که ͬ دانیم م اما

ایدال های از اشتراکͬ P اگر ͬ شود، م نامیده نیم اول P ⊂ R سره ی ایدال ͬ کنیم م یادآوری

باشد. R اول
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روی n× n ماتریس های حلقه Mn(R) آن گاه باشد، نیم اول حلقه ͷی R اگر .١۶ . ١ . ١ تذکر

است. نیم اول R

اگر تنها و اگر است، نیم اول R حلقه در I ایدال ناگاتا): ‐ ͬͺلویتس) .١ . ١ . ١٧ قضیه

.x ∈ I آن گاه ،xRx ⊆ I و x ∈ R هرگاه

کنید. مراجعه [٣٢] منبع از (٧.٢) قضیه به برهان.

ندارد. پوچ توان ناصفر ایدال R آن گاه باشد، نیم اول حلقه R اگر .١ . ١ . ١٨ قضیه

اشترک در پوچ توان ایدال هر چون Ik = ٠ یعنͬ، باشد؛ R پوچ توان ایدال I اگر برهان.

به بنا طرفͬ از ͬ گیرد، م قرار اول ایدال های اشتراک در I پس ͬ گیرد، م قرار اول ایدال های

.I = ٠ لذا است، صفر برابر اول ایدال های اشتراک نیم اول، حلقه تعریف

حلقه ای R هرگاه مثال عنوان به نیست؛ درست ١ . ١ . ١٨ قضیه عکس اما .١ . ١ . ١٩ تذکر

ͬ باشد. م آن پوچ توان عضو ͷی
[٠ ١
٠ ١

]
ولͬ است نیم اول M٢(R) آن گاه باشد، نیم اول

است. نیم اول کاهش یافته، حلقه ی هر .١ . ١ . ٢٠ نتیجه

باشد. کاهش یافته حلقه ͷی R/P هرگاه ͬ گوییم، م نیم اول کاملا́ را P .١ . ١ . ٢١ تذکر

این در باشد. R تعویض پذیر حلقه ی از زیرمجموعه ͷی S کنید فرض .١ . ١ . ٢٢ تعریف

همچنین و باشد حلقه ضربی همانͬ شامل S هرگاه است ضربی بسته S که ͬ گوییم م صورت

باشد. بسته حلقه ضرب تحت

باشد، R تعویض پذیر حلقه ی در اول ایدال های از خانواده ای {Pi}i∈I اگر .١ . ١ . ٢٣ مثال

است. R حلقه ی ضربی بسته زیرمجموعه ی S = R\
∪

i∈I Pi آن گاه
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مقسوم علیه صفر که ناصفر، حلقه ی ͷی در عناصری تمام از مرکب مجموعه .٢۴ . ١ . ١ مثال

است. ضربی بسته نباشند،

این در باشد. R حلقه ی از ضربی بسته ی زیرمجموعه ی S کنید فرض .٢۵ . ١ . ١ گزاره

اول ایدال P آن گاه باشد، ماکسیمال هستند S از مجزا که ایدال هایی میان در P اگر صورت

است.

حلقه ی از I, J ایدال های صورت این در نباشد اول ایدال P کنید (خلف) فرض برهان.

،P بودن ماکسیمال بنابر حال .IJ ⊆ P ولͬ .J ⊋ P و I ⊋ P به طوری که موجودند R

این و P ∩ S ̸= ∅ نتیجه در .xy ∈ IJ ∩ S بنابراین است. موجود y ∈ J ∩ S و x ∈ S ∩ I

ͬ باشد. م اول ایدال P لذا است. تناقض

R از ایدالͬ I و باشد R حلقه از ضربی بسته زیرمجموعه ی S کنید فرض .٢۶ . ١ . ١ قضیه

P و I ⊆ P به طوری که است موجود P اول ایدال صورت این در است مجزا S از که باشد

ͬ باشد. م مجزا S از

است. واضح اثبات قبل گزاره بنابر برهان.

قرارداد: و تعریف .١ . ١ . ٢٧ تعریف

است مرسوم R جیͺوبسن رادیͺال به که R ماکسیمال ایدال های همه اشتراک :J(R)

١ − ras ،s, r ∈ R و ،a ∈ J(R) هر ازای به که است R از طرفه دو ایدال بزرگترین و

کنید) مراجعه [٢٨] منبع از (١.۵) گزاره (به است. وارون پذیر

است. R حلقه اول ایدال های مجموعه ی :Spec(R)

آن گاه باشد، ar = ٠ و کاهش یافته R اگر ͬ کنیم، م توجه .١ . ١ . ٢٨ تذکر

(راست) چپ پوچ سازهای حلقه ها، این در نتیجه در .ra = ٠ لذا و (ra)٢ = rara = ٠

هستند. نیز (چپ) راست پوچ سازهای حلقه، اعضای
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هستند. مرکزی R کاهش یافته ی حلقه ی در خودتوان ها .١ . ١ . ٢٩ گزاره

داریم: x ∈ R هر برای باشد. حلقه خودتوان عضو ͷی e اگر برهان.

(exe− ex)٢ = ٠ , (exe− xe)٢ = ٠

e یعنͬ، xe = ex x؛ ∈ R هر برای لذا exe = ex و exe = xe پس است؛ کاهش یافته R اما

است. مرکزی خودتوان ͷی

وارون ناپذیر اعضای از مجموعه ͷی اگر ͬ نامیم م موضعͬ R حلقه ͷی .١ . ١ . ٣٠ تعریف

باشد. R از ایدالͬ R

مدول ها مقدماتͬ مفاهیم ١ . ٢

تابعͬ همراه M آبلͬ گروه صورت این در باشد، حلقه ͷی R کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه ͬ گوییم م یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی را (r,m) 7−→ rm آن در که R×M →M مانند

باشیم: داشته a, b ∈M و r, s ∈ R هر به ازای 

.r(a+ b) = ra+ rb .١

.(r + s)a = ra+ sa .٢

.r(sa) = (rs)a .٣

.١Ra = a ،a ∈M هر برای .۴

ͬ شود. م تعریف یͺانͬ راست مدول R ترتیب همین به

با M چپ مدول ‐R صورت این در باشد، تعویض پذیر حلقه ی ͷی R کنید فرض

R‐مدول ،M گوییم بنابراین ͬ شود، م تبدیل راست R‐مدول ͷی به r.a = a.r تعریف

است.


