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  تقدير و تشكرتقدير و تشكرتقدير و تشكرتقدير و تشكر

مان بخشيد و به طريق علم ودانش رهنمونمان شد و به  سپاس بي كران پروردگار يكتا را كه هستي

  .شه چيني از علم معرفت را روزيمان ساخترهروان علم و دانش مفتخرمان نمود و خوهمنشيني 

دانم سپاس گذار تمامي عزيزاني باشم كه در  اكنون در آستانه راهي نو به پاس پروردگار بر خود لازم مي

  .روزگار ياريم نمودندبرابر سختي ها و ناملايمات 

  .سپاس فراوان از پدر ومادرم استوره هاي صبر، محبت، گذشت و شمع هاي فروزان زندگيم

دارم كه  ابراز مي دكتر عليرضا جانفدادكتر عليرضا جانفدادكتر عليرضا جانفدادكتر عليرضا جانفدامراتب تشكر و سپاس خود را از استاد راهنماي ارجمند جناب آقاي 

  .ياري فرمودند و هدايت گرانبهاشان مرا در تدوين اين پايان نامه ها با را هنمايي

ي كاري زياد  از اساتيد بزرگوار جناب آقاي دكتر اسدي و جناب آقاي دكتر ميري كه با وجود مشغله

  .قبول زحمت فرمودند و داوري اين پايان نامه را به عهده گرفتند بسيار سپاسگذارم

  .كليه دوستان و همكلاسي هاي عزيزم صميمانه تشكر مي كنماز 
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  مقدمه

  

دو مدول -�به  �جبر  -��از يك  �كه هر اشتقاق لي پيوسته  ثابت كرد 1996در سال  1جانسون 

�به صورت  تواند مي �باناخ  � � � :�تجزيه شود كه در آن  	 � � و  معمولي يك اشتقاق �

  τ است �به مركز  � يك نگاشت خطي پيوسته از.  

پذيري متقارن و در حقيقت  كوهمولوژيكي يعني مفهوم ميانگين يها  روشاين حكم با  �10
در 

ساختار  2ويلنا �22
 در. دست آمده استه براي جبرهاي باناخ ميانگين پذير متقارن ب

 وي ثابت كرد .روي جبرهاي باناخ يكدار بررسي كردي را كه لزوما كراندار نيستند لهاي  اشتقاق

:�اگر  � � گاه اشتقاق لي القا   باشد آن) مختلط يكدار،( �جبر باناخ يك اشتقاق لي روي  �

: ��شده طبيعي  � �
�

�
روي  ��به مجموع يك اشتقاق  

�

�
براي  �روي  �	و تابعك خطي  

يك  كه كه عبارت تقريبا همه به اين معني است. شود ميتجزيه  يهاولهاي   آل ايدهتقريبا همه 

، به هر باشد نميوجود دارد كه اين حكم براي آنها برقرار  يههاي اول  مجموعه متناهي از ايده آل

  .اين مجموعه تهي استگاه   آنيك اشتقاق لي پيوسته باشد  �حال اگر 

- ��هاي لي روي  بدون داشتن فرض كرانداري، نشان دادند كه اشتقاق 4و متيو 3آرا �1
 در

  .شوند تجزيه ميجبرهاي به قدر كافي ناجابجايي به شكل استاندارد 

                                                           
١
 Johnson 
٢
 Villena  
٣
 Ara  
٤
 Mathieu 
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به بررسي مفاهيم و قضايايي خواهيم پرداخت كه در طول اين  1در فصل  نامه اياندر اين پ

هاي لي روي جبرهاي فون نيومن را  ، ساختار اشتقاق2در فصل . پايان نامه مورد نياز است

1
در  هايي  با تركيب روش 3كنيم و در فصل  بررسي مي�,
اي ه اشتقاقيك ديد تازه از  �22

   آوريم را بدست مي يههاي اول ايده آلجبرها به پيمانه -��لي روي 

  

     

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 



  

  فصل اول

  نیاز مفاهیم مقدماتی و قضایای پیش
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    نیاز مفاهیم مقدماتی و قضایای پیش ۱.۱

  

نامه مورد نياز  در اين فصل به يادآوري و معرفي چند مفهوم خاص كه در طول اين پايان

  .امثال آن جبر و-��پردازيم از جمله جبر، جبر باناخ،  است مي

:�يك فضاي برداري بر ميدان مختلط باشد نگاشت  �اگر  1.1.1تعريف � � � � يك نگاشت  را �

,	ناميم هرگاه براي هر مي �دوخطي روي  �, � 
 �و  � 
   :داشته باشيم �

��	 � �, �� � ��	, �� � ���, ��  
��	, � � �� � ��	, �� � ��	, ��  
� ��	, �� � � �	, ��� � ���	, ��  

  به همراه نگاشت دو خطي �عبارتست از فضاي برداري ) حقيقي يا مختلط (يك جبر 2.1.1تعريف 

� � � � � �
��, �� � �. ��   

,�كه براي هر  �, � 
 �و اسكالر � 
 �  :داشته باشيم 

1( ��� � �� � �. � � �. � 
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2( �. ��. �� � ��. ��. � 
3( ���. �� � ����. � � �. ���� 

�به همراه نرم   �عبارت است از جبر  �جبر نرمدار ) الف  3.1.1تعريف. �و اين خاصيت كه براي هر  

�, � 
 �:  

��. �� � ������   

,��جبر نرمدار) ب �. �همچنين هر . را جبر باناخ گوييم هرگاه نسبت به اين نرم يك فضاي باناخ باشد �

  .را يكاني گوييم هرگاه نسبت به عمل ضرب عنصر هماني داشته باشد �جبر باناخ 

,�گوييم اگر براي هر  �را يك زير جبر  �از   زير فضاي خطي   ) ج � 
 ��داشته باشيم    
  . 
�، يك نگاشت �برگشت روي جبر   4.1.1تعريف � �از  �� � !است، كه به ازاي هر  � 
 �هر  و 

�, � 
   :در شرايط زير صدق كند �

1( �� � ��� � �� � �� 
2( ����� � ���� 
3( ��� � � 
4( �!��� � !"�� 

  

جبر باناخ كه -*هر . شود جبر خوانده مي-*جبري كه با يك برگشت مجهز شده باشد،    �

  :شود جبر گفته مي-��در شرط زير صدق كند، يك 

#� 
 �, ����� � ���2   

�توجه كنيد كه       ��% � ����� � ��������كند كه  ايجاب مي �� � ����و در  

  :داريم نتيجه

���� � ����� � ���   

�: جبر -��لذا در هر        ��� � ���� و همچنين ���� � �������.  
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�	الحاق گوييم اگر   را خود �جبر - *از  	عنصر  � � الحاق   مجموعه همه عناصر خود. 	

، �از  	دهيم به عنوان مثال به ازاي هر عنصر دلخواه  نشان مي '&�را با  �مختلط 

، �		، 	�	عناصر 
'('�

و  %
')'�

را  	الحاق هستند و هر عنصر دلخواه   همگي خود *%

	توان به صورت تركيب خطي  مي � � � �الحاق   از عناصر خود �+ � '('�
و  %

� � ')'�
 .نوشت *%

	�	نرمال است اگر  	گوييم  � � توليد  -	,مجموعه  جبري كه-*در اين صورت  �		

كند آبلي است و در حقيقت فضاي خطي حاصل از همه تركيبات خطي عناصري به  مي

/�	.	شكل 
,0كه   1 
  .است 2

�1گاه   يكدار باشد، آن �اگر  � � 1 � 1� � �11��� � 	اگر  �1 
 پذير  معكوس �

	باشد، كه به طور خلاصه خواهيم نوشت،  
 6(��	�گاه   ، آن�415 � �	)6� �. 
7�7ي است اگر يكان �در  7عنصر  � � 77� � 1. 

 
�8: دهيم باشد، قرار مي �اي از  زير مجموعه �اگر  � � ,	�, 	 
 ن صورت ايدر  -8

�8اگر �  �زير جبر - *، يك �الحاق از   الحاق است، يك زير جبر خود  خود 8، گوييم 8

  .جبر است-*خود يك  8، 8است و با تحديد برگشت روي 

 8است براي هر زيرمجموعه  زيرجبر-*خود يك  �زيرجبرهاي -*اي از  اشتراك خانواده �

 8جبر توليد شده توسط - *وجود دارد كه  8حاوي  �از   كوچكترين زير جبر  �از 

 .شود ناميده مي
 

باشد، جبر خارج قسمتي  �جبر - *ز الحاق ا  آل خود يك ايده 4اگر   �
9
با برگشت داده  :

	�شده به صورت  � 4�� � 	� � 4 �	 
  .جبراست-*يك  ��



١. ��� ��	�
 ���ز  ���ه�� ������
 و �

 

٧ 

 

عبارت است از  )�باشد جبر افزوده  ;يك جبر روي حلقه جابجايي  �فرض كنيد  �

� <  با جمع مولفه اي و ضرب داده شده زير ;
 �	, ����, =� � �	� � �� � =	, �=�        �	, � 
 � , �, = 
 ;�  

           )�آل  ايده تواند به عنوان  مي �. است ��0,1جبر يكدار با عنصر هماني  )�توجه كنيد  

كه  نمايش داده شود به طوري
9?
9 @ با  )�جبر بر ميدان اعداد مختلط باشد، -*يك  �وقتي . ;

,	�برگشت داده به صورت  ��� � �	�, �A�  الحاق در   آل خود يك ايده �جبر است و - *يك�( 

  .است

دهيم كه به  نشان مي B باشد، جابجاگر آن را با  �اي از يك جبر ، زير مجموعه اگر  5.1.1تعريف

  :شود صورت زير تعريف مي

 B � ,	 
 � ; 	� � �	  , #� 
   -  
  :است و همواره داريم �يك زير جبر B  .گوييم �را مركز  �گر جابجا

 B �  BBB   

  .نام دارد  است و جابجاگر سوم مجموعه  B�B�B ��به معني  BBB كه در آن نماد 

دهيم و به صورت  نمايش مي �Eرا با نماد  �باشد، پوچساز  Dيك مدول روي حلقه  �اگر  6.1.1تعريف

  :دهيم زير نمايش مي

�E � ,F 
 D: F	 � 0 , #	 
 �-  
  7.1.1تعريف

هاي  متشكل از همه نگاشت �H�Gمي دانيم . مفروضند  Gدو مدول چپ  -�و  �جبر  �

. و عمل تركيب توابع يك جبر است اي  ، با عمل جمع نقطهGبه  Gخطي از 

:IXنگاشت � � H�G�  روي  �را يك نمايشG ناميم اگر مي IX همريختي جبرها باشد .

 IK ،)نداشته باشد Gو  0يعني زير مدولي غير از ( دو مدول چپ ساده باشد- �يك  Gاگر 
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 دو-�روي  �ناپذير از  هسته هر نمايش تحويل. ناميم ناپذير مي يك نمايش تحويلرا 

 ���L	Fكه با   �جبر  1راديكال جاكوبسن. نامند مي �آل اوليه جبر  مدول، را يك ايده

 .�هاي اوليه جبر  آل شود عبارتست از اشتراك تمام ايده نشان داده مي

 .نداشته باشد �آلي به جز صفر و  ناميم هرگاه ايده را ساده مي �جبر مختلط يكدار  �

:Mجابجايي باشد، هر تابعك خطي ضربي ناصفر �اگر جبر  � � � را يك مشخصه  �

  N4Pدهند در نشان مي M9را با  �  هاي مجموعه همه مشخصه. نامند مي �از ) كاراكتر(

كوبسن جبرهاي جابجايي عبارت است از اشتراك انشان داده شده است كه راديكال ج

ناپذير   تحويل  هاي ، كه به مراتب از اشتراك هسته همه نمايش�هسته همه كاراكترهاي 

 .تري دارد ، ساختار ساده�

���L	Fساده گوييم اگر  را نيم �جبر       �   و آن را جبر راديكال ناميم اگر 0

 F	L��� � �.  

4يك جبر باناخ مختلط باشد و  �اگر  8.1.1تعريف Q �, 4 R Ф  آل جبري از  را ايده 4در اين صورت� 

نيز باشد يعني براي  �روي  �زير مدول چپ و راست از  4باشد و  �اي از  آل حلقه ناميم هرگاه يك ايده

!هر  
 !	: داشته باشيم � 
 	! و4 
 4.  

  .باشد �آل اوليه از  يك ايده -0,اوليه است اگر  �شود جبر  گفته مي  9.1.1تعريف

,Gاگر ) : گراف بسته( 1.1.1قضيه T دو فضاي باناخ  مختلط باشند وU: G � T  ،يك تبديل خطي باشد

U فقط اگر گراف آن بسته باشد پيوسته است اگر و.  

                                                           
١
 jacobson  
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,Gاگر   T مختلط باشند و دو فضاي باناخU: G � T  ،يك تبديل خطي باشدU فقط  وسته است اگر وپي

�Vكه  Gاز  �Vاگر براي هر دنباله  � 0, U�V � �: داشته باشيم � � 0.  

گاه  باشد، آن �آل اوليه از جبر باناخ  يك ايده Wاگر  2.1.1قضيه 
9
X يك جبر باناخ اوليه است.  

  N4P.Y از 136صفحه  9گزاره : اثبات

  .مختلط يكدار، بسته استآل اوليه از جبر باناخ  هر ايده 3.1.1قضيه

  N1P.Y از 32و صفحه  N4Pاز  123صفحه  12گزاره: اثبات

تنها اگر  آل اوليه است، اگر و ايده Wگاه  آل از جبر مختلط يكدار باشد آن يك ايده Wاگر  4.1.1قضيه
9
X 

  .جبر ساده باشد

  Y.شود نتيجه مي N1Pاز  1.4.38و نتيجه  1.3.51با تركيب  گزاره : اثبات

گاه يك عدد  و ساده با بعد متناهي بزرگتر از يك باشد آنر يك جبر مختلط يكدا �اگر  5.1.1قضيه

1صحيح   Z �وجود دارد كه  1 @ [V���.  

  Y 2.1.2قضيه  ،2فصل N2P رجوع شود به:اثبات 

::Iباشد، نگاشت  �اي از  زير فضاي بسته 4يك جبر باناخ و  �اگر  10.1.1تعريف � � 9
با ضابطه  :

I:�	� � 	 �   :ناميم و داريم را نگاشت خارج قسمتي مي 4

 �I:�	�� � �	 � 4� � +1�,�	 � �� : � 
 4- � �	�  

  .است) دار كران( نگاشتي پيوسته :Iيعني 

  باشد يك نگاشت دو خطي �يك فضاي برداري بر ميدان اسكالر  �گيريم  11.1.1تعريف 

  N. , . P: � � � � �  

��, �� � N�, �P   

  :ناميم اگر داراي دو خاصيت زير باشد �را يك ضرب لي روي 
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�به ازاي هر )1 
 � ،N�, �P � 0. 

,�به ازاي هر )2 �, � 
 � ،\�, N�, �P] � \�, N�, �P] � \�, N�, �P] � 0. 

,�Nهاي فوق، اتحاد  از اتحاد( �P � ^N�, �P شود نيز نتيجه مي(  

.Nمجهز به ضرب لي  �فضاي برداري  , . P نامند را يك جبر لي مي.  

است كه از ابتدا با يك عمل ضرب به يك جبر  �يك مثال عمده و معروف از جبر لي فضاي برداري 

يعني وقتي . گيرند معمولي تبديل شده و سپس جابجاگر دو عضو را به عنوان ضرب لي روي آن در نظر مي

��, �, . ,�Nگاه  يك جبر است آن � �P � �� ^ ,��است و  �يك ضرب لي بر  �� �, N. , . P�  جبر يك

با عمل ضرب خارجي بردارها  Dبر ميدان _Dيك مثال ساده ديگر از جبر لي، فضاي برداري . لي است

  .است

,�Nباشند،  ` دو زير جبر از جبر  و �اگر  12.1.1تعريف  P شود به صورت زير تعريف مي:  

N�,  P � ,∑ !*N	* , �*Pb1 
 2, 	* 
 �, �* 
  , !* 
 �-V*c6   

ناميم، اگر براي  مي �آل لي از  را ايده  باشد،  �زير جبري از   يك جبر لي بوده و  �اگر  13.1.1تعريف

	هر  
 �و  � 
 ,	N: داشته باشيم   �P 
  .  

  .ناميم را جبر لي ساده مي �آل لي غير بديهي نداشته باشد،  ايده �اگر جبر لي  14.1.1ف تعري

  .كه خلاف آن ذكر شود آل جبري است، مگر اين همان ايدهآل  از اين به بعد منظور ما از ايده

, آل  ناميم، هرگاه براي هر دو ايده را اول مي �از جبر باناخ مختلط  Wآل  ايده 15.1.1تعريف  كه  �از  �

 � d W  ،داشته باشيم d W  يا� d W  در آن،  به طوري كه  

 � � ,∑ !*�*�*: �* 
  , �* 
 �, !* 
 �, 1 
 2-V*c6   

D ،4از  eآل ناصفر  را گوييم اساسي است اگر براي هر ايده Dاز حلقه  4آل  ايده 16.1.1 تعريف f e R 0.  
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 �همريختي از -*، عبارت است از يك gروي فضاي هيلبرت  �جبر -��يك نمايش از  17.1.1 تعريف

,�Iكه با  ��g به  g�  يا به طور خلاصه باIH شود نمايش داده مي.  

,�Iگوييم نمايش  g�  از�،  

  .)يك به يك نيز باشد IHيعني (  .تكريختي باشد- *، IHوفادار است هرگاه )  الف

iبراي هر بردار ناصفر  هرگاهناتباهيده است   ) ب 
 g  عضو� 
 وجود داشته باشد به  �

IH���iطوري كه  R 0. 
به عبارت ديگر  ناپذير باشد  متناظر با آن تحويل مدول چپ-�ناپذير است هرگاه  تحويل   ) ج

g  هيچ زير فضاي غير بديهي پايا تحت عملگرهاي,IH�	�; 	 
   .نداشته باشد -�

:Lدومدول باشد، نگاشت خطي - �يك  ]يك جبر و  �اگر  18.1.1 تعريف � � را يك اشتقاق  ]

,�ناميم، در صورتي كه براي هر  مي � 
   :داشته باشيم �

 L���� � �L��� � L����.  

	يك جبر باناخ مختلط باشد و  �اگر  6.1.1قضيه 
 � :�	�L	، عملگر � �   ي با ضابطه �

 	L�	���� � N	, �P  

است و  �روي ) پيوسته(دار يك عملگر كران �	�L	است و  �يك اشتقاق موسوم به اشتقاق دروني روي  

	فقط اگر براي هر  جابجايي است اگر و  � 
 � ،	L�	� � 0.  

:`خطي  نگاشت اشتقاق لي يك 19.1.1تعريف � � ,	است كه براي هر  � � 
 زير صدق  در شرط �

  .مي كند

 `�N	, �P� � N`	, �P � N	, `�P   

:L) معمولي  (هر اشتقاق  � �   .است �به وضوح يك اشتقاق لي روي  �
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jهر نگاشت خطي   20.1.1تعريف  k � � l��� با ويژگي j�	�� � j��	�  براي هر	, � 
 را يك  �

  .ناميم مي �اثر مركز مقدار روي 

يك اثر مركز  jو نگاشت  �يك اشتقاق معمولي روي جبر  Lاز تعاريف فوق پيداست كه اگر  -

`گاه  مقدار باشد آن � L � j  است �يك اشتقاق لي روي.  

`به شكل استاندارد است اگر  �روي جبر  `گوييم يك اشتقاق لي  21.1.1تعريف  � L � j  كه در آن

L  يك اشتقاق معمولي وj  است �يك اثر مركز مقدار روي.  

�يك عدد صحيح و نامنفي باشد كه براي هر  1يك حلقه باشد و  Dاگر  22.1.1تعريف  
 D ،1� � 0 

هرگاه چنين عدد  .دهيم نمايش مي �char�Rناميم و با نماد  مي Dرا مشخصه حلقه  1در اين صورت 

  .كنيم را صفر تعريف مي Dاي  يافت نشود، مشخصه حلقه  1طبيعي 

	يك جبر مختلط يكدار باشد و  �اگر  23.1.1تعريف 
 به  دهيم و نشان مي �	�rsرا با نماد  	طيف  �

  :شود صورت زير تعريف مي

rs�	� � ,� 
 �: �   معكوس  پذير نيست ^ 	-   

	يك جبر باناخ مختلط يكدار باشد و �اگر  7.1.1 قضيه 
 يك زير مجموعه غير تهي  �	�rsگاه   آن �

  :اي با ضرايب مختلط باشد داريم يك چند جمله �است و اگر  �فشرده از 

rst��	�u � ��rs�	��   

  Y.3.2.6قضيه  3فصل  N2P مرجع: اثبات

دهيم و به صورت  نمايش مي �	�Fرا با نماد  	شعاع طيف � در جبر باناخ مختلط يكدار 24.1.1تعريف

  :شود زير تعريف مي

F�	� � r7s ,|�|: � 
 rs�	�-  
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� يك جبر باناخ باشد و �اگر  8.1.1قضيه 
 � و � 
 rsگاه  ، آن���:  

F��� � w+0V��V�x
/ � +1� ,��V�x

/: 1 
 2-   
   |�| � F��� � ��� 

  گاه  باشد آن �آل اوليه از  يك ايده Wاگر   9.1.1قضيه

l �9
X� @  �  

  Y.شود نتيجه مي N6Pاز مرجع  33و مثال صفحه  5.1.1حكم با توجه به قضيه : اثبات

� يك جبر باناخ مختلط يكدار باشد و �اگر   25.1.1تعريف  
 ���Fو  � � توان  را شبه پوچ �، 0

  .گوييم

يك اشتقاق دروني است يعني   البعد  ساده  متناهي روي يك جبر باناخ نيم Lهر اشتقاق  10.1.1قضيه

�يك  
 Lموجود است كه    � 	L���.  

  N9P.Y از  21قضيه  74صفحه : اثبات

  .است �گاه صفر تنها اشتقاق روي  باشد آن جابجايي ساده جبر باناخ نيم �اگر  11.1.1قضيه

  N4P.Y  از 21قضيه  95صفحه : اثبات

:IXو    �آل اوليه از جبر باناخ مختلط  ايده Wاگر  12.1.1قضيه � � 9
X    نگاشت خارج قسمتي باشد و

   	6, { , 	V 
   گاه  آن�

IX	L�	6� { 	L�	V� � 	L�IX	6� { 	L�IX	V�IX  
  :كنيم ثابت مي 1با استقرا روي : اثبات 

1اگر  � �براي هر  1 
   :داريم �
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IX 	L�	6���� � IXN	6, �P � NIX	6, IX�P � 	L�IX 	6��IX��   

| IX	L�	6� � 	L�IX	6�IX   

1بنابراين حكم براي  �   .درست است 1

1درست باشد، آن را براي  *	تا   1فرض كنيم حكم براي  � �براي هر . كنيم ثابت مي *	تا  1 
 � 

  :داريم

IX	L�	6� { 	L�	V�	L�	V(6���� �  
IXN	6, 	L�	%� { 	L�	V(6����P �   

NIX	6, IX	L�	%� { 	L�	V(6����P � NIX	6, 	L�IX	%� { 	L�IX	V(6�IX���P �
	L�IX	6�	L�IX	%� { 	L�IX	V(6�IX ���   

  :در نتيجه داريم

IX	L�	6� { 	L�	V(6� � 	L�IX	6�	L�IX	%� { 	L�IX	V(6�IX   

گاه يا  باشد آن 2مخالف  �و مشخصه  �آل لي از  يك ايده 4يك جبر ساده و �اگر  13.1.1قضيه

4 d l���  ياN4, 4P d 4.  

  N8P.Y از 2قضيه  519صفحه : اثبات

,�N: گاه ميدان نباشد آن �يك جبر ساده و  �اگر  14.1.1قضيه �P � �.  

  N8P.Y از  1نتيجه  519صفحه : اثبات

  .اشتقاق لي روي يك جبر، اشتقاق لي است تعداد متناهيمجموع  15.1.1قضيه


