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ฬଘم೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ من و

آسمان که است کیمیایی معرفت شهودی جلوه�های تجلͬ و بدیع کشفمعانͬ و علم پویای رمز و راز
به را خاک بند در انسان سلم، و آله و علیه الʓه صلͬ مͺرم نبی نورانͬ سیره�ی و سیما برکت به علم
که دانشͬ زیبا چه و شود سیراب معارف چشمه�ی از که علمͬ خرم چه و مͬ�خواند. حضور معراج
سنگ که بنایی باشͺوهͬ، معماری چه و شود معطر محمدی گلستان بوی و عطر به پرنیانش قبای
پیام مفهوم و معنوی سروش به علم آباد کاخ امروز و بیابد. النبی درمدینه ریشه آن فرهنگ و هویت
فرزندان به آن اعتلای راه در آن آبادانͬ حفظ بر علاوه که است راهنمایانͬ محتاج پیش از بیش او

نمایند. محبت خویش
بزرگوارم: راهنمای استاد شهمراد صداقت دکتر آقای جناب

گويم سپاس چͽونه مͬ�بخشيد. نور را انديشه ظلمت و هستيد جان ͯͺتاري بخش روشنايی شما
شما آموزی علم تأثير گويم سپاس چͽونه است. يقين و عشق از سرشار كه را شما لطف و مهربانͬ
همه اين مقابل در آری است. ساخته فروزان وجودم محقر كلبه�ی بر را هدايت روشن چراغ كه را

وصف. كلام نه و است سپاس توان نه مرا شما شͺوه و عظمت
گرانقدرم: مشاور استاد لͺستانͬ مهرداد دکتر آقای جناب

پایان�نامه این آماده�سازی در و فرمودید تقبل را پایان�نامه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات این��که از
دارم. را امتنان کمال دادید، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن، نحو به

عزیزم: داور استاد حجتͬ دکترغلامرضا آقای جناب
کمال شما از اید، داده اختصاص پایان�نامه این داوری به را خویش ارزشمند اوقات این�که از

دارم. را سپاس�گزاری و تشͺر
من حامͬ و مشوق همواره دانش و علم کسب راه در که خانواده�ام اعضای تمامͬ از پایان در

مͬ�نمایم. سپاس�گزاری نمودند هموار مرا تحصیل راه خود، بر مشͺلات تمام قبول با و بودند
شدم. کامران خود همت منتهای بر خدا از کردم طلب چه هر که خدا شͺر

جلاฮی ساࠛد
۱۳۹۲

سه



ساعد نام: جلالͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

انتگرال�گیری بازه روی شده تعریف وزن تابع با کوشͬ نوع منفرد انتگرال�های تقریب عنوان:

شهمراد صداقت دکتر : راهنما استاد

لͺستانͬ مهرداد دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

٨٠ صفحات: تعداد ١٣٩٢ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

خطͬ، اسپلاین درونیاب انتگرال�گیری، قاعده منفرد، انتگرال معادله منفرد، انتگرال واژه�ها: کلید
وزن تابع

چͺیده

تابع با کوشͬ نوع منفرد انتگرال�های حسب بر مشخصه (SIEs) منفرد انتگرال معادلات جواب�های
انتگرال معادله جواب�های تمامͬ تقریب برای را جدیدی انتگرال�گیری قواعد مͬ�شود. بیان وزن
توابع از کلاسͬ در خطاها تخمین مͬ�کنیم. معرفͬ [−۱,۱] بازه روی کوشͬ نوع مشخصه منفرد
و نیمه�کراندار حالت�های برای حتͬ عددی نتایج مͬ�شود. بیان C۱([−۱,۱]) و Hα([−۱,۱], A)

هستند. مطلوب بسیار اول نوع مشخصه منفرد انتگرال جواب�های از بی�کران



مطالب فهرست

۴ مقـدمـه

۶ اولیه مفاهیم و انتگرال معادلات ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجازی انتگرال�های ١.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط توابع اولیه مفاهیم ٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لایبنیتز انتگرال قاعده ٣.١
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٢٧ . . . L = [−۱,۱] روی کوشͬ هسته با اول نوع منفرد انتگرال معادله ١.٣.٢
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۶٣ عددی نتایج ۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
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٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه افراز ١.٢

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ جدول خطای نمودار ١.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ جدول خطای نمودار ٢.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ جدول خطای نمودار ٣.۴
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مقدمـه

قرن شروع در پوانکاره و هیلبرت کارهای در هیلبرت و کوشͬ هسته�های با منفرد انتگرال معادلات

معادلات این بین تنگاتنگͬ رابطه سͬ�ام دهه در شدند. ظاهر فردهلم معادلات تعمیم عنوان به بیستم

آن از شد. پیدا دیͽر رشته�های و ،ͷترودینامیͺال کشسانͬ، نظریه ،ͷایرودینامی در متعدد مسائل و

شد. شروع معادلات این تئوری با ارتباط در خوبی توسعه پس
قبیلسوچوک۵ͬ از لهستانͬ ریاضͬ�دانان همراه به میخلین۴ و گاخوف٣ پلملج٢، کارلمن١، افرادیچون

معادلات نظریه اینکه وجود با دهه همین در داشتند. به�سزایی نقش فرایند این در ۶ ͬͺپوگورزلس و

حال در معادلات این حل برای عددی روش�های بود نیافته توسعه کامل طور به هنوز منفرد انتگرال

صورت به معادلات عددی حل مورد در بررسͬ و تحقیق بود. انجام

a(x)φ(x) +
۱

πi

∫ ۱

−۱

b(t)

t− x
φ(t)dt+

۱

πi

∫ ۱

−۱

K(x, t)φ(t)dt = f(x), −۱ < x < ۱

١T. Carleman
٢J. Plemeǉ
٣F. D. Gakhov
۴S. G. Mikhlin
۵J. Sochocki
۶W. Pogorzelski

۴



۵ مقدمه

شد. آغاز کلدیش٩ و ٨ لاورنتف ، مالسوپ٧ مانند افرادی توسط

نوع این حل برای فرد�هلم، نوع انتگرال معادلات حل برای پیشنهادی روش�های نشریات اکثر در

بعضͬ حل به تقریبی جواب�های محاسبه خاص حالت�های در و مͬ�رفت به�کار نیز منفرد معادلات

فوق معادله ازمشخصات بسیاری از خوبی بازتاب متاسفانه که یافت تقلیل خطͬ دستگاه�های

محاسبه قابل به�صورتصریح مشخصه جوابمعادله منفرد انتگرال معادلات نظریه در مثلا نداشتند.

ندارند. مطابقت آن با روشها این اکثر ولͬ است

آن در که است فصل چهار شامل است، شده تنظیم [۵ ،۴] مرجع اساس بر که پایان�نامه این

وزن توابع از استفاده با کوشͬ نوع منفرد انتگرال برای عددی انتگرال�گیری قاعده ͷی ساخت روند

مقایسه مساله چند دقیق جواب با را حاصل عددی جواب�های نهایت در و کرد خواهیم بررسͬ را

مͬ�کنیم.

٧G. Multhopp
٨M. A. Lavrent’ev
٩M. V. Keldysh



١ فصل

اولیه مفاهیم و انتگرال معادلات

مجازی انتگرال�های ١.١

نیز اول نوع مجازی انتگرال (که نامتناهͬ انتگرال مفهوم b −→ ∞ وقتͬ را
∫ b

a

f(x)dx رفتار

دیͽر تعمیم ͷی مͬ�دهند. نشان
∫ ∞

a

f(x)dx علامت با را آن که مͬ�کند تداعͬ را مͬ�شود) خوانده

فرضکنیم. بی�کران نقطه چند یا ͷی در را f و گرفته متناهͬ را [a, b] بازه که مͬ�آید به�دست این�طور

مͬ�نامند. دوم نوع مجازی های انتگرال مͬ�آیند، به�دست مناسبی حدی فرایند با که را انتگرال�ها این

و ثابت عدد ͷی a که باشد [a, x] به�صورت بازه�ای روی پذیر انتگرال و کراندار تابع ͷی f(x) اگر

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت
∫ ∞

a

f(y)dy انتگرال باشد، a از بزرگتر متغیر ͷی x∫ ∞

a

f(y)dy = lim
x→∞

∫ x

a

f(y)dy = lim
x→∞

(F (x)− F (a)),

صورت این غیر در گوییم، همͽرا را انتگرال باشد کراندار فوق حد اگر است. f اولیه تابع F درآن که

واگراست.

زیرا است. واگرا s ≤ ۱ به�ازای و همͽرا s > ۱ به�ازای
∫ ∞

۱

x−sdx مجازی انتگرال .١.١.١ مثال

۶



٧ اولیه مفاهیم و انتگرال معادلات .١ فصل

I(b) =

∫ b

۱

x−sdx =


b۱−s − ۱

۱ − s
, s ̸= ۱

log(b), s = ۱

چنین موردنظر حد حالت این در که s > ۱ اگر وفقط اگر مͬ�کند میل متناهͬ حدی به I(b) بنابراین

بود ∫خواهد ∞

۱

x−sdx =
۱

s− ۱
.

مختلط توابع اولیه مفاهیم ٢.١

مͬ�شود تعریف زیر شͺل به پارامتری به�صورت مختلط صفحه در پیوسته خم ͷی .١.٢.١ تعریف

Z(t) = x(t) + ı̇y(t),

منطبق هم روی بر پایانͬ و آغازی نقاط اگر مͬ�باشند. پیوسته تابع دو x, y : [a, b] −→ R آن در که

�گویند. بسته را خم باشند،

تلاقͬ خودش با خم این�صورت در ،Z(t۱) ̸= Z(t۲) باشیم داشته و t۱ ̸= t۲ اگر .٢.٢.١ تعریف

.[١۴] �گویند ژوردان یا ساده را خم و کرد نخواهد

.[١۴] مͬ�شود نامیده هموار باشد، پیوسته مشتق دارای که خمͬ .٣.٢.١ تعریف

همͽرا توانͬ سری ͷی وسیله به محلͬ طور به که است تابعͬ تحلیلͬ، تابع ͷی .۴.٢.١ تعریف

این به پذیراست مشتق بار بینهایت تابع ͷی تحلیلͬ تابع ͷی دیͽر، صورت به مͬ�شود. مشخص

همͽراست z۰ به ͷنزدی کافͬ اندازه به z برای دامنه�اش در z۰ نقطه هر در تیلور سری که صورت

z۰ ͬͽهمسای ͷی در f هرگاه است تحلیلͬ z۰در تابع این علاوه به است. f(z) با برابر مقدارش و

تیلور بسط دارای z۰ از ͬͽهمسای ͷی در هرگاه است تحلیلͬ z۰ در f دیͽر عبارت به باشد، تحلیلͬ

.[١۴] باشد
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با را L درونͬ ناحیه باشد. مختلط فضای در هموار بسته خم ͷی L کنید فرض .۵.٢.١ تعریف

D+ + L در و تحلیلͬ D+ در f(z) تابع اگر مͬ�دهیم. نشان D− با را D+ + L ناحیه متمم و D+

داریم مختلط توابع برای کوشͬ فرمول طبق آن�گاه باشد پیوسته

۱

۲πı̇

∫
L

f(τ)

τ − z
dτ =


f(z), z ∈ D+

۰, z ∈ D−
(١.١)

باشد پیوسته D− + L در و تحلیلͬ D− در f(z) اگر همچنین

۱

۲πı̇

∫
L

f(τ)

τ − z
dτ =


f(∞), z ∈ D+

−f(z) + f(∞). z ∈ D−
(٢.١)

است به�گونه�ای حرکت جهت L بسته مسیر روی یعنͬ مͬ�شود، گرفته نظر در مثبت جهت در L خم

(٢.١) و (١.١) فرمول�های سمتچپ انتگرال باشد. متحرک سمتچپ همواره L درون ناحیه که

.[٧] است معروف کوشͬ انتگرال به

داریم f(x) = ۱ خاص حالت در

۱

۲πı̇

∫
L

۱

τ − z
dτ =


۱, z ∈ D+

۰. z ∈ D−

متغیر از پیوسته تابعͬ φ(τ) و باشد متناهͬ طول با باز یا بسته� یͷخم L فرضکنید تعریف٢.١.۶.

انتگرال این�صورت در باشد، L خم روی τ مختلط

Φ(z) =
۱

۲πı̇

∫
L

φ(τ)

τ − z
dτ, z ∈ C\L (٣.١)

.[٧] مͬ�باشد آن هسته ۱

τ − z
و چͽال تابع φ(τ) و مͬ�شود نامیده کوشͬ نوع از
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تابع این�صورت در باشد. L روی تعریفشده تابع φ(t) و هموار خم L فرضکنید تعریف٧.٢.١.

باشیم داشته خم از دلخواه نقطه دو هر به�ازای هرگاه مͬ�کند صدق هولدر شرط در φ(t)

|φ(t۲)− φ(t۱)| ≤ A|t۲ − t۱|λ,

مͬ�شوند. نامیده هولدر شاخص و هولدر ثابت ترتیب به که هستند مثبت اعداد λ و A که به�طوری

مدنظر خاص �λای اگر و کند صدق هولدر شرط در هرگاه مͬ�کند صدق H شرط در تابع ͷی گوییم

حاصل λ = ۱ به�ازای که هولدر شرط خاص خالت مͬ�کند. صدق H(λ) شرط در گوییم باشد،

.[١٠] است لیپشیتسمعروف شرط به مͬ�شود

لایبنیتز انتگرال قاعده ٣.١

آن�گاه باشند، پیوسته dβ(x)
dx

و dα(x)

dx
، ∂f
∂x

، f(x, t) اگر .١.٣.١ قضیه

d

dx

(∫ β(x)

α(x)

f(x, t)dt
)
=

dβ(x)

dx
f(x, β(x))− dα(x)

dx
f(x, α(x)) +

∫ β(x)

α(x)

fx(x, t)dt,

است. x متغیر به نسبت f تابع مشتق fx آن در که

نتیجه F (x) در v = β(x) و u = α(x) جانشانͬ با F (x) =
∫ β(x)

α(x)
f(t, x)dt مͬ�دهیم قرار برهان.

مͬ�شود

F (x) = G(u, v, x) =

∫ v

u

f(t, x)dt.

که آنجا از است. x و v ،u به وابسته اما ،F (x) معادل اصل در G(u, v, x) تابع که کنید دقت

Fx(x) =
dF (x)

dx
=

dG(u, v, x)

dx
,

داشت خواهیم G تابع از زنجیری مشتق گرفتن با

dG(u, v, x)

dx
= Gu

du

dx
+Gv

dv

dx
+Gx

dx

dx
,

= Gua
′(x) +Gvb

′(x) +Gx. (۴.١)
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داریم دیفرانسیل-انتگرال حساب اساسͬ قضیه از استفاده با

Gu =
d

du
G(u, v, x) =

d

du

∫ v

u

f(t, x)dt = −f(u, x) = −f(α(x), x),

Gv =
d

dv
G(u, v, x) =

d

dv

∫ v

u

f(t, x)dt = f(v, x) = f(β(x), x).

نسبت و هستند) xحسب بر توابعͬ (اگرچه گرفته ثابت را v و u ،Gx آوردن به�دست برای نهایت در

مͬ�گیریم مشتق x متغیر به

Gx =
d

dx
G(u, v, x) =

d

dx

∫ v

u

f(t, x)dt =

∫ v

u

d

dx
f(t, x)dt =

∫ β(x)

α(x)

d

dx
f(t, x)dt.

مͬ�شود. کامل برهان (۴.١) رابطه در اخیر روابط جایͽذاری با

کوشͬ اصلͬ مقدار ۴.١

بͽیرید نظر در را زیر ∫انتگرال b

a

dx

x− c
, a < c < b.

داریم مجازی انتگرال این محاسبه ∫با b

a

dx

x− c
= lim

ε۱,ε۲→۰

[
−
∫ c−ε۱

a

dx

c− x
+

∫ b

c+ε۲

dx

x− c

]
= ln

b− c

c− a
+ lim

ε۱,ε۲→۰
ln
ε۱

ε۲
,

چنین بود. نخواهد همͽرا بالا مجازی انتگرال آن�گاه کنند میل صفر به یͺدیͽر از مستقل ε۲ و ε۱ اگر

مͬ�شود. همͽرا انتگرال ε۱ = ε۲ = ε اگر اما گویند، منفرد انتگرال را انتگرالͬ

منفرد انتگرال ١ کوشͬ اصلͬ مقدار .١.۴.١ تعریف

∫ b

a

dx

x− c
, a < c < b

١ The Cauchy Prinspal Value
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از است عبارت

lim
ε→۰

[ ∫ c−ε

a

dx

x− c
+

∫ b

c+ε

dx

x− c

]
,

مͬ�شود نوشته زیر صورت به بالا محاسبات طبق که

ρ.υ

∫ b

a

dx

x− c
= ln

b− c

c− a
. (۵.١)

بͽیرید نظر در را زیر انتگرال کلͬ حالت ∫در b

a

φ(x)dx

x− c
(۶.١)

نوشت در�این�صورتمͬ�توان مͬ�کند. صدق هولدر شرط در (a, b) بازه روی استکه تابعͬ φ(x) ∫که b

a

φ(x)dx

x− c
=

∫ b

a

φ(x)− φ(c)

x− c
dx+ φ(c)

∫ b

a

dx

x− c
. (٧.١)

داریم هولدر شرط به توجه با

|φ(x)− φ(c)

x− c
| < A

|x− c|۱−α , ۰ < α < ۱

محاسبه قابل (۵.١) به توجه با دوم انتگرال و است موجود مجازی انتگرال عنوان به اولͬ انتگرال پس

داریم و است موجود کوشͬ اصلͬ مقادیر حسب بر
∫ b

a

φ(x)dx

x− c
منفرد انتگرال پس است.

ρ.υ

∫ b

a

φ(x)dx

x− c
=

∫ b

a

φ(x)− φ(c)

x− c
dx+ φ(c) ln

b− c

c− a
.

تعریف ͷکوچ کافͬ قدر به ε به�ازای ، ξ ∈ C اگر . C = (a, b) کنید فرض مختلط حالت برای اما

مͬ�کنیم

Cε = {z ∈ C : |z − ξ| > ε}.

خم ͬͺی مͬ�شود. تشͺیل بخش دو از مͬ�گیرد، قرار ε شعاع به دایره از خارج که خم از قسمتͬ

و مͬ�شود، ͷنزدی Cε خم به |z − ξ| = ε دایره که جایی یعنͬ ،θε نقطه تا a نقطه از C۱.ε = Caθε
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b نقطه تا و شروع C۲.ε خم و دایره طلاقͬ محل یعنͬ ζε نقطه از که است C۲.ε = Cζεb خم دیͽری

. مͬ�یابد امتداد

پس مͬ�کند قطع نقطه دو در دقیقا را خم دایره گاه آن باشد ͷکوچ کافͬ قدر به ε مقدار ∫اگر
Cε

dτ

τ − ξ
=

∫
C۱.ε

dτ

τ − ξ
+

∫
C۲.ε

dτ

τ − ξ
= ln

(ξ − θε
ξ − a

)
+ ln

( ξ − b

ξ − ζε

)
= ln(ξ − θε)− ln(ξ − a) + ln(ξ − b)− ln(ξ − ζε)

= ln
(ξ − θε
ξ − ζε

)
+ ln

( ξ − b

ξ − a

)
.

مͬ�آوریم به�دست و ξ − θε
ξ − ζε

→ −۱ آن�گاه ε→ ۰ اگر

ρ.v

∫
C

dτ

τ − ξ
= ln(−۱) + ln

( ξ − b

ξ − a

)
= ln

( b− ξ

ξ − a

)
,

یا

ρ.v

∫
C

dτ

τ − ξ
= πi+ ln

( ξ − b

ξ − a

)
,

با است برابر b→ a یعنͬ باشد، بسته خم که حالتͬ برای کوشͬ اصلͬ مقدار پس

ρ.v

∮
C

dτ

τ − ξ
= πi.

خم روی بر مͬ�کند صدق هولدر شرط در که φ(x) مختلط تابع برای کوشͬ اصلͬ مقدار حال

است زیر به�صورت b انتهای و a ابتدای با منحنͬ�الخط

ρ.υ

∫
L

φ(τ)

τ − t
dτ =

∫
L

φ(τ)− φ(t)

τ − t
dτ + φ(t)[ln

b− t

a− t
+ πi],

داریم a = b که حالتͬ در

ρ.υ

∫
L

φ(τ)

τ − t
dτ =

∫
L

φ(τ)− φ(t)

τ − t
dτ + iπφ(t).

شود. مراجعه [۶] مرجع به زمینه این در بیشتر مطالعه برای

بͽیرید نظر در را زیر منفرد انتگرال دو [٧] .٢.۴.١ قضیه

I۱(t) =
۱

πi

∫
L

dτ

τ − t

۱

πi

∫
L

φ(τ, τ۱)

τ۱ − τ
dτ۱,
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I۲(t) =
۱

πi

∫
L

dτ۱
۱

πi

∫
L

φ(τ, τ۱)

(τ − t)(τ۱ − τ)
dτ۱,

فرمول توسط تفاوت این نیستند. برابر هم با ولͬ است انتگرال�گیری ترتیب در آنها تفاوت چند هر

مͬ�شود داده نشان زیر صورت به پوانکاره�-�برترند٢

۱

πi

∫
L

dτ

τ − t

۱

πi

∫
L

φ(τ, τ۱)

τ۱ − τ
dτ۱︸ ︷︷ ︸

I۱(t)

= φ(τ۱, τ) +
۱

πi

∫
L

dτ۱
۱

πi

∫
L

φ(τ, τ۱)

(τ − t)τ۱ − τ)
dτ︸ ︷︷ ︸

I۲(t)

,

∫یا
L

dτ

τ − t

۱

πi

∫
L

φ(τ, τ۱)

τ۱ − τ
dτ۱ = −π۲φ(τ۱, τ) +

∫
L

dτ۱

∫
L

φ(τ, τ۱)

(τ − t)τ۱ − τ)
dτ.

L روی تعریفشده تابع φ(τ) و باشد باز) یا هموار(بسته یͷخم L فرضکنید [٧] .٣.۴.١ قضیه

Φ(z) = ۱
۲πi

∫
L

φ(τ)
τ−z

dτ کوشͬ نوع از انتگرال این�صورت در مͬ�کند. صدق هولدر شرط در که باشد

است انتهایی نقاط با منطبق غیر نقاط تمام در Φ+(t) و Φ−(t) حدی مقادیر دارای

.Φ+(t) = limz→t+ Φ(z) و Φ−(t) = limz→t− Φ(z)

مͬ�شوند بیان زیر فرمول�های با Φ(t) منفرد وانتگرال φ(t) چͽال تابع حسب بر حدی مقادیر این

Φ+(t) =
۱

۲
φ(t) +

۱

۲πi

∫
L

φ(τ)

τ − t
dτ,

Φ−(t) = −۱

۲
φ(t) +

۱

۲πi

∫
L

φ(τ)

τ − t
dτ,

به فوق روابط است. اصلͬ مقدار حسب بر منفرد انتگرال نشانگر Φ(z) =
∫
L

φ(τ)
τ−z

dτ انتگرال که

هستند زیر روابط معادل که معروفند سوخوتسͺͬ�-پلملج٣ فرمول�های

φ(t) = Φ+(t)− Φ−(t),

۱

πi

∫
L

φ(τ)

τ − t
dτ = Φ+(t) + Φ−(t).

مͬ�شود. نامیده L خم امتداد در Φ تابع جهش Φ+(t)− Φ−(t) مقدار
٢Poincare-Bertrand
٣ Sokhotski-Plemeǉ
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باشد، تحلیلͬ C۲ و C۱ منحنͬ دو به محدود R ناحیه در f(z) کنید فرض [١۴] .۴.۴.١ قضیه

∫در�این�صورت
C۱

f(z)dz =

∫
C۲

f(z)dz.

از مستقل
∫ b

a
f(z)dz آن�گاه باشد، تحلیلͬ R ساده همبند ناحیه در f(z) اگر [١۴] .۵.۴.١ قضیه

. مͬ�کند وصل به�هم R در را b و a نقطه دو که است مسیری

لوران بسط ۵.١

تیلور قضیه شود. داده بسط خود تکین نقطه حول f(z) تابع که است لازم کاربردها از بسیاری در

مͬ�کنیم. استفاده لوران سری از منظور این برای لذا داد. قرار استفاده مورد نمͬ�توان حالت این در را

درونͬ نقاط تمام در f(z) که متحدالمرکز دایره دو به محصور حلقه در لوران سری وسیله به نمایش

است. معتبر باشد، تحلیلͬ آن مرزی و

به C۲ و C۱ متحدالمرکز دایره دو به محدود R ناحیه روی و درون f(z) اگر [١۴] .١.۵.١ قضیه

داریم R در z هر برای آن�گاه باشد، تحلیلͬ (r۱ > r۲) r۲ و r۱ شعاع�های به ترتیب به و a مرکز

f(z) =
∞∑
n=۰

an(z − a)n +
∞∑
n=۱

a−n

(z − a)n
, (٨.١)

آن در که

an =
۱

۲πi

∫
C۱

f(ω)

(ω − a)n+۱
dω, n = ۰,۱,۲, ...

a−n =
۱

۲πi

∫
C۲

f(ω)

(ω − a)−n+۱
dω, n = ۱,۲, ... .

لوران بسط و است تحلیلͬ بی�نهایت، محذوف ͬͽهمسای ͷی در f(z) کنید فرض .٢.۵.١ تعریف

است زیر شͺل به آن

f(z) = ...+
c−n

zn
+ ...+

c−۱

z
+ c۰ + c۱z + ...+ cnz

n + ...,

با که بی�نهایت در f(z) مانده از منظور این�صورت در

ℜz=∞f(z) =
۱

۲πi

∫
γ

f(z)dz,



١۵ اولیه مفاهیم و انتگرال معادلات .١ فصل

است |z| = ρبزرگ کافͬ اندازه به شعاعͬ با دایره�ای γ آن در که c−۱−است عدد مͬ�شود داده نشان

.[١۴] مͬ�شود پیموده ساعت عقربه�های جهت در که

بتا و گاما توابع ۶.١

فضای به مثبت صحیح اعداد از فاکتوریل تابع از تعمیمͬ عنوان به Γ(z) تابع [١٢] تعریف١.۶.١.

است زیر به�صورت که مͬ�شود گرفته نظر در مختلط

Γ(z) =

∫ +∞

۰

e−ttz−۱dt, Re(z) > ۰.

داریم و همͽراست مطلقا فوق انتگرال

|Γ(x+ iy)| ≤ Γ(x) =

∫ +∞

۰

e−ttx−۱dt, x > ۰

و است تحلیلͬ جا همه ، z = ۰,−۱,−۲, · · · نقاط در جز تابع این

ℜz=−kΓ(z) =
(−۱)k

k!
.

که است این گاما تابع ویژگͬ�های از

Γ(z + ۱) = zΓ(z), Re(z) > ۰

Γ(z)Γ(z − ۱) =
π

sin(πz)
, z ∈ C

Γ(
۱

۲
) =

√
π.

مͬ�شود تعریف زیر صورت به بتا تابع [١٢] .٢.۶.١ تعریف

B(p, q) =

∫ ۱

۰

xp−۱(۱ − x)q−۱dx, p, q > ۰.

قسمت با q و pمختلط اعداد برای و مͬ�شود داده بسط زیر صورت به گاما تابع حسب بر تابع این

است برقرار مثبت حقیقͬ

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.


