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چ��ک��ی��ده

[۵ ،۴] در م��ي��ت��را و لاب��ز دي��داك، ب��ردس��ك��ی، ت��وس��ط پ��وش��ش��ی ف��ض��اه��ای ی ري��ه ن��ظ�� در ك��وچ��ك ه��ای ط��وق��ه اه��م��ي��ت

ش��ام��ل آن از ه��م��س��اي��گ��ی ه��ر ك��ه اس��ت ای ط��وق��ه ،X ف��ض��ای xدر ن��ق��ط��ه ح��ول ك��وچ��ك ط��وق��ه گ��ردي��د.ي��ك م��ش��خ��ص

آن در ط��وق��ه ه��ر ك��ه اس��ت س��اده ه��م��ب��ن��د غ��ي��ر ف��ض��اي��ی ك��وچ��ك، ط��وق��ه ف��ض��ای ب��اش��د. ك��وچ��ك ی ط��وق��ه از ن��م��اي��ش��ی

آن م��وض��ع��ی ن��ي��م س��اده ه��م��ب��ن��د خ��اص��ي��ت رف��ت��ن ب��ي��ن از س��ب��ب ف��ض��ا ي��ك در ك��وچ��ك ی ط��وق��ه وج��ود اس��ت. ك��وچ��ك

ی م��ط��ال��ع��ه ب��ه م��ن��د ع��لاق��ه رس��ال��ه اي��ن در گ��ردد. م��ی ف��ض��ا ب��ودن ه��م��وت��وپ��ي��ك��ی ه��اس��دورف غ��ي��ر آن دن��ب��ال ب��ه و ف��ض��ا

رو اي��ن از ه��س��ت��ي��م. ف��ض��اه��اي��ی چ��ن��ي��ن ه��ای پ��وش��ش و ه��م��وت��وپ��ي��ك��ی ه��اس��دورف غ��ي��ر ف��ض��اه��ای ك��وچ��ك، ی ط��وق��ه

�ر �ي� غ� �ای �ض� ف� از �ی �ان� �ه� ج� �وش��ش پ� �ود وج� �ر ب� �ی �اف� ك� و لازم �رط ش� �وان �ن� ع� �ه ب� را �ی �ع� �وض� م� �م �ي� ن� �ك �وچ� ك� �ه �وق� ط� �ای �ض� ف�

X م��وض��ع��ی، ن��ي��م ك��وچ��ك ط��وق��ه ف��ض��ای ب��رای �ن��ي��م ك� م��ی اث��ب��ات و ك��رد خ��واه��ي��م م��ع��رف��ی ه��م��وت��وپ��ي��ك��ی ه��اس��دورف

�روه گ� πtop
۱ (X) �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ردد، گ� �ی �ه� �دي� ب� X از �ش �وش� پ� �ر ه� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �ك �وچ� ك� �ه �وق� ط� �ای �ض� ف�

ب��اش��د. اگ��س��س��ت��ه ن�� ت��وپ��ول��وژی



م��ق��دم��ه

�را �ت� �ی� م� و �ز٣ لاب� �داک٢، دی� �ی١، �ک� �ردس� ب� �ط �وس� ت� �دا �ت� اب� �ی �ش� �وش� پ� �ای �اه� �ض� ف� �ه ری� � �ظ� ن� در �ک �وچ� ک� �ای �ه�ه� �وق� ط� �ت �ی� �م� اه�

[١٠] در �ی �خ� �ای� �ش� م� و �ی �راب� ت� �ن، �دام� اک� � پ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� و [١٢] در ۵ �رک وی� �ط �وس� ت� آن از پ��س و [۵] و [۴] ۴در

�وس��ط ت� �دورف �اس� ه� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ای �اه� �ض� ف� �وم �ه� �ف� م� ۲۰۰۶ �ال س� در �ار ب� �ن �ی� اول� �رای ب� �س �پ� س� �د. �ردی� گ� �خ��ص �ش� م�

ارت��ب��اط و ه��اس��دورف ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ف��ض��ای از م��ث��ال چ��ن��د ارای��ه ب��ه خ��ود م��ق��ال��ه در دو ای��ن ش��د. ٧ب��ی��ان ک��ان��ر و ک��ن��ن۶

پ��رداخ��ت��ن��د. X ف��ض��ای ه��اس��دورف ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ش��رط و X روی م��س��ي��ره��ای ف��ض��ای ب��رای ه��اس��دورف ش��رط ب��ی��ن

آن �ال �ب� دن� �ه ب� و �ی �ع� �وض� �م�م� �ی� ن� �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� �ا �ض� ف� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ث �اع� ب� �ا �ض� ف� در �ک �وچ� ک� �ای �ه�ه� �وق� ط� �ود وج�

�اس��دورف ه� �ر �ی� غ� �ای �اه� �ض� ف� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه ب� �د �ن� �ه�م� �لاق� ع� �ه �ال� رس� ای��ن در �ا م� �رای��ن �اب� �ن� ب� �د، �اش� �ب� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �اس��دورف ه�

ه��س��ت��ی��م. آن�ه��ا پ��وش��ش��ی ف��ض��اه��ای ب��ررس��ی و ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی

�ال��ه رس� ای��ن �ی��از ن� م��ورد م��ق��دم��ات��ی �ی��م �ف��اه� م� و ت��ع��اری��ف اول، ف��ص��ل در اس��ت. ف��ص��ل چ��ه��ار ش��ام��ل �ال��ه رس� ای��ن

دارد. آش��ن��ای��ی ک��ارش��ن��اس��ی ت��وپ��ول��وژی اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م ب��ا خ��وان��ن��ده ک��ه ف��رض ای��ن ب��ا اس��ت، ش��ده ج��م��ع�آوری

آن وی��ژگ��ی�ه��ای و ج��ه��ان��ی پ��وش��ش��ی ف��ض��اه��ای ک��لاس��ی��ک، پ��وش��ش��ی ف��ض��اه��ای ری��ه ن��ظ�� م��ط��ال��ع��ه ب��ه دوم ف��ص��ل در
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2Dydak
3Labuz
4Mitra
5Virk
6Cannon
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م��ط��ال��ب۶ ف��ه��رس��ت

اس��ت. ش��ده پ��رداخ��ت��ه [١١] ک��ت��اب از ده��م ف��ص��ل اس��اس ب��ر

[١٢] م��ق��ال��ه اس��اس ب��ر ک��وچ��ک ط��وق��ه� گ��روه و ک��وچ��ک ط��وق��ه ف��ض��ای ک��وچ��ک، ط��وق��ه م��ف��اه��ی��م س��وم ف��ص��ل در

ت��اث��ی��ر ادام��ه در م��ی�ش��ود. س��اخ��ت��ه ه��م��س��از ج��زای��ر از اس��ت��ف��اده ب��ا ک��وچ��ک ط��وق��ه ف��ض��ای��ی ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت. ش��ده ب��ی��ان

اس��ت. ش��ده ب��ررس��ی پ��وش��ش��ی ف��ض��اه��ای ب��ر ک��وچ��ک ط��وق��ه�ه��ای

اس��اس ب��ر آن�ه��ا پ��وش��ش��ی ف��ض��اه��ای و ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف غ��ی��ر ف��ض��اه��ای م��ط��ال��ع��ه ب��ه چ��ه��ارم ف��ص��ل در

ک��ه م��ی�گ��ردد ث��اب��ت ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ش��ود، م��ع��رف��ی ک��وچ��ک پ��وش��ش ف��ص��ل ای��ن در اس��ت. ش��ده پ��رداخ��ت��ه [١٠] م��ق��ال��ه

ف��ض��ای م��ف��ه��وم ف��ص��ل، ای��ن ادام��ه در اس��ت. رس��ت��ه�ای ح��ال��ت در ج��ه��ان��ی پ��وش��ش �ی��ک X از ک��وچ��ک پ��وش��ش ه��ر

�وش��ش پ� �ود وج� �ر ب� �ی �اف� ک� و لازم �رط ش� �وان �ن� ع� �ه ب� [١٠] �ع �رج� م� در �ار ب� �ن �ی� اول� �رای ب� �ی �ع� �وض� �م�م� �ی� ن� �وچ��ک ک� �ه �وق� ط�

داده �ان �ش� ن� �ل �ص� ف� �ن ای� �ای �ه� �ت� ان� در �ت. اس� �ده ش� �ی �رف� �ع� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� �ر �ی� غ� �ای �ض� ف� �رای ب� �ی �ان� �ه� ج�

�ر ه� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� اس��ت �وچ��ک ک� �ه �وق� ط� X ،X �ن��د �ان� م� �ع��ی �وض� �م�م� �ی� ن� �وچ��ک ک� �ه �وق� ط� �ای ف��ض� �ر ه� �رای ب� �ود، �ی�ش� م�

ب��اش��د. اگ��س��س��ت��ه ن�� ت��وپ��ول��وژی گ��روه �ی��ک πtop
۱ (X) گ��روه اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر ب��اش��د ب��دی��ه��ی X از پ��وش��ش



١
پ��ی��ش��ن��ی��ازه��ا و م��ق��دم��ات

م��ی�پ��ردازد. رس��ال��ه ای��ن ن��ظ��ر م��ورد پ��ی��ش��ن��ی��ازه��ای ب��ه ب��خ��ش س��ه در ف��ص��ل ای��ن

ج��ب��ری م��ف��اه��ی��م ١.١

اب��ت��دا در ک��ن��ی��م. ب��ی��ان م��ی�گ��ی��رد، ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد رس��ال��ه ای��ن در ک��ه ج��ب��ری م��ف��اه��ی��م ری��م، دا ق��ص��د ب��خ��ش ای��ن در

م��ی�پ��ردازی��م. رس��ت��ه م��ع��رف��ی ب��ه

اس��ت: ش��ده ت��ش��ک��ی��ل ب��خ��ش س��ه از C ��������ی رس��ت��ه١ ی��ک .١.١.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ده��ن��د، ن��م��ای��ش Obj(C) ب��ا را آن ک��ه · · · و C ،B ،A م��ان��ن��د اش��ی��اء از رده�ای .١

�ا �ت�ه� �خ� ری� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� (A,B) �د �ن� �ان� م� �اء �ی� اش� از �ب �رت� م� �ی �ای� دوت� �ر ه� �ه ب� �ه �ک� �ا� �ه� �ت٢ �خ� ری� از رده�ای .٢

�ه ک� �م ری� دا �ه �وج� ت� �د. �ن� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� HomC(A,B) �اد �م� ن� �ا ب� را �ه �وع� �م� �ج� م� �ن ای� �ود، �ی�ش� م� داده �ت �ب� �س� ن�

1category
2morphism

٧



پ��ی��ش��ن��ی��ازه��ا٨ و م��ق��دم��ات

ه��س��ت��ن��د. م��ج��زا دو�ب��ه�دو م��ت��م��ای��ز، دوت��ای��ی�ه��ای ب��ه ش��ده داده ن��س��ب��ت م��ج��م��وع��ه�ه��ای

f ◦ g ن��م��اد ب��ا را ري��خ��ت دو اي��ن ب��ی��ن ع��م��ل f, g ∈ HomC(A,B) ه��ر ب��رای ک��ه ری��خ��ت�ه��ا ب��ی��ن ع��م��ل .٣

اس��ت، زی��ر خ��اص��ی��ت س��ه دارای ع��م��ل ای��ن و م��ی�ده��ن��د ن��ش��ان

،g ◦ f ∈ HomC(A,C) ری��م دا ،g ∈ HomC(B,C) ه��ر و f ∈ HomC(A,B) ه��ر ب��رای (i

ری��م دا h ∈ HomC(C,D) ه��ر و f ∈ HomC(A,B) ه��ر ،g ∈ HomC(B,C) ه��ر ب��رای (ii

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

�ر ه� �رای ب� �ه ک� �ی �م� �س� ق� �ه ب� اس��ت �ود �وج� م� ۱A ∈ HomC(A,A) �خ��ت ری� A ∈ Obj(C) �ر ه� �رای ب� (iii

g ∈ HomC(A,C) ه��ر و f ∈ HomC(A,B)

۱A ◦ g = g و f ◦ ۱A = f ری��م دا

�ص��ورت ای��ن در ب��اش��د آن در ث��اب��ت ش��ی ی��ک A و دل��خ��واه رس��ت��ه�ی ی��ک C ک��ن��ی��م ف��رض .٢.١.١ ت��ع��ری��ف

ت��اب��ع��گ��ون١ .١

Hom(A,−) : C −→ Sets

B 7−→ Hom(A,B)

اس��ت. م��ج��م��وع��ه�ه��ا رس��ت��ه�ی ب��ه C رس��ت��ه�ی از ه��م��ورد٢ ت��اب��ع��گ��ون ی��ک

1functor
2covariant functor



پ��ی��ش��ن��ی��ازه��ا٩ و م��ق��دم��ات

ت��اب��ع��گ��ون .٢

Hom(−, A) : C −→ Sets

B 7−→ Hom(B,A)

اس��ت. م��ج��م��وع��ه�ه��ا رس��ت��ه�ی ب��ه C رس��ت��ه�ی از (پ��ادورد)١ ن��اه��م��ورد ت��اب��ع��گ��ون ی��ک

ری��خ��ت ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ه��م�ارزی٢ ری��خ��ت ،f : A→ B م��ان��ن��د ری��خ��ت��ی ،C رس��ت��ه�ی در .٣.١.١ ت��ع��ری��ف

.g ◦ f = ۱Aو f ◦ g = ۱B ك��ه ق��س��م��ی ب��ه ب��اش��د م��وج��ود g : B → A

از �ت اس� �ارت �ب� ع� I �ذار �س�گ� �دی� ان� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �م٣ �ی� �ق� �ت� �س� م� �اه �گ� �ت� دس� �ک ی� C �ه�ی �ت� رس� در .۴.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ک��ه: �ط��وری ب��ه i ⩽ j ب��رای ψj
i : Fi −→ Fj ری��خ��ت�ه��ای و Fi اش��ی��اء از م��ج��م��وع��ه�ای

اس��ت. ه��م��ان��ی ψi
i : Fi −→ Fi ری��خ��ت ،i ∈ I ه��ر ب��رای .١

اس��ت. ج��اب��ه�ج��ای��ی زی��ر ن��م��ودار ع��ب��ارت��ی ب��ه ی��ا ψi
joψ

j
k = ψi

k �گ��اه آن ،i ⩽ j ⩽ k اگ��ر .٢

Fi Fj

Fk

ψi
j

ψj
kψi

k

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان {Fi, ψ
i
j} ن��م��اد ب��ا را م��س��ت��ق��ی��م دس��ت��گ��اه

�ورت �ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� C �ه�ی �ت� رس� در �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �اه �گ� �ت� دس� �ک ی� {Fi, ψ
i
j} �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

�م، �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� lim
→
Fi �اد �م� ن� �ا ب� �را آن �ه ک� �ت اس� C �ه�ی �ت� رس� در �ی �ئ� �ی� ش� �اه �گ� �ت� دس� �ن ای� �م۴ �ی� �ق� �ت� �س� م� �د ح�

1contravariant functor
2equivalence
3direct system
4direct limit



پ��ی��ش��ن��ی��ازه��ا١٠ و م��ق��دم��ات

�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� ، i ⩽ j �ر ه� �رای ب� �ه ک� {αi : Fi −→ lim
→
Fi} �د �ن� �ان� م� �ا �ت�ه� �خ� ری� از �واده�ای �ان� خ� �ا ب� �راه �م� ه�

�ه ب� �ا �ت�ه� �خ� ری� از �ی �واه� �خ� دل� �واده�ی �ان� خ� �ا ب� �راه �م� ه� C �ه�ی �ت� رس� در X �ئ ش� �ر ه� �رای ب� �لاوه ع� �ه ب� ، αi = αjoψ
i
j

�ف��رد �ب��ه م��ن��ح��ص��ر ری��خ��ت �ک��ن��د، ص��دق fi = fjoψ
i
j ش��رط در ،i ⩽ j ه��ر ب��رای ک��ه {fi : Fi −→ X} �ص��ورت

ک��ن��د. ص��دق زی��ر ج��اب��ه�ج��ای��ی ن��م��ودار در ک��ه ط��وری� ب��ه� ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود β : lim
→
Fi −→ X

lim
→
Fi X

Fi

Fj

β

αi fi

αj fj

ψi
j

ت��وپ��ول��وژی م��ف��اه��ی��م ٢.١

م��ی�پ��ردازی��م. ری��م، دا ن��ی��از رس��ال��ه ای��ن در ک��ه ت��وپ��ول��وژی م��ف��ه��وم چ��ن��د م��ع��رف��ی ب��ه ب��خ��ش ای��ن در

�ه ك� �ی �ورت� ص� در �ود، �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی١ �ان� �س� �م� ه� f : X → Y �ای �وش� پ� و �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �اش� �گ� ن� .١.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

ب��اش��د. ب��از X در f−۱(U) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر ب��اش��د ب��از Y از U زی��رم��ج��م��وع��ه

�ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �ت� �م� �س� ق� �ارج خ� �ای �ض� ف� X/ ∼ و X روی �م�ارزی ه� �ه�ی �ط� راب� ∼ �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .٢.٢.١ �ال �ث� م�

اس��ت. ه��م��س��ان��ی ،υ : X → X/ ∼ ط��ب��ی��ع��ی ن��گ��اش��ت ص��ورت

اس��ت. ه��م��س��ان��ی f ن��گ��اش��ت گ��اه آن ب��اش��د ب��از و پ��وش��ا پ��ی��وس��ت��ه، f : X → Y ن��گ��اش��ت اگ��ر .٣.٢.١ ل��م

ص��ورت ب��ه �ه �ت� �س� ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� از �اه��ی �ن� �ت� م� �اع��ی �م� �ت� اج� X ف��ض��ای �م �ی� �ن� ك� ف��رض .( چ��س��ب٢ �م ل� ) ۴.٢.١ ل��م

�ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� fi : Xi → Y �ه�ی �ت� �وس� �ی� پ� �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� Y �ای �ض� ف� �رای ب� �ر اگ� �د. �اش� ب� X = ∪n
i=۱Xi

1identification
2gluing lemma
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،i, j ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی ب��اش��ن��د، م��س��اوی م��ج��م��وع��ه�ه��ا ای��ن اش��ت��راك روی ك��ه ق��س��م��ی

fi |Xi∩Xj
= fj |Xi∩Xj

, (١.١)

اس��ت. ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل ،i ه��ر ب��رای f |Xi
= fi ض��اب��ط��ه ب��ا f : X → Y ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت گ��اه آن

�ت �اش� �گ� ن� دو �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �وژی١ �ول� �وپ� ت� �روه گ� را τ �وژی �ول� �وپ� ت� �راه �م� ه� �ه ب� G �روه گ� �ک ی� .۵.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ه �ت� �وس� �ی� پ� i(g) = g−۱ �ه�ی �ط� �اب� ض� �ا ب� i : G −→ G و θ(g, h) = gh �ه�ی �ط� �اب� ض� �ا ب� θ : G × G −→ G

ب��اش��ن��د.

R۲ زی��ر�ف��ض��ای��ی ت��وپ��ول��وژی ب��ا (S۱, ۰) و اق��ل��ی��دس��ی ت��وپ��ول��وژی ب��ا (R,+) گ��روه ب��ه م��ی�ت��وان م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

ک��رد. اش��اره گ��س��س��ت��ه ت��وپ��ول��وژی ب��ا ه��م��راه G ه��ر�گ��روه و

ن��گ��اش��ت ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، آن ن��رم��ال زی��رگ��روه ی��ک H و ت��وپ��ول��وژی گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .۶.٢.١ ل��م

ق��س��م��ت��ی خ��ارج

q : G→ G

H

اس��ت. ب��از ن��گ��اش��ت��ی

اس��ت: ب��رق��رار زی��ر ت��س��اوی�ه��ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، G در دل��خ��واه��ی ب��از م��ج��م��وع��ه�ی U ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان.

q−۱(q(U)) = q−۱({uH| u ∈ U})

= {g ∈ G| q(g) ∈ {uH| u ∈ U}}

= {g ∈ G| gH = uH, ∃u ∈ U}

= {g ∈ G| g ∈ uH, ∃u ∈ U}

= {uh| ∃u ∈ U, ∃h ∈ H}

=
∪
h∈H

Uh.

1topological group
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ب��از G در Uh م��ج��م��وع��ه�ی ،h ∈ H ه��ر ب��رای اس��ت، ری��خ��ت��ی ه��م��س��ان ت��وپ��ول��وژی گ��روه در راس��ت ان��ت��ق��ال چ��ون

ن��ت��ی��ج��ه اس��ت، ق��س��م��ت��ی خ��ارج G

H
ت��وپ��ول��وژی چ��ون و اس��ت ب��از G در q−۱(q(U)) م��ج��م��وع��ه�ی ب��ن��اب��رای��ن اس��ت.

�ه �ج� �ی� �ت� ن� �وان �ی�ت� م� �د، ش� �اب �خ� �ت� ان� �واه �خ� دل� U �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ون چ� اس��ت. �از ب� G
H

در q(U) �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �ود �ی�ش� م�

اس��ت. ب��از q ن��گ��اش��ت ک��ه گ��رف��ت

G

H
�ت��ی �م� ق��س� خ��ارج گ��روه �ص��ورت ای��ن در .H ⊴G و ب��اش��د ت��وپ��ول��وژی گ��روه ی��ک G �ی��م �ن� ک� ف��رض .٧.٢.١ ل��م

�ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در H �ه�ی �ل� �ی� وس� �ه ب� G از �ت��ی �م� �س� ق� �ارج خ� �ای ف��ض� ی��ک �وان �ن� �ه�ع� ب� G
H

�ه ک� اس��ت �ول��وژی �وپ� ت� �روه گ� ی��ک

م��ی�ش��ود.

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �ه ک� �د �اش� ب� G �روه گ� �ی �ای� دوت� �ل �م� ع� �ده�ی �ن� �ان�ده� �ش� ن� φ : G × G → G �اش��ت �گ� ن� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

م��ی�ده��ی��م، ن��ش��ان زی��ر ن��م��اد ب��ا را G
H

ق��س��م��ت��ی خ��ارج گ��روه در ال��ق��ای��ی دوت��ای��ی ع��م��ل اس��ت.

φ̄ :
G

H
× G

H
→ G

H

اس��ت، زی��ر ص��ورت ب��ه آن ض��اب��ط��ه�ی ک��ه

φ̄(aH, bH) = abH.

�رای ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را φ̄ �اش��ت �گ� ن� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �دا �ت� اب� اس��ت، �وژی �ول� �وپ� ت� �روه گ� G
H

�م �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� �ه ک� �ن ای� �رای ب�

وارون �ر �وی� �ص� ت� �م، �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� و �د �اش� ب� �از ب� U ⊆ G

H
�واه �خ� دل� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن ای�

�ا ب� �ی �ت� �م� �س� ق� �ارج خ� �ت �اش� �گ� ن� q : G → G

H
�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �از ب� G

H
× G

H
در φ̄−۱(U) �ه، �وع� �م� �ج� م� �ن ای�
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اس��ت، ب��رق��رار زی��ر ت��س��اوی�ه��ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، q(g) = gH ض��اب��ط��ه�ی

φ̄−۱(U) = {(aH, bH)| φ̄(aH, bH) ∈ U}

= {(aH, bH)| abH ∈ U}

= {(aH, bH)| q(ab) ∈ U}

= {(aH, bH)| ab ∈ q−۱(U)}

= {(aH, bH)| φ(a, b) ∈ q−۱(U)}

= {(aH, bH)| (a, b) ∈ φ−۱(q−۱(U))}. (٢.١)

�ه�ی �ط� �ق� ن� �م. �ی� �اب� �ی�ی� م� آن، �ه�ی �ط� �ق� ن� �ر ه� �ول ح� �از ب� �ه�ای �وع� �م� �ج� م� ،φ̄−۱(U) �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ودن ب� �از ب� �ات �ب� اث� �رای ب�

�ه، �ط� �ق� ن� �ن ای� �ر �ی� �ظ� ن� (٢.١) �ای �اوی�ه� �س� ت� �ه �وج� ت� �ا ب� �د، ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ه �وع� �م� �ج� م� �ن ای� در را (aH, bH) �واه �خ� دل�

�م��وع��ه�ی م��ج� �ن��د، �ت� ه��س� �ت��ه �ی��وس� پ� φ و q ن��گ��اش��ت�ه��ای چ��ون اس��ت. دس��ت در ،(a, b) ∈ φ−۱(q−۱(U)) �ن��ص��ر ع�

�د �ن� �ان� م� �ازی ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ،(a, b) �ه �ل� �م� ج� از �ه� �ط� �ق� ن� �ر ه� �ول ح� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت، اس� �از ب� G×G در φ−۱(q−۱(U))

�ا ادع� �ک �ن� ای� �د. �ن� �ی�ک� م� �دق ص� (a, b) ∈ V۱ × V۲ ⊆ φ−۱(q−۱(U)) �رط ش� در �ه ک� �ت اس� �ود �وج� م� V۱ × V۲

م��ی�ک��ن��د، ص��دق ش��رط در و اس��ت ب��از G
H

× G

H
در q(V۱)× q(V۲) م��ج��م��وع��ه�ی م��ی�ک��ن��ی��م

(aH, bH) ∈ q(V۱)× q(V۲) ⊆ φ̄−۱(U).

�ون چ� �د. �ن� �ت� �س� ه� �از ب� G
H

در q(V۲) و q(V۱) �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� اس��ت، �از ب� q �اش��ت �گ� ن� ۶.٢.١ �م ل� �ه ب� �ا �ن� ب�

ش��رط ادام��ه�ی درس��ت��ی اث��ب��ات ب��رای .(aH, bH) ∈ q(V۱)× q(V۲) ک��ه اس��ت واض��ح ،(a, b) ∈ V۱ × V۲

�ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �پ��س س� �د، �اش� ب� �ی �واه� �خ� دل� �ر �ص� �ن� ع� (a۱H, b۱H) ∈ q(V۱)× q(V۲) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ذک� م�

ری��م دا

(a۱H, b۱H) ∈ φ̄−۱(U).

.(a۱, b۱) ∈ φ−۱(q−۱(U)) �ه ک� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ک� ،(٢.١) �ای �اوی�ه� �س� ت� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�

�ه ب� �د �ودن� �وج� م� a۰, b۰ ∈ G �ر �اص� �ن� ع� ،(a۱H, b۱H) ∈ q(V۱) × q(V۲) �م ری� دا �ه ک� �ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
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�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .b۱H = b۰H و a۱H = a۰H ،b۰ ∈ V۲ ،a۰ ∈ V۱ �ه ک� �وری ط�

�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،(٢.١) �ای �اوی�ه� �س� ت� از �دد �ج� م� �اده�ی �ف� �ت� اس� �ا ب� .(a۰, b۰) ∈ V۱ × V۲ ⊆ φ−۱(q−۱(U))

ری��م دا رده�ه��ا، ای��ن ن��م��ای��ن��ده ت��ع��وی��ض ب��ا س��پ��س ،(a۰H, b۰H) ∈ φ̄−۱(U)

(a۱H, b۱H) ∈ φ̄−۱(U).

�ه �ج� �ی� �ت� ن� �ر زی� �ول �م� ش� �ی �ت� درس� �ت، اس� �ده ش� �اب �خ� �ت� ان� �واه �خ� دل� (a۱H, b۱H) ∈ q(V۱) × q(V۲) �ر �ص� �ن� ع� �ون چ�

م��ی�ش��ود،

q(V۱)× q(V۲) ⊆ φ̄−۱(U).

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه φ̄ ن��گ��اش��ت ن��ت��ی��ج��ه در و اس��ت ب��از G
H

× G

H
در φ̄−۱(U) م��ج��م��وع��ه�ی ب��ن��اب��رای��ن

�م، �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� �د �ای� ب� ،φ̄ �اش��ت �گ� ن� �ر ب� �لاوه ع� �ت، اس� �وژی �ول� �وپ� ت� �روه گ� G
H

�ای �ض� ف� �ود، ش� �ت �اب� ث� �ه ک� �ن ای� �رای ب�

�ت �اش� �گ� ن� ψ : G → G �اش��ت �گ� ن� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ز، �ی� ن� �ی �ای� دوت� �ل �م� ع� وارون از �ی �ای� �ق� ال� �ت �اش� �گ� ن�

�روه گ� روی آن �ی �ای� �ق� ال� �ت �اش� �گ� ن� ψ̄ :
G

H
→ G

H
و �د �اش� ب� ψ(g) = g−۱ �ه�ی �ط� �اب� ض� �ا ب� �ی �ای� دوت� �ل �م� ع� وارون

�ازی ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� U ⊆ G

H
�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� ψ̄(gH) = g−۱H �ه�ی �ط� �اب� ض� �ا ب� �ی �ت� �م� �س� ق� �ارج خ�

اس��ت، ب��رق��رار زی��ر ت��س��اوی ،q ◦ ψ = ψ̄ ◦ q ک��ه ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د،

ψ̄−۱(U) = q(ψ−۱(q−۱(U))).

q(ψ−۱(q−۱(U))) م��ج��م��وع��ه�ی ه��س��ت��ن��د، پ��ی��وس��ت��ه q و ψ ن��گ��اش��ت�ه��ای ک��ه ای��ن و ۶.٢.١ ل��م ب��ه رج��وع ب��ا ای��ن��ک

�ه �ت� �وس� �ی� پ� ψ̄ �اش��ت �گ� ن� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� اس��ت، �ده ش� �اب �خ� �ت� ان� �واه �خ� دل� U �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ون چ� اس��ت. �از ب� G
H

در

اس��ت.

م��ی�ک��ن��ی��م. اش��اره آن�ه��ا از وی��ژگ��ی دو ب��ه ادام��ه در ک��ه ه��س��ت��ن��د وی��ژگ��ی�ه��ای��ی دارای ت��وپ��ول��وژی گ��روه�ه��ای

�ص��ورت، ای��ن در .H ⊴ G و ب��اش��د ت��وپ��ول��وژی گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .٨.٢.١ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د، ب��س��ت��ه G در H اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر� اس��ت ه��اس��دورف١ G

H
ق��س��م��ت��ی خ��ارج گ��روه .١

1Hausdorff
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ب��اش��د. ب��از G در H اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت گ��س��س��ت��ه G
H

ق��س��م��ت��ی خ��ارج گ��روه .٢

�م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �د، �اش� ب� �دورف �اس� ه� G

H
�ی �ت� �م� �س� ق� �ارج خ� �روه گ� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� ،(۱) �ات �ب� اث� �رای ب� ب��ره��ان.

�د، �اش� ب� �واه �خ� دل� g ∈ G−H �ه�ی �ط� �ق� ن� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ت. اس� �از ب� G در G−H �ه�ی �وع� �م� �ج� م�

�از ب� �د، �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ن ای� �ه ک� �رد �ی� گ� �رار ق� G−H درون �ه ک� �م �ی� �اب� �ی�ی� م� �ه �ط� �ق� ن� �ن ای� �ول ح� �ازی ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �س �پ� س�

ف��ض��ای ی��ک G
H

ک��ه ای��ن ب��ه ب��ن��ا ه��س��ت��ن��د. م��ت��م��ای��ز G
H

گ��روه در H و gH ع��ن��ص��ر دو ،g ∈ G−H چ��ون اس��ت.

ک��ه ه��س��ت��ن��د م��وج��ود V۱ و V۰ م��ج��زای ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای ،gH و H م��ت��م��ای��ز ع��ن��ص��ر دو ب��رای اس��ت، ه��اس��دورف

م��ی�ک��ن��ن��د، ص��دق زی��ر ش��رای��ط در

H ∈ V۰, gH ∈ V۱.

ت��وس��ط آن وارون ت��ص��وی��ر ک��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه اس��ت، پ��ی��وس��ت��ه q ن��گ��اش��ت چ��ون و اس��ت ب��از G
H

در V۱ م��ج��م��وع��ه�ی

ب��ره��ان ب��ه دارد، ق��رار G−H درون م��ج��م��وع��ه ای��ن م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ح��ال اس��ت. ب��از G در q−۱(V۱) ی��ع��ن��ی ،q

�ون چ� دارد. �ود وج� h ∈ q−۱(V۱) ∩H �د �ن� �ان� م� �ری �ص� �ن� ع� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� �ب� ن� �ن �ی� �ن� چ� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف �ل� خ�

ری��م: دا ب��ن��اب��رای��ن ،h ∈ q−۱(V۰) ک��ه گ��رف��ت ن��ت��ی��ج��ه م��ی�ت��وان ،q(h) = hH = H

h ∈ q−۱(V۰) ∩ q−۱(V۱) = q−۱(V۰ ∩ V۱) = ∅

اس��ت. �رار �رق� ب� q−۱(V۱) ⊆ G−H �ول �م� ش� و اس��ت �ل �اط� ب� �ل��ف خ� ف��رض �ه �ج� �ی� �ت� ن� در اس��ت. �اق��ض �ن� ت� ی��ک �ه ک�

ی��اف��ت م��ی�ت��وان ب��ازی م��ج��م��وع��ه�ی چ��ن��ی��ن G−H از ن��ق��ط��ه ه��ر ب��رای ش��د، ان��ت��خ��اب دل��خ��واه g ∈ G−H چ��ون

م��ی�ک��ن��د. ث��اب��ت را ل��زوم و اس��ت G در H ب��ودن ب��س��ت��ه م��ع��ادل ش��رط ای��ن اس��ت. ب��از G−H م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ک��ه

ه��اس��دورف G

H
ف��ض��ای ک��ن��ی��م، ث��اب��ت م��ی�خ��واه��ی��م ب��اش��د، ب��س��ت��ه G در H م��ج��م��وع��ه�ی ک��ن��ی��م ف��رض ب��رع��ك��س،

�س �پ� س� �م، ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ا �ض� ف� �ن ای� از را bH و aH �واه �خ� دل� �ز �ای� �م� �ت� م� �ه�ی �ط� �ق� ن� دو �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ت. اس�
G

H
ف��ض��ای ن��ت��ی��ج��ه در ن��ی��س��ت. bH ش��ام��ل ک��ه اس��ت م��وج��ود aH ح��ول G

H
در ب��ازی م��ج��م��وع��ه�ی م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان

دارد. را لازم ش��رای��ط (G− bH)H م��ج��م��وع��ه�ه��ای م��ی�ک��ن��ی��م ادع��ا اس��ت. ه��اس��دورف

�ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ت، اس� �ی �ت� �خ� ری� �ان �س� �م� ه� �وژی �ول� �وپ� ت� �روه گ� در �پ چ� �ال �ق� �ت� ان� و �ت اس� �ه �ت� �س� ب� G در H �ون چ� اولا

۶.٢.١ ل��م از اس��ت��ف��اده ب��ا دی��گ��ر ب��ار اس��ت. ب��از G در G− bH م��ج��م��وع��ه��ی ن��ت��ی��ج��ه در و اس��ت ب��س��ت��ه G در bH
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�ل �ام� ش� �ه �وع� �م� �ج� م� �ن ای� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس� �از ب� G
H

در (G − bH)H �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،

�ن ای� در �د، �اش� ب� bH �ام��ل ش� (G− bH)H �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� �س��ت. �ی� ن� bH �ام��ل ش� و �س��ت ه� aH

م��ع��ادل ط��ور ب��ه ی��ا b−۱x ∈ H ب��ن��اب��رای��ن ،xH = bH ک��ه دارد وج��ود x م��ان��ن��د G− bH از ع��ن��ص��ری ص��ورت

.bH /∈ (G− bH)H و اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. ت��ن��اق��ض ک��ه x ∈ bH

،a /∈ G− bH �ن��ی �ع� ی� �ب��اش��د، ن� �ی��ن �ن� چ� �ی��م �ن� ک� ف��رض �ا ادع� ای��ن �ب��ات اث� ب��رای ،a ∈ G− bH �ی��م �ن� م��ی�ک� �ا ادع�

و aH �ز �ای� �م� ت� ای��ن، و b−۱a ∈ H �ا ب� اس��ت �ادل �ع� م� �را زی� اس��ت، �اق��ض �ن� ت� ی��ک ای��ن .a ∈ bH ص��ورت ای��ن در

�رف��ت گ� �ه �ی��ج� �ت� ن� م��ی�ت��وان �ده�ان��د، ش� �ت��خ��اب ان� �واه دل��خ� bH و aH �ق��اط ن� چ��ون �ن��د. م��ی�ک� �ق��ض ن� را G
H

گ��روه در bH

در ب��اش��د، گ��س��س��ت��ه G
H

ق��س��م��ت��ی خ��ارج گ��روه ک��ه ک��ن��ی��م ف��رض اب��ت��دا ،(۲) اث��ب��ات ب��رای اس��ت. ه��اس��دورف G

H
ک��ه

چ��ون و اس��ت ب��از G
H

در {H} م��ج��م��وع��ه�ی ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ب��از آن در ت��ک�ع��ض��وی م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ص��ورت ای��ن

ری��م دا ط��رف��ی از اس��ت، ب��از G در q−۱({H}) ی��ع��ن��ی آن وارون ت��ص��وی��ر اس��ت، پ��ی��وس��ت��ه q ن��گ��اش��ت

q−۱({H}) = H,

اس��ت. ب��از G در H م��ج��م��وع��ه�ی ب��ن��اب��رای��ن

در aH م��ج��م��وع��ه�ی ،a ∈ G ع��ن��ص��ر ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، ب��از G در H ک��ن��ی��م ف��رض ب��رع��ك��س،

اس��ت، ب��از ن��گ��اش��ت��ی q چ��ون ح��ال اس��ت. ری��خ��ت��ی ه��م��س��ان ت��وپ��ول��وژی گ��روه در چ��پ از ان��ت��ق��ال زی��را اس��ت، ب��از G

در اس��ت، {aH} ب��ا ب��راب��ر ک��ه q ت��وس��ط aH ت��ص��وی��ر ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ن��گ��ارد. ب��از م��ج��م��وع��ه�ای ب��ه را aH م��ج��م��وع��ه�ی

اس��ت. گ��س��س��ت��ه G
H

ف��ض��ای ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. ب��از G
H

ف��ض��ای

G �اه �گ� آن �د، �اش� ب� �ه �ت� �س� ب� G در �روه گ� �ن ای� �ی �ان� �م� ه� �و �ض� ع� �ر اگ� G �وژی �ول� �وپ� ت� �روه گ� �ک ی� در .٩.٢.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

اس��ت. گ��س��س��ت��ه G �گ��اه آن ب��اش��د ب��از G در گ��روه ای��ن ه��م��ان��ی ع��ض��و اگ��ر و اس��ت ه��اس��دورف

از �واب��ع ت� �ام �م� ت� �ای ف��ض� ص��ورت ای��ن� در �د. �ن� �اش� ب� �ول��وژی �وپ� ت� �ای ف��ض� دو Y و X �ی��م �ن� ک� ف��رض .١٠.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� و داده ن��ش��ان Y X ن��م��اد ب��ا را Y ب��ه X

C(X,Y ) = {f : X → Y اس��ت; پ��ی��وس��ت��ه f }

C
(
(S۱,۱), (Y, y)

)
�ر�ف��ض��ای زی� و اس��ت Y در �ه�ه��ا ط��وق� �م��ام ت� ف��ض��ای C(S۱, Y ) ،X = S۱ �ک��ه �ت��ی �ال� ح� در
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y روی Y �ه��ای ط��وق��ه١ ف��ض��ای ی��ا y ن��ق��ط��ه روی ب��س��ت��ه م��س��ی��ره��ای ت��م��ام ف��ض��ای C(S۱, Y ) از

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان Ωy(Y ) ی��ا Hom
(
(S۱,۱), (Y, y)

)
ب��ا را ف��ض��ا ای��ن م��ع��م��ولا و اس��ت

و X از ف��ش��رده�ای �ه�ی �م��وع� زی��رم��ج� K و �ن��د ب��اش� �ول��وژی �وپ� ت� ف��ض��ای دو Y و X �ی��م �ن� ک� ف��رض .١١.٢.١ �ع��ری��ف ت�

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. Y از ب��ازی زی��رم��ج��م��وع��ه�ی U

⟨K,U⟩ = {f ∈ Y X ; f(K) ⊆ U}.

م��ج��م��وع��ه�ی

{⟨K,U⟩; K ⊆ X, U ⊆ Y }

C(X,Y ) روی �از٢ �رده-ب� �ش� ف� �وژی �ول� �وپ� ت� را آن �ر �ی� �ظ� ن� �وژی �ول� �وپ� ت� و �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ه �ای� پ� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب� را

م��ی�ن��ام��ی��م.

�ی��ده پ��وش� {Ai}i∈I �ه�ه��ای �م��وع� �ر�م��ج� زی� �واده �ان� خ� ت��وس��ط �ه ک� �د �اش� ب� �ه�ای �وع� �م� م��ج� X �ی��م �ن� ک� ف��رض .١٢.٢.١ �ع��ری��ف ت�

ک��ن��ی��م ف��رض �ع��لاوه ب��ه اس��ت. ن��ام��ت��ن��اه��ی) (ح��ت��ی ان��دی��س�گ��ذار م��ج��م��وع��ه�ای I و اس��ت ش��ده

ب��اش��د، ت��وپ��ول��وژی ف��ض��ای Ai ،i ∈ I ه��ر ب��رای .١

ب��اش��د، م��ن��ط��ب��ق Ai ∩ Aj روی Ai و Aj ت��وس��ط ال��ق��ای��ی زی��رف��ض��ای��ی ت��وپ��ول��وژی� دو ،i, j ∈ I ه��ر ب��رای .٢

ب��اش��د. ب��س��ت��ه Ai و Aj در Ai ∩ Aj م��ج��م��وع��ه ،i, j ∈ I ه��ر ب��رای .٣

اس��ت �ول��وژی�ای �وپ� ت� {Ai, i ∈ I} �ان��واده خ� ت��وس��ط ش��ده ری��ف � �ع� ت� X روی �ی��ف٣ �ع� ض� �ول��وژی �وپ� ت� ای��ن�ص��ورت در

ب��اش��د. ب��س��ت��ه Ai در F ∩Ai, i ∈ I ه��ر ب��رای اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ب��س��ت��ه F ⊆ X زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ه��ر آن در �ک��ه

ک��ه دی��د م��ی�ت��وان ب��ه�س��ادگ��ی

اس��ت. ب��س��ت��ه X در Ai م��ج��م��وع��ه�ی ،i ∈ I ه��ر ب��رای (i

1loop
2compact-open topology
3weak topology
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اس��ت. م��ن��ط��ب��ق Ai ت��وپ��ول��وژی ب��ر Ai زی��ر�ف��ض��ای��ی ت��وپ��ول��وژی (ii

در ک��ه دارد وج��ود X روی ت��وپ��ول��وژی ی��ک ت��ن��ه��ا ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی I ان��دی��س�گ��ذار م��ج��م��وع��ه�ی ک��ه ص��ورت��ی در (iii

م��ی�ک��ن��د. ص��دق ٣ و ٢ ،١ ش��رای��ط

�رای ب� �د. �اش� �ب� ن� �رار �رق� ب� (iii) �م �ك� ح� �ت اس� �ن �ك� �م� م� �د، �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� I �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ه چ� �ان �ن� چ� �ت اس� �ر ذك� �ل �اب� ق�

ك��رد. م��راج��ع��ه [١١] ١٠.٨ م��ث��ال ب��ه م��ی�ت��وان ن��ق��ض م��ث��ال م��ش��اه��ده

�ورت ص� �ن ای� در �د، �اش� ب� �وژی �ول� �وپ� ت� �ای �اه� �ض� ف� از �واده�ای �ان� خ� {Xj : j ∈ J} �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٣.٢.١ �ال �ث� م�

ب��ا ه��م��راه Xjه��ا، م��ج��زای �ت��م��اع اج� ب��ا ب��راب��ر م��ی�ش��ود، داده ن��م��ای��ش
⨿

Xj ن��م��اد ب��ا ك��ه خ��ان��واده ای��ن ه��م�ض��رب١

اس��ت. خ��ان��واده ای��ن ت��وس��ط ش��ده م��ش��خ��ص ض��ع��ی��ف ت��وپ��ول��وژی

�ک ی� τ �ورت �ن�ص� ای� در τ = {A|A ⊂ X} و �د �اش� ب� �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۴.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ن��ام��ن��د. گ��س��س��ت��ه٢ ت��وپ��ول��وژی را ت��وپ��ول��وژی ای��ن ک��ه اس��ت X ب��رای ت��وپ��ول��وژی

�وژی �ول� �وپ� ت� �ک ی� τ �ورت �ن�ص� ای� در τ = {ϕ,X} و �د �اش� ب� �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۵.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ن��ام��ن��د. اگ��س��س��ت��ه٣ ن�� ت��وپ��ول��وژی را آن ک��ه اس��ت X ب��رای

و f(۰) = a �ر اگ� �ت. اس� f : I → X �د �ن� �ان� م� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ع� �اب� ت� X در �ر۴ �ی� �س� م� �ك ی� .١۶.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

اس��ت. b ب��ه a از م��س��ی��ری f گ��اه آن f(۱) = b

از X در م��س��ی��ری a, b ∈ X ه��ر ب��رای ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده م��س��ی��ری۵ ه��م��ب��ن��د X ف��ض��ای .١٧.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. م��وج��ود b ب��ه a
1coproduct
2discrete topology
3indiscrete topology
4path
5path connected
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�ر ه� و x ∈ X �ر ه� �رای ب� �ر اگ� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی١ �ع� �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X �ای �ض� ف� .١٨.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

در ن��ق��ط��ه دو ه��ر ك��ه ق��س��م��ی ب��ه ب��اش��د م��وج��ود x ∈ V ⊆ U خ��اص��ی��ت ب��ا V ه��م��س��ای��گ��ی x از U ب��از ه��م��س��ای��گ��ی

ك��رد. م��ت��ص��ل ی��ك��دی��گ��ر ب��ه U در م��س��ی��ری وس��ی��ل��ه�ی ب��ه ب��ت��وان را V

ب��از ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر و x ∈ X ه��ر ب��رای اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت م��وض��ع��ی م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د X ف��ض��ای .١٩.٢.١ ل��م

ب��اش��د. م��وج��ود x ∈ V ⊆ U خ��اص��ی��ت ب��ا V ب��از م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د م��ج��م��وع��ه�ی ،x از U

x �ام��ل ش� U از �ری �ی� �س� م� �ه�ی �ف� �ول� م� را V �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د، �اش� ب� �ی �ع� �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X �م �ی� �ن� ك� ف��رض ب��ره��ان.

اس��ت. ب��دی��ه��ی م��وض��ع��ی، م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د ف��ض��ای ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ب��ال��ع��ك��س، م��ی�ك��ن��ی��م. ان��ت��خ��اب

�ی��ری �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X ص��ورت ای��ن در �د، �اش� ب� �ی �ع� �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� و �د �ن� �ب� �م� ه� X �م �ی� �ن� ك� ف��رض .٢٠.٢.١ �م ل�

اس��ت.

م��وض��ع��ی م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د X ك��ه ج��ای��ی آن از اس��ت، م��ول��ف��ه ی��ك دارای ت��ن��ه��ا ل��ذا اس��ت، ه��م��ب��ن��د X چ��ون ب��ره��ان.

اس��ت. ب��رق��رار ح��ك��م ب��ن��اب��رای��ن اس��ت، م��س��ی��ری م��ول��ف��ه�ی X ل��ذا اس��ت،

ج��ب��ری ت��وپ��ول��وژی م��ف��اه��ی��م ٣.١

پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م اس��ت، ن��ی��از م��ورد رس��ال��ه ای��ن در ک��ه ج��ب��ری ت��وپ��ول��وژی م��ف��اه��ی��م از ب��رخ��ی ب��ه ب��خ��ش ای��ن در

ص��ورت ای��ن� در ،X ⊆ Y ک��ن��ی��م ف��رض .١.٣.١ ت��ع��ری��ف

ک��ه ط��وری� ب��ه� ب��اش��د م��وج��ود r : Y −→ X پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، Y ت��وک��ش��ی��ده٢ را X ف��ض��ای .١
ت��وک��ش��ن��ده٣ را r ن��گ��اش��ت ح��ال��ت ای��ن در اس��ت. ش��م��ول ن��گ��اش��ت i : X −→ Y آن در ک��ه roi = ۱X

گ��وی��ی��م.

1locally path connected
2retract
3retraction
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.ior ≃ ۱Y و ب��اش��د Y ت��و�ک��ش��ی��ده�ی X ه��رگ��اه گ��وی��ی��م Y دگ��ردی��س��ی١ ت��وک��ش��ی��ده�ی را X ف��ض��ای .٢

f, g : X → Y و X از دل��خ��واه��ی زی��رف��ض��ای A ت��وپ��ول��وژی، ف��ض��ای دو Y و X ك��ن��ی��م ف��رض .٢.٣.١ ت��ع��ری��ف

ن��گ��اش��ت��ی ه��رگ��اه ه��س��ت��ن��د ه��م��وت��وپ��ی��ك٢ A ب��ه ن��س��ب��ت g و f گ��وی��ی��م ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت�ه��ای��ی

ک��ن��د: ص��دق زی��ر ش��رای��ط در ک��ه ب��اش��د م��وج��ود F : X × I → Y م��ان��ن��د پ��ی��وس��ت��ه

∀x ∈ X, F (x, ۰) = f(x), .١

و ∀x ∈ X, F (x,۱) = g(x) .٢

∀a ∈ A, ∀t ∈ I, F (a, t) = f(a) = g(a). .٣

�ورت ص� �ن ای� در �د. �ن� �اش� ب� X در �ر �ی� �س� م� دو g و f و �د �اش� ب� �وژی �ول� �وپ� ت� �ی �ای� �ض� ف� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣.٣.١ �ر �ذک� ت�

اگ��ر ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ش��ود. گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در İ = {۰,۱} م��ج��م��وع��ه ب��ه ن��س��ب��ت م��س��ی��ر، دو ای��ن ب��ی��ن ن��س��ب��ی٣ ه��م��وت��وپ��ی

ری��م: دا ری��ف ت��ع�� ط��ب��ق گ��اه آن ب��اش��ن��د، ه��م��وت��وپ��ی��ک İ ب��ه ن��س��ب��ت g و f

اس��ت، م��وج��ود زی��ر خ��واص ب��ا F : I × I → I ن��گ��اش��ت

.١

∀s ∈ I, F (s, ۰) = f(s), F (s,۱) = g(s),

.٢

∀t ∈ I, F (۰, t) = f(۰) = g(۰),

.٣

∀t ∈ I, F (۱, t) = f(۱) = g(۱).

1deformation retract
2homotopic
3relative homotopy


