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به دکترا درجه شرایط از ͳ΋ی عنوان به نامه پایان این

رایانه و ͳریاض بخشریاضͳ-دانش΋ده

کرمان باهنر شهید دانشΎاه

شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم

امضاء: ͳرضای ͳحاج سمیه دانشجو:

امضاء: هدایت سینا دکتر راهنما: استاد

امضاء: مشاور: استاد

امضاء: : اول داور

امضاء: دوم: داور

امضاء: :ͳمیل΋ت تحصیلات نماینده

است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

پ



به تقدیم

ঙࢡඥر඼ෙय़باৣم

ت



ͳقدردان و تش΋ر

ی سجده که مهربانم و دلسوز مادر و پدر ͳامΎهم و ͳهمراه و ͳهمدل بر بی΋ران سپاس

من به را ͳمهربان های لحظه گهربارشان دامان و پروراند وجودم در را محبت گل ایثارشان

با که هدایت دکتر آقای جناب فرزانه و فرهیخته استاد از شایسته تش΋ر و تقدیر با و آموخت

و راهنما همواره و نمود پرور علم را سخن های صحیفه ، بلند های گفته و دلاویز های ن΋ته

است. بوده نامه پایان اکمال و اتمام در نΎارنده گشای راه

باد مظفر ات اندیشه توسن همیشه باد برتر عرش ز مقامت معلما

یاری مهم این رساندن انجام به در مرا ͳنوع به که ͳکسان همه خدمت خالصانه تش΋ر با و

اند. نموده

ث



چ΋یده

حلقه�های روی ͳباتولیدمتناه مدول�های ساختار کردن مشخص رساله، این نΎارش از هدف

بیشین ایده�ال�های حاصلضرب آن�ها ناصفر Ίفیتین ایده�آل اولین که است ͳحالت در نوتری،

است.

شده� بیان م�ͳدهند، تش΋یل را بعدی مطالب زیربنای که ͳقضایای و تعاریف اول فصل در

است.

ایده�ال اولین که ͳباتولیدمتناه مدول�های ساختار توصیف در ͳاساس قضیه Έی دوم فصل در

شده اثبات و بیان ͳموضع ی΋تای تجزیه دامنه Έی روی است، بیشین آن�ها ناصفر Ίفیتین

دهیم. تعمیم سرتاسری حالت به را قضیه این کرده�ایم ͳسع فصل ادامه در است.

بودن UFD شرط جایΎزین Mاست، مستقیم جمعوند T (M) که را شرط این سوم فصل در

مشخص حالت این در را ͳباتولیدمتناه R-مدول�های ساختار و ایم کرده دوم فصل در R

کرده�ایم.

مشخص ͳحالت در را R نوتری دامنه روی M ͳباتولیدمتناه مدول ساختار چهارم فصل در

دو حداکثر ارتفاع از R بیشین ایده�ال�های Mحاصلضرب Ίفیتین ایده�ال اولین که کرده�ایم

است. اول عنصری شامل و

ج
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٢ ͳمقدمات تعاریف .١

هستند. ͳان΋ی مدول�ها و ی΋دار و ͳجابجای حلقه�ها رساله این در

تصویری ب̶عد ١.١

دقیق دنباله باشد. یRΈ-مدول M کنید فرض تعریف١.١.١.

· · ·Pn //φn // Pn−1
// · · · // // P0

//M // 0

گوییم باشند. تصویری -مدول�های R ها Pi هر�گاه Mم�ͳنامیم برای تصویری تجزیه Έی را

بˇعد .Pi = 0 ، i > n هر برای و Pn ̸= 0 هرگاه است n طول از فوق تصویری تجزیه

نمایش pdR(M) با را آن و کرده Mتعریف تصویری تجزیه کوتاهترین طول Mرا تصویری

م�ͳدهیم قرار دراین�صورت باشد نداشته ͳمتناه طول از تصویری تجزیه M اگر م�ͳدهیم.

. pdR(M) =∞

باشند، هموار ها Pi اگر و آزاد تجزیه Έی را فوق تجزیه باشند، آزاد ها Pi فوق تجزیه در اگر

م�ͳگوییم. M برای هموار تجزیه Έی را تجزیه

gldim(R) = sup
M

pdR(M) صورت به و م�ͳدهیم نمایش gldim(R) با را R سرتاسری بˇعد

م�ͳکنیم. تعریف

کوتاهترین طول را M همواری بˇعد باشد. R-مدول Έی M کنید فرض تعریف٢.١.١.

هموار تجزیه M اگر م�ͳدهیم. نمایش fdR(M) با آن�را و م�ͳکنیم تعریف M هموار تجزیه

.fdR(M) =∞ م�ͳدهیم قرار دراین�صورت باشد، نداشته ͳمتناه طول از

باشد. ͳمتناه تولید با R-مدول Έی M و نوتری حلقه Έی R کنید فرض .٣.١.١ ح΋م

.fdR(M) = pdR(M) دراین�صورت

.[٨-٢٧ قضیه ،٩] برهان.

اول ایده�آل هر برای دراین�صورت باشند. R-مدول دو Nو M کنید فرض .۴.١.١ ح΋م

.TorRP
n (MP , NP ) = [TorRn (M,N)]P ،n ͳنا���������منف ΀صحی عدد هر و R از P



٣ تصویری بˇعد .١.١

.[٧-١٧ گزاره ،٩] برهان.

هر برای دراین�صورت باشد. R-مدول Έی M و حلقه Έی R کنید فرض .۵.١.١ ح΋م

معادلند. زیر شرایط ،n ͳنا�منف ΀صحی عدد

.fdR(M) ≤ n (١

.TorRn+1(M,N) = 0 ،Nمدول-R هر ٢)برای

.[٨-١٧ گزاره ،٩] برهان.

باشد. ͳمتناه تولید با MیRΈ-مدول و ͳموضع حلقه Έی R کنید فرض .۶.١.١ ح΋م

معادلند. زیر شرایط د

است. آزاد M (١

است. تصویری M (٢

است. هموار M (٣

.[۴٢ صفحه نتیجه ،۵] برهان.

باشد. R نوتری حلقه روی ͳمتناه تولید با مدول Έی M کنید فرض .٧.١.١ ح΋م

دراین�صورت

.pdR(M) = sup
P∈Spec(R)

pdRP
(MP ) = sup

m∈Max(R)

pdRm(Mm)

ایده�آل�های برای ح΋م اثبات .pdR(M) = sup
m∈Max(R)

pdRm(Mm) م�ͳدهیم نشان برهان.

.pdR(M) ≥ pdRm(Mm) ،m بیشین ایده�ا�ل هر برای م�ͳدهیم نشان ابتدا است. مشابه اول

کنید فرض نم�ͳماند. ͳباق اثبات برای چیزی آن�گاه ،pdR(M) =∞ اگر

0 −→ Xn −→ Xn−1 −→ · · · −→ X0 −→M

تصویری Rm ⊗R Xi
∼= (Xi)m ،i ≥ 0 هر ازای به باشد. M برای تصویری تجزیه Έی

لذا است، هموار یRΈ-مدول Rm آن�جای�ͳکه از است.

0 −→ Rm⊗RXn −→ Rm⊗RXn−1 −→ · · · −→ Rm⊗RX0 −→ Rm⊗RM −→ 0



۴ ͳمقدمات تعاریف .١

.pdRm(Mm) ≤ pdR(M) پس است. Mm Rm-مدول برای تصویری تجزیه Έی

باشد.بنا ͳدلخواه بیشین mایده��ال فرضکنید .sup
m
pdRm(Mm) = n <∞ فرضکنید حال

طبق حال .TorRm
n+1(Mm, Nm) = 0 ،N R-مدول هر برای ،۵.١.١ ح΋م و ٣.١.١ ح΋م به

m بیشین ایده�آل هر برای تساوی آن�جای�ͳکه از .[TorRn+1(M,N)]m = 0 ،۴.١.١ ح΋م

دیΎر بار .fdR(M) ≤ n ،۵.١.١ ح΋م طبق مجدداً .TorRn+1(M,N) = 0 لذا است برقرار

م�ͳشود. اثبات ح΋م و pdR(M) ≤ n ،٣.١.١ ح΋م به بنا

باشد. ͳمتناه تولید با R-مدول Έی M و نوتری حلقه Έی R کنید فرض .٨.١.١ قضیه

معادلند. زیر شرایط دراین�صورت

است. تصویری یRΈ-مدول M(١

است. آزاد Rm-مدول Έی Mm ،m بیشین ایده�آل هر ازای به (٢

.[١-۴-٢ قضیه ،۵] برهان.

به باشد R از ͳایده�آل I و ͳمتناه تولید با R-مدول Έی M کنید فرض .٩.١.١ ح΋م

.(1 + a)M = 0 طوری��که به است موجود a ∈ I عنصر آن�گاه .M = IM طوری�که

.[۵-٢ نتیجه ،١] برهان.

یΈایده�آل عمق و ��� کمپل΋سکاژول١ ٢.١

شده��اند. آورده [۴] مرج΄ از فصل، انتهای تا تعاریف،

هر برای و ∧0N = R م�ͳدهیم قرار باشد. R-مدول Έی N کنیم فرض تعریف١.٢.١.

بر مرتبه)، m) ،N ⊗ N ⊗ · · · ⊗ N مدول قسمت خارج را ∧mN ،m ≥ 1 ΀صحی عدد

و x1 ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xm−1 عناصر توسط شده تولید زیرمدول

x1, . . . , xm ∈ N هر ازای به x1⊗ x2⊗ · · · ⊗ xm− (sgnσ)xσ(1)⊗ xσ(2)⊗ · · · ⊗ xσ(m)

١Koszul Complex



۵ کاژول کمپل΋س .٢.١

توان mاُمین را ∧mN م�ͳکنیم. تعریف ،{1, 2, . . . ,m} مجموعه از σ جایΎشت هر ازای وبه

نمایش x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xm ͳمتناه مجموع�های نماد با را آن عنصر هر و نامیده N ͳبیرون

م�ͳدهیم.

کمپل΋س باشد. ثابت عنصری x ∈ N و یRΈ-مدول N کنید فرض تعریف٢.٢.١.

K(x) : 0 // R // N // ∧2N // · · · // ∧iN dx // ∧i+1N // · · ·

م�ͳنامیم. کاژول یΈکمپل΋س م�ͳنΎارد، x∧a به را a ∈ ∧iN همΎن عنصر dx آن در که را

.dx(1) = x ∈ N ، 1 ∈ R ازای به

بجای آن�گاه ، x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ∼= N و باشد n رتبه از آزاد -مدول RΈی N اگر

.K(x1, . . . , xn) م�ͳنویسیم K(x)

صفر ناشمارنده Έی را x ∈ R عنصر باشد. MیRΈ-مدول کنیم فرض تعریف٣.٢.١.

.m = 0 شود نتیجه xm = 0 از ،m ∈M هر ازای به هرگاه م�ͳنامیم M روی

م�ͳدهد. تعمیم را صفر ناشمارنده مفهوم زیر تعریف

عناصر از دنباله Έی باشد. یRΈ-مدول M و حلقه Έی R کنیم فرض تعریف٢.١.۴.

هرگاه م�ͳشود، نامیده M-دنباله) Έی (یا M روی منظم دنباله Έی را x1, . . . , xn ∈ R

.(x1, . . . , xn)M ̸=M(١

روی صفر ناشمارنده Έی xi ،٢≤ i ≤ n ،i هر برای Mو روی صفر ناشمارنده Έی x1 (٢

باشد. M

(x1, . . . , xi−1)M

این به xn+1 ∈ R عنصر هر افزودن با هرگاه م�ͳشود، نامیده بیشین را x1, . . . , xn M-دنباله

نباشد. M-دنباله Έی x1, . . . , xn, xn+1 دنباله، -M

همولوژی مدول امین -j زیر، قضیه در Hj(M ⊗ K(x)) از منظور .۵.٢.١ ملاحظه

است. M ⊗K(x) کمپل΋س



۶ ͳمقدمات تعاریف .١

j < هر برای همچنین و باشد ͳمتناه تولید با مدول -RΈیM کنید فرض .۶.٢.١ قضیه

دراین�صورت .Hr(M ⊗RK(x1, . . . , xn)) ̸= 0 ͳول Hj(M ⊗RK(x1, . . . , xn)) = 0 ،r

است. r طول از و دارد قرار I = (x1, . . . , xn) ایده�آل در بیشین M-دنباله هر

.[۴-١٧ قضیه ،۴] برهان.

آن�گاه باشد، M-دنباله Έی x1, . . . , xn اگر .٧.٢.١ نتیجه

.Hn(M ⊗R K(x1, . . . , xn)) =
M

(x1, . . . , xn)M

.[۵-١٧ نتیجه ،۴] برهان.

فوق نتیجه طبق آن�گاه ، M ̸= IM ، و I = (x1, . . . , xn) اگر .٨.٢.١ ملاحظه

داریم همچنین .Hn(M ⊗R K(x1, . . . , xn)) =
M

IM
̸= 0

که م�ͳشود یافت r مثبت ΀صحی عدد همواره بنابراین .H−1(M ⊗R k(x1, . . . , xn)) = 0

باشد. برقرار ۶.٢.١ قضیه آن برای

تولید با R-مدول Έی M و R نوتری حلقه از ͳایده�آل I کنیم فرض .٩.٢.١ تعریف

در بیشین M-دنباله�های همه طول ،۶.٢.١ قضیه طبق .M ̸= IM طوری�که به باشد ͳمتناه

نماد با آن�را و م�ͳنامیم M روی I عمق را I در بیشین M-دنباله هر طول است. ی΋سان I

I عمق را I در بیشین منظم دنباله هر طول ،M = R اگر م�ͳدهیم. نمایش depth(I,M)

.depth(I,M) =∞ م�ͳکنیم داد قرار ،M = IM درصورتی΋ه م�ͳنامیم.

م�ͳدهیم. نشان depth(I) با ͳگاه را depth(I, R) آن�گاه M = R اگر

ͳیعن است، یافته تعمیم ͳاصل ایده�آل قضیه برای ͳمشابه ۶.٢.١ قضیه که کنید توجه

است. r حداکثر شود، تولید عنصر r با که ایده�آل Έی عمق که م�ͳکند بیان

دراین�صورت باشد، R نوتری حلقه از ͳایده�آل I کنید فرض .١٠.٢.١ ح΋م

.depth(I,M) = depth(
√
I,M)

.[١٧-٨ نتیجه ،۴] برهان.



٧ کاژول کمپل΋س .٢.١

باشد. ͳمتناه تولید با MیRΈ-مدول و نوتری حلقه Έی R کنید فرض .١١.٢.١ ح΋م

از I ایده�آل هر برای .P ∈ Supp(M) به�طوری�که باشد R از ͳاول ایده�آل P کنید فرض

نا�مساوی است مم΋ن ͳکل حالت در .depth(I,M) ≤ depth(IP ,MP ) ، I ⊆ P که R

به�طوری�که است موجود P ∈ Supp(M) بیشین ایده�آل ،I ایده�آل هر برای اما باشد، اکید

آن�گاه باشد، R از ͳبیشین ایده�آل P اگر بویژه .depth(I,M) = depth(IP ,MP )

.depth(P,M) = depth(PP ,MP )

.[١٨-١ لم ،۴] برهان.

را P ارتفاع صورت این در باشد. R حلقه از ͳاول ایده�آل P کنید فرض تعریف١٢.٢.١.

زنجیرهای طول�های مجموعه بالای کران کوچ΋ترین برابر

P0 ⊆ P1 ⊆ · · · ⊆ Pn = P

بالا کران کوچ΋ترین مجموعه این این�که بر مشروط م�ͳکنیم تعریف R اول ایده�آل�های از

م�ͳدهیم. نشان ht(P ) با را P ارتفاع م�ͳدهیم. ∞قرار را آن این�صورت غیر در و باشد داشته

م�ͳدهیم نمایش ht(I) با را I ارتفاع این�صورت در باشد. R حلقه از ͳایده�آل I کنید فرض

م�ͳکنیم. تعریف ht(I) = inf
P⊇I

ht(P ) به�صورت را آن و

ͳایده�آل I و نوتری حلقه�ای R فرضکنید یافته) تعمیم ͳاصل ایده�آل (قضیه .١٣.٢.١ قضیه

I کمین اول ایده�آل هر به�ازای صورت این در م�ͳشود. تولید عضو n توسط که باشد R از

.ht(P ) ≤ n ،P چون

.[۴-١۵ قضیه ،١٠] برهان.

باشد. ͳمتناه تولید با MیRΈ-مدول و نوتری حلقه Έی �R کنید فرض .١۴.٢.١ ح΋م

زنجیر هر طول از depth(I,M) آن�گاه ، باشد annR(M) شامل R از ایده�آل Έی I اگر

در اول ایده�آل Έی به و شروع I شامل اول ایده�آل Έی با که اول ایده�آل�های از ͳنزول بیشین

.depth(I, R) ≤ ht(I) بویژه است. مساوی یا کوچ΋تر م�ͳشود، ختم Ass(M)



٨ ͳمقدمات تعاریف .١

.[١٨-٢ ح΋م ،۴] برهان.

باشد. ͳمتناه تولید با MیRΈ-مدول و نوتری حلقه Έی R کنید فرض .١۵.٢.١ ح΋م

.pdR(M) ≥ depth(annR(M)) دراین�صورت

.[۵-١٨ نتیجه ،۴] برهان.

صفر ناشمارنده و ی΋ه غیر عنصر Έی x ∈ R و حلقه Έی R کنید فرض .١۶.٢.١ ح΋م

آن�گاه ،pdR̄(M) < ∞ اگر باشد. R̄-مدول Έی M و R̄ = R/(x) کنید فرض باشد.

.pdR(M) = pdR̄(M) + 1

.[٨-٣٩ گزاره ،٩] برهان.

Έی توسط که باشد R از ͳایده�آل I و نوتری حلقه Έی R کنید فرض .١٧.٢.١ قضیه

.pdR(R/I) = depth(I) دراین�صورت م�ͳشود. تولید منظم دنباله

م�ͳشود دیده ͳراحت به ابتدا م�ͳکنیم. ثابت n = depth(I) روی استقرا با را ح΋م برهان.

کنید فرض .depth(I) = r آن�گاه شود، تولید r طول از منظم دنباله�ای توسط I اگر که

ناشمارنده Έی x که I =< x > ͳیعن شود، تولید 1 طول از منظم دنباله Έی توسط I

است. R/I برای آزاد تجزیه Έی 0 // R
x // R // R/I // 0 پس است. صفر

اگر است. برقرار n = ٢ حالت برای که م�ͳدهیم نشان حال .pdR(R/I) = 1 لذا

آن�گاه است، R در منظم دنباله Έی x1, x2 که I =< x1, x2 >

0 // R


x2

−x1


// R2(x1,x2)// R // R/I // 0

فرض حال .pdR(R/I) = ٢ ،١۵.٢.١ ح΋م طبق لذا است. R/I برای آزاد تجزیه Έی

که م�ͳشود دیده ͳآسان به است. منظم دنباله�ای x1, . . . , xn که I =< x1, . . . , xn > کنید



٩ کاژول کمپل΋س .٢.١

استقرا فرض طبق لذا .depth(I/ < x1 >,R/ < x1 >) = n− 1

.pdR(R/I) = n− 1 + 1 = n ،١۶.٢.١ ح΋م به بنا حال .pdR/<x1>(R/I) = n− 1

بوده ͳموضع حلقه Έی (R,m) کنید فرض ( آوسلندر-بوخسباوم (فرمول .١٨.٢.١ قضیه

دراین�صورت .pdR(M) <∞ به�طوری�که باشد ͳمتناه باتولید یRΈ-مدول M و

pdR(M) = depth(m,R)− depth(m,M).

.[١٩-٩ قضیه ،۴] برهان.

m اگر باشد. d بعد با نوتری و ͳموضع حلقه Έی (R,m) کنید فرض تعریف١٩.٢.١.

نامیده منظم ͳموضع حلقه Έی R آن�گاه باشد، داشته عنصر d با کمین مولد مجموعه Έی

م�ͳشود.

R دراین�صورت باشد. نوتری و ͳموضع حلقه Έی (R,m) کنید فرض .٢٠.٢.١ قضیه

شود. تولید منظم دنباله Έی توسط m اگر تنها و اگر است منظم ͳموضع

.[٩-١-١ نتیجه ،۵] برهان.

ایده�آل هر ازای به هرگاه م�ͳشود، نامیده منظم حلقه Έی R نوتری حلقه تعریف٢١.٢.١.

باشد. منظم ͳموضع حلقه Έی RP ،P اول

به�طوری�که باشد نوتری و ͳموضع حلقه Έی R کنید فرض .٢٢.٢.١ ح΋م

دراین�صورت باشد. صفر ناشمارنده عنصر Έی a ∈ m−m2 و gldim(R) <∞

.gldim(R/ < a >) <∞

.[۵-٩-٢ نتیجه ،۵] برهان.

Έی R دراین�صورت باشد. نوتری و ͳموضع حلقه Έی R کنید فرض .٢٣.٢.١ قضیه

.gldim(R) <∞ اگر تنها و اگر است منظم ͳموضع حلقه



١٠ ͳمقدمات تعاریف .١

.[١٩-١٢ قضیه ،۴] برهان.

است. (UFD) ی΋تا تجزیه دامنه Έی منظم ͳموضع حلقه هر .٢۴.٢.١ قضیه

.[١٩-١٩ قضیه ،۴] برهان.

ددکیند دامنه�های و گسسته ͳارزیاب حلقه�های ٣.١

به هرگاه م�ͳشود، نامیده K از ͳارزیاب حلقه Έی K میدان از R حلقه زیر تعریف١.٣.١.

.α−1 ∈ R یا α ∈ R باشیم داشته 0 ̸= α ∈ K هر ازای

دراین�صورت باشد. K میدان از ارزیاب حلقه Έی R کنید فرض .٢.٣.١ قضیه

است. R حلقه کسرهای میدان K (١

است. ͳموضع حلقه Έی R (٢

است. بسته ( K ͳیعن) خود کسرهای میدان در ΀صحی طور به R (٣

.[١-٣-۵ ح΋م ،۵] برهان.

ترتیب رابطه با G هرگاه م�ͳشود، نامیده مرتب ͳآبل گروه Έی G ͳآبل گروه تعریف٣.٣.١.

α+γ ≤ β+γ آن�گاه α ≤ β اگر α, β, γ ∈ G هر به�ازای و بوده مرتب کلا̈ یΈمجموعه ≤

هر به�ازای و G∗ = G ∪ {∞} گیریم باشد، مرتب ͳآبل گروه Έی G اگر . − β ≤ −α و

.α <∞ ∞+∞و =∞ و α +∞ =∞+ α =∞ م�ͳکنیم تعریف α ∈ G

ارزیاب Έی باشد. مرتب ͳآبل گروه Έی G و میدان Έی K کنیم فرض تعریف٣.١.۴.

به�قسم�ͳکه است ν : K −→ G∗ مانند ͳاشتΎن K روی

.a = 0 اگر تنها و اگر ν(a) =∞ (١

.a, b ∈ K هر برای ،ν(ab) = ν(a) + ν(b) (٢

.a, b ∈ K هر برای ،ν(a+ b) ≥ min{ν(a), ν(b)} (٣

م�ͳنامیم. ν ارزیاب تاب΄ مقادیر گروه را G گروه



١١ ددکیند دامنه�های و گسسته ͳارزیاب حلقه�های .٣.١

است ΀واض آن��گاه باشد، K میدان روی ارزیاب Έی ν : K −→ G∗ اگر تعریف٣.١.۵.

متناظر ارزیاب حلقه آن�را که است K از ارزیاب حلقه Έی V = {a ∈ K : ν(a) ≥ 0} که

م�ͳنامیم. ν با

نامیده گسسته ،K میدان روی ν ارزیاب باشد. میدان Έی K کنیم فرض تعریف٣.١.۶.

ارزیاب حلقه باشد. (΀صحی اعداد (مجموعه Z آن مقادیر گروه و بوده پوشا ν هرگاه م�ͳشود،

م�ͳنامیم. (DVR) گسسته ارزیاب حلقه Έی را گسسته ارزیاب با متناظر

میدان و 0 ̸= m بیشین ایده�آل با نوتری و ͳموضع دامنه Έی R کنید فرض .٧.٣.١ قضیه

معادلند. زیر شرایط دراین�صورت باشد. K کسرهای

است. گسسته ارزیاب حلقه R (١

است. ͳاصل ایده�آل دامنه R (٢

است. ͳاصل ایده�آل m (٣

است. بیشین ناصفرش اول ایده�آل هر و بسته ΀صحی به�طور R (۴

است. m از ͳتوان R ناصفر ایده�آل هر (۵

.[٢-٢-۵ قضیه ،۵] برهان.

به�طور R هرگاه م�ͳشود، نامیده ددکیند دامنه Έی R نوتری ΀صحی دامنه .٨.٣.١ تعریف

باشد. بیشین آن غیرصفر اول ایده�آل هر و بوده بسته ΀صحی

دراین�صورت Rباشد. از ناصفری ایده�آل I و ددکیند RیΈدامنه فرضکنید قضیه٩.٣.١.

است. ͳاصل R/I حلقه ایده�آل هر

.[٣-١-۵ نتیجه ،۵] برهان.

دراین�صورت باشد. R از ناصفری ایده�آل I و ددکیند دامنه R کنید فرض .١٠.٣.١ قضیه

م�ͳشود. تولید عنصر ٢ توسط حداکثر I

.[٣-٢-۵ نتیجه ،۵] برهان.



١٢ ͳمقدمات تعاریف .١

از ،M ͳتاب مدول زیر ،T (M) باشد. R-مدول Έی M کنید فرض .١١.٣.١ تعریف

برای همچنین شوند. پوچ R منظم عنصر Έی توسط که است شده تش΋یل عناصری ͳتمام

م�ͳکنیم. تعریف چنین را Tr(M) ،r ∈ R

Tr(M) = {x ∈M : rx = 0}.

ͳتاب مدول را M آن�گاه ،T (M) = M اگر و تاب از فارغ را M آن�گاه ،T (M) = 0 اگر

م�ͳگوییم.

باشد. ͳمتناه تولید با MیRΈ-مدول و ددکیند دامنه Έی R فرضکنید .١٢.٣.١ قضیه

دراین�صورت

،1 ≤ i ≤ t ،pi اول ایده�آل�های و ni مثبت ΀صحی اعداد آن�گاه باشد، ͳتاب M ١)اگر

است. ی΋ریخت
n⊕
i=1

(R/pni
i ) با ͳتای΋ی به�طور M به�طوری�که موجودند

موجودند R از I ناصفر ایده�آل و n مثبت ΀صحی عدد آن�گاه باشد، تاب از فارغ M ٢)اگر

است. ی΋ریخت Rn ⊕ I با ͳتای΋ی به�طور M به�طوری�که

.[١٠-٢٣-۴-٧ گزاره ،٢] برهان.

Ίفیتین ایده�آل�های ۴.١

است. نوتری حلقه Έی Rبخش این در

کمپل΋س تعریف١.۴.١.

F : · · · // Fn
φn // Fn−1

// · · ·

F ⊗R در نΎاشت�ها کلیه هرگاه م�ͳشود، نامیده کمین کمپل΋س (R,P ) ͳموضع حلقه روی

.Imφn ⊆ PFn−1 ،n هر برای ͳیعن باشند. صفر R/P

هر در که معناست بدین فوق تعریف است، آزاد مدول�های از کمپل΋س Έی F حالت�ͳکه در

هستند. P در درآیه�ها همه ،φn ͳماتریس نمایش


