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  مقدمه 1- 1
 ـ. باشـد  متغير مي  تعاريف اساسي در علم آمار تعريف همبستگي و رابطه بين دوزيكي ا طـور كلـي   ه ب

 عـلاوه بـر شـدت        اسـت  و ممكـن   كـرده شدت وابستگي دو متغير به يكديگر را همبـستگي تعريـف            
  . جهت همبستگي نيز مورد نياز پژوهشگر باشد،همبستگي

را  متفاوت وجود دارند كه هر كدام همبستگي بين دو متغير          انواع زيادي از ضرايب همبستگي     ر آمار د
كه چه   اهميت اين موضوع   لذا با توجه به   . كنند گيري مي  ها و شرايط متغيرها اندازه     با توجه به نوع داده    

انـواع همبـستگي    در اينجـا بـه تعريـف         دهـيم،  ضريب همبستگي را در چه زماني مورد استفاده قـرار         
 و به انواع ديگر همبـستگي، بـه طـور           بودهالبته بيشتر هدف ما، بررسي همبستگي متعارف        . پردازيم  مي

  .كلي اشاره شده است
ضريب همبـستگي يـك     . استها مهم     نكات قابل توجهي در ضريب همبستگي وجود دارد كه ذكر آن          

امـا  . د، ميزان وابستگي دو متغير بيشتر است      تر باش    به يك نزديك   مقدار آن  هر چه    بوده و رابطه متقارن   
 و ضريب همبـستگي حرفـي       نبودهتوجه داشته باشيد كه اين وابستگي به معناي رابطه علت و معلولي             

اما اگـر متغيرهـاي ديگـري نيـز بـر روي            . آورد  از اين كه كدام علت و كدام معلول است، به ميان نمي           
مكن است هر كوواريانسي كـه بـا متغيـر مـستقل بـه اشـتراك             گاه م   متغير وابسته تأثير داشته باشند، آن     

 بـراي تعمـيم     همچنـين . اند، تأثير غلطي را بر ضريب همبستگي با متغير مستقل داشـته باشـند               گذاشته
توان وجود رابطـه غيرخطـي بـين دو متغيـر همبـسته را در حـالي كـه ضـريب                       ضريب همبستگي مي  

توان براي سـنجش ميـزان        ضريب همبستگي را مي   . ودهمبستگي به غلط آن را نشان ندهد، بررسي نم        
  .ها نيز استفاده كرد خطاي موجود در داده

  ضريب همبستگي ساده 2- 1
][ داراي مــاتريس كوواريــانس Xبـردار تــصادفي   ijσ=∑باشــد كــه عناصــر روي قطــر اصــلي   مــي

كميـت  . دهـد   هـا را نـشان مـي        لي، كوواريانس بـين مولفـه     هاي هر مولفه و خارج از قطر اص         واريانس
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)(كوواريانس   ijσ    گيـري   انـدازه  به واحدهاي iX   و jX    بنـابراين ضـريب همبـستگي     .  وابـسته اسـت 
  .شود  ميتعريفبه صورت زير گيري وابسته نيست،  ه به واحد اندازهك jX و iXمتغيرهاي تصادفي 

( )
( ) ( )ji

ji

jjii

ij
ij XVXV

X,XCov
=

σσ
σ

=ρ  

كنـد كـه داراي خـواص زيـر            مـي  گيـري   انـدازه ضريب همبستگي ساده ارتباط خطي بين دو متغير را          
  :باشد مي
- 1ij ≤ρ  
- 1ij ±=ρ⇔ iX و jXبا احتمال يك، رابطه خطي داشته باشند .  
baXi به   iXاگر    - dcX به   jX و   + j   تبديل شود، ضريب همبستگي بدون تغييـر خواهـد مانـد           +
0a > ،0c >.  

  .آيد  زير به دست مياي نمونه ، ماتريس كوواريانس X مشاهده مستقل از n از روي

( )( ) ]S[XXXX
1n

1S ij

n

1i
ii =′−−

−
= ∑

=

  

  : عبارت است ازjX و iX مانند X بين دو مولفه از بردار تصادفي اي نمونهضريب همبستگي 

jjii

ij
ij SS

S
r =  

  ريب همبستگي جزئي ض3- 1

 را به صورت     Xبردار تصادفي   
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′′

21 X,X  1كنيم كه در آن        افراز ميX     1 برداري تصادفي باp  مولفه 
 به صورت زيـر اسـت       2X به شرط معلوم بودن      1Xتوزيع  .  مولفه است  2p برداري تصادفي با     2Xو  

21كه در آن 
1

2212112.1 ∑∑∑−∑=∑   .باشد  مي−
( )( )2.122

1
22121p ,XN

1
∑μ−∑∑+μ −  

]a[حال اگر تعريف كنيم      ij2.1  از بـردار تـصادفي      jX و   iX آنگاه ضريب همبستگي جزئي بـين        ∑=

1X 2 به شرط معلوم بودنXشود  را به صورت زير تعريف مي.  

jjii

ij
pp,...,1p.ij aa

a
211

=ρ ++  

)1-1( 
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 تعريف شد، بـه     1-1 كه در رابطه     S اي  نمونه ، ماتريس كوواريانس     X مشاهده مستقل از     n از روي 
  )∑ij متناظر با ijSابعاد (اگر اين ماتريس را به صورت زير در نظر بگيريم . آيد دست مي

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

SS
SS

S  

  : برابر است با2.1Sآنگاه ماتريس 

21
1

2212112.1 SSSSS −−=  
b[S[حال اگر تعريف كنيم      ij2.1  از بـردار    jX و   iX بـين    اي  نمونـه  آنگاه ضريب همبستگي جزئـي       =

  .شود  را به صورت زير تعريف مي2X به شرط معلوم بودن 1Xتصادفي 

jjii

ij
pp,...,1p.ij bb

b
r

211
=++  

  . ضريب همبستگي جزئي در ذيل اشاره شده است مهمبه يكي از خواص
3p اگر   - زيـر   به صـورت  اي نمونه باشد آنگاه فرمول ضريب همبستگي جزئي و همبستگي جزئي       =

  .خواهد بود

2
23

2
13

231312
3.12

11 ρ−ρ−
ρρ−ρ=ρ  

2
23

2
13

231312
3.12

r1r1
rrrr
−−

−=  

  مثال عددي

)فرض كنيد  )Σ,0N~X   : باشد كه در آن ماتريس واريانس كوواريانس برابر است با4

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

9222
2922
2292
2229

  

1محاسبه  به  ابتدا،.نماييم  را محاسبه مي34.12ρضريب همبستگي جزئي 
22
  .پردازيم  مي∑−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

−
−

=∑ −

77
9

77
2

77
2

77
9

92
29

92
29

11
22  
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  .پردازيم  مي∑2.1در ادامه، به محاسبه 

21
1

2212112.1 ∑∑∑−∑=∑ −  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

11
91

11
14

11
14

11
91

22
22

77
9

77
2

77
2

77
9

22
22

92
29  

  :، داريم34.12ρدر نهايت، براي محاسبه 

13
2

91
14

11
91

11
91

11
14

34.12 ===ρ  

  ب همبستگي چندگانهضري 4- 1
  .كنيم  را به صورت زير افراز ميXبردار تصادفي 

( )′= p321 X,...,X,XXX M  
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′= 21 XX M  

)باشد كه در آن  ماتريس كوواريانس اين افراز به صورت زير مي )p1131221 ... σσσ=σ′باشد  مي.  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑σ
σ′σ

=∑
2221

2111  

p32 روي   1X از ماتريس كوواريانس فوق، ضـريب همبـستگي چندگانـه            با استفاده  X,...,X,X    را بـه 
  .كنيم صورت زير تعريف مي

11

21
1

2221
p...23.1 σ

σ∑σ′
=ρ

−

  

  .باشد ضريب همبستگي چندگانه داراي خواص زير مي
2p اگر -   .آيد گانه به صورت ضريب همبستگي ساده درمي باشد، آنگاه ضريب همبستگي چند=

12
2211

12

11

22

2
12

2.1 ρ=
σσ

σ
=

σ
σ
σ

=ρ  

- 10 p...23.1 ≤ρ≤  
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  مثال عددي

)فرض كنيد  )Σ,0N~X   : باشد كه در آن ماتريس واريانس كوواريانس برابر است با4

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

9222
2922
2292
2229

  

  
  .شود  اين ماتريس به صورت زير افراز مي.نماييم  را محاسبه مي234.1ρضريب همبستگي چندگانه 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Σ

922
292
229

22  ،  ( )′=σ 22221  ،  ( )2222112 =σ′=σ  ،  911 =σ  

يس، ابتدا دترمينـان    براي محاسبه معكوس اين ماتر    . پردازيم   مي 22Σحال به محاسبه معكوس ماتريس      
در اين مرحله، بايد به محاسبه مـاترس الحـاقي          . آيد   به دست مي   637نماييم كه برابر      آن را محاسبه مي   

  .بپردازيم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
771414
147714
141477

M  

  بنابراين

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
Σ

=Σ−

722
272
227

91
1

771414
147714
141477

637
1M1 T1

22  

  :، داريم234.1ρدر نهايت، براي محاسبه 

( ) ( )
9

222222 1
22

234.1

′∑
=ρ

−

  

( ) ( ) ( )
91
236

913
1222

722
272
227

222
913

1
2
1

2
1

==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
′

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=  
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  همبستگي متعارف 5- 1

  مقدمه 1-5-1
معرفـي  ) 1936 (2 يك روش آماري چندمتغيره است كه به وسـيله هتلينـگ           1تحليل همبستگي متعارف  

 مجـزا مـورد اسـتفاده        همبستگي بين يك تركيب خطي از متغيرهاي دو مجموعـه          ه و براي بررسي   شد
  .گيرد قرار مي

. باشـد   رف، شناسايي و كمي نمودن رابطه بين دو مجموعه از متغيرها مـي            هدف تحليل همبستگي متعا   
اين روش، همبستگي بين يك تركيب خطـي از متغيرهـاي يـك مجموعـه بـا يـك تركيـب خطـي از                        

ايده اين روش اين است كه ابتـدا  . دهد متغيرهاي يك مجموعه ديگر را مورد بررسي و مطالعه قرار مي        
بستگي دارند را معين نموده، سپس زوج تركيب خطـي بعـدي كـه              زوج تركيب خطي كه بيشترين هم     

ها داشته به طوري كه با زوج انتخاب شده قبلي ناهمبسته باشـد،               بزرگترين همبستگي را بين همه زوج     
) همبـستگي (در عمل ماتريس كوواريـانس      . يابد  اين فرايند به همين صورت ادامه مي      . شود  انتخاب مي 

جانسون  (گردد   محقق مي  ،آيد و هدف    هاي خطي به دست مي      هاي تركيب  نمونه از همبستگي بين زوج    
  .)2000، 3و ويچرن

همبستگي .  باشند اي  سته داراي مقياس فاصله   اين روش زماني مناسب است كه متغيرهاي مستقل و واب         
يكـي از مـشكلاتي كـه       . دهـد   متعارف رابطه چندين متغير مستقل را با چندين متغير وابسته انجام مـي            

شگر در بسياري از مطالعات رگرسيون و تجزيه و تحليل مميز بـا آنهـا روبـرو اسـت همبـستگي              پژوه
كه با توجه به اثرات ايـن متغيرهـا بـر روي متغيرهـاي               ،كننده است   ن متغيرهاي توصيف  ميامتقابل بالا   

  .شود دار منجر مي وابسته به برآوردهاي اريب
باشـد،    هـاي دورافتـاده حـساس مـي         شـدت بـه داده    به  ) همبستگي(از آنجايي كه ماتريس كوواريانس      

) 1991 (4هـاي كلاسـيك، كرنـل       براي استوار نمـودن روش    . هاي به دست آمده استوار نيست       نتيجه

                                                 
1 Canonical correlation analysis 
2 Hotelling 
3 Johnson & Wichern 
4 karnel 
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M-   برآوردگرهـاي   ) 2002 (1كس و دهـون   پـس از وي كـرا     . دنمـو را پيـشنهاد    برآوردگرهاMCD  را 
ي متعارف را مورد مطالعه و بررسي قـرار         هاي متعارف و بردارها     پيشنهاد نموده و تابع نفوذ همبستگي     

 2هاي مجانبي تحليل همبستگي متعارف استوار توسـط تاسـكينن و همكـاران       استواري و ويژگي  . دادند
البته در حال حاضر نيز مطالعات ارزيابي در زمينه تحليل همبستگي متعـارف             . ده است شارائه  ) 2004(

  .در حال انجام است

  فتحليل همبستگي متعار 1-5-2
) متغيـر باشـد كـه بـا بـردار تـصادفي              pكنيم اولين گروه از متغيرها داراي         فرض مي  )1

1pX  نـشان داده    ×
) متغير باشد كه با بردار تصادفي        qشود و دومين گروه از متغيرها داراي          مي )2

1qX . شـود   ي نشان داده م ـ   ×
qpكنيم كه رابطه  ضمناً فرض مي   . همواره برقرار باشد≥

)در صورتي كه دو بردار تصادفي  )1X و ( )2Xرا توأماً در نظر بگيريم، به صورت زير خواهد بود :  

( )( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−=×+

2
q

2
2

2
1

1
p

1
2

1
1

2

1

1qp

X

X

X

X

X

X

X

X
X

M

M

  

)ريانس كوواريانس بين دو بردار تصادفي       بردار اميد رياضي و ماتريس وا      )1X   و ( )2X     به صورت زيـر 
  :خواهد بود

( )( ) ( )
( )( )

( )( )

( )

( )⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−==×+
2

1

2

1

1qp

XE

XE
XE

μ

μ
μ  

                                                 
1 Croux & Dehon 
2 Taskinen et al. 


