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 چکیذُ 

 

فلل هی ثبؿذ. دس فلل اٍل ثِ ثیبى همذهبسی هشسجي ثب دبیبى ًبهِ هی  5ایي دبیبى ًبهِ هجشٌی ثش 

وِ اكل ولیذی وٌین، هی ٍ سؼوین ّبی آى سا ثیبى  دشداصین. دس فلل دٍم، لویِ ًمٌِ طبثز ثشاٍئش

دس ایي دبیبى ًبهِ اػز. دس فلل ػَم لویِ وبوَسبًی ٍ سؼوین ّبی آًشا هَسد ثشسػی لشاس هی دّین. 

دس حمیمز لویِ وبوَسبًی، لویِ ثشاٍئش سا ثِ ًگبؿز ّبی چٌذ همذاسی سؼوین هی دّذ. دس فلل 

غ دیَػشِ ػش ٍ وبس ًذاسد چْبسم لویِ ًمٌِ طبثز سبسػىی سا ثیبى ٍ اطجبر هی وٌین. ایي لویِ ثب سَاث

ٍ ٍػَد ًمبى طبثز اص ًگبؿز ّبی سؼشیف ؿذُ سٍی هؼوَػِ هـجىِ سبم، كبدق دس ثؼوی ؿشایي 

ًوی دس ؿشایي لویِ سبسػىی كذق لضٍهب یىٌَایی، سا اطجبر هی وٌذ. اص آًؼبییىِ یه سبثغ دیَػشِ 

ًمٌِ طبثز  ًِبدیَػش زّش ًگبؿسحز آى وٌذ، دس اداهِ فلل چْبسم یه ٍیظگی ثیبى هی وٌین وِ 

وبسثشد ّب سا  ایي وبسثشدّبی لوبیبی ًمٌِ طبثز ثؼیبس صیبد اػز. دس فلل آخش، چٌذ ًوًَِ اص .داسد

 ثیبى هی وٌین. 

 

 ;ًمٌِ طبثز ًگبؿز ّبی سه همذاسی ٍ ًگبؿز ّبی چٌذ همذاسی ;خبكیز ًمٌِ طبثز سَدَلَطیىی کلوات کلیذی:

 ;وبسثشدّبیی اص لویِ ّبی ًمٌِ طبثز ;ًمٌِ طبثز ًگبؿز ّبی ًبدیَػشِ
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 فصل اٍل 

 هقذهِ ٍ تؼاریف اصلی 

 

 هقذهِ ای از آًالیس ٍ تَپَلَشی:  1.1

  

گَیٌذ اگش    Xسا یه سَدَلَطی دس  Xّب ی یه هؼوَػِ  صیشهؼوَػِ اص τ گشدایِ -  , 1.1.1 تؼریف

 τ : ٍیظگی ّبی صیش سا داؿشِ ثبؿذ 

i. τ   ∅    ٍτ     X                

ii. اگش   τ         ثشایi=1,…,n      ُآًگب ،  τ  ⋂   
 
      

iii.    یه گشدایِ دلخَاُ اص اػوبی +   *اگش τ      ُثبؿذ، آًگبτ    ⋃       . 

 

 τ  یه فوبی سَدَلَطیىی ًبهیذُ هی ؿَد. اػوبی (   ) آًگبُ ،ثبؿذ Xیه سَدَلَطی دس  τ اگش

ٍ هشون ّبیـبى، هؼوَػِ ّبی ثؼشِ ًبهیذُ هی ؿًَذ. ثِ ووه لَاًیي  X هؼوَػِ ّبی ثبص دس

دهَسگبى هـبّذُ هی وٌین وِ خبًَادُ هؼوَػِ ّبی ثؼشِ سحز اؿششان ّبی دلخَاُ ٍ اػشوبع 

 ّبی هشٌبّی ثؼشِ ّؼشٌذ.
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ًبهیذُ هی ؿَد. ٍ اؿششان  A، دسٍى  A، اػشوبع ّوِ هؼوَػِ ّبی ثبص هـوَل دس   X    Aاگش  

  ̅ ٍ    سا ثِ سشسیت ثب Aًبهیذُ هی ؿَد. دسٍى ٍ ثؼشبس  A، ثؼشبس Aّوِ هؼوَػِ ّبی ثؼشِ ؿبهل 

وَچىششیي هؼوَػِ ثؼشِ  ̅ ٍ  Aثضسگششیي هؼوَػِ ثبص هـوَل دس    ًـبى هی دّین. ثَهَح 

،  ̅   X =اگش  ًـبى دادُ هی ؿَد.       Aثب ًبهیذُ هی ؿَد ٍ Aهشص  ̅      اػز. سفبهل  Aؿبهل 

ثِ اصای  ّشگبُ ،ًبهیذُ هی ؿَد A ًمٌِ حذی ،  X   x  چگبل اػز. ًمٌِ Xدس  Aآًگبُ هی گَیین 

ػجبسسؼز  A. هؼوَػِ حذی اص  A ⋂  (+ *  )   ∅  ، داؿشِ ثبؿین : xاص  U ّش ّوؼبیگی هبًٌذ

وبهل گَیٌذ، ساAهؼوَػِ  ًـبى دادُ هی ؿَد.    ایي هؼوَػِ ثب ، Aاص هؼوَػِ سوبم ًمبى حذی 

 B      وِ Aاص  Bدشاوٌذُ گفشِ هی ؿَد، اگش سٌْب صیشهؼوَػِ ّبی  A. هؼوَػِ  A =   اگش 

هؼوَػِ سْی ثبؿذ. 

 

 dوِ دس آى یه هشش هبًٌذ اػز  Xیه فوبی هششی هؼوَػِ ای هبًٌذ  [49] ضای هتریف  : 1.1.2

 :  ثب خَاف صیش سؼشیف ؿذُ اػز

0)d(x,y) = 0      اگش   سٌْب ٍ اگشx = y   

 x, y  ،  ∞   d(x,y)    0ثِ اصای ّش    (2

     X   d(x,y) = d(y,x)دس  x, yثِ اصای ّش    (9

 .   X    ،d(x,z) + d(z,y) d(x,y) دس x, y, zثِ اصای ّش    (4

 

 ε  ،N     0ؿی گَیٌذ، ّشگبُ ثشای ّشَسا و Xدس فوبی هششی  +  *دًجبلِ  -  , 1.1.3تؼریف 

 .     (    ,   )ε  dایؼبة وٌذ       N    n , mًجیؼی هَػَد ثبؿذ ثٌَسیىِ

 

 X ، ثِ ًمٌِ ای اص  X، ّشگبُ ّش دًجبلِ وَؿی دس سا سبم گَیٌذ  Xفوبی هششی  [49] 1.1.4تؼریف 

 . ّوگشا ثبؿذ

ّش صیشهؼوَػِ ثؼشِ اص یه فوبی هششی سبم، سبم اػز ٍ ّش صیشهؼوَػِ سبم اص یه فوبی هششی 

 . دلخَاُ، ثؼشِ اػز
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یه ػذد   X    x، اگش ثِ ّشسا یه فوبی خٌی ًشهذاس گَیٌذ Xفوبی ثشداسی  -  , 1.1.5تؼریف

 چٌبى هشثَى ؿذُ ثبؿذ وِ :  xثِ ًبم ًشم  ‖ ‖حمیمی ًبهٌفی هبًٌذ 

  ‖   ‖               ‖ ‖ + ‖ ‖،   Xدس   x, yثِ اصای ّش   (0

   ‖  ‖               ‖ ‖ |α|=اػىبلش ثبؿذ،    X    x   ٍα  (  اگش2

 سا ایؼبة ًوبیذ.  x = 0سؼبٍی   ‖ ‖    0 = (9      

 ّش فوبی خٌی ًشهذاس سا هی سَاى یه فوبی هششی دس ًظش گشفز. 

ًبهیذُ هی  ّش فوبی خٌی ًشهذاس وِ ثب هشش سؼشیف ؿذُ ثَػیلِ ی ًشهؾ سبم ثبؿذ، یه فوبی ثبًبخ

 . هی ثبؿٌذ   ٍ     ؿَد. اص ػبدُ سشیي فوبّبی ثبًبخ 

 

 P، ػجبسسؼز اص یه سبثغ حمیمی همذاس  Xیه ًین ًشم سٍی یه فوبی ثشداسی  [48] 1.1.6 تؼریف

 ، ثٌَسیىِ   Xسٍی 

      X    x                                                ،  0 P(x)ثِ اصای ّش    (0

          X   ،                 P(x + y)   P(x) + P(y)دس   x , yثِ اصای ّش   (2

    P(x) |α| = P (α )                         اػىبلش ثبؿذ،   X    x   ٍα  اگش( 2       

 اگش دس ٍیظگی صیش كذق وٌذ:  ،، ًشم اػزPیه ًین ًشم 

       9)   0                                                      P(x)       اگشx   0   . 

 

ػبرة گفشِ هی ؿَد    X Aیه فوبی ثشداسی ثبؿذ هؼوَػِ  X فشم وٌیذ [48] 1.1.7تؼریف 

 .    t  0ثشای ثؼوی   X    x    ،t A   x اگش ثشای ّش

 

ثِ    ثبؿذ. سبثؼه هیٌىَفؼىی     X A یه فوبی ثشداسی ٍ  X فشم وٌیذ [48] 1.1.8تؼریف 

 كَسر صیش سؼشیف هی ؿَد: 
 

                    A  }           (x   X)   x         : (x) = inf {  t   0       . 
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ثبؿذ،  Yثِ سَی  Xیه ًگبؿز اص  f فوبّبی سَدَلَطیىی ثبؿٌذ ٍ X  ٍYاگش  -  , 1.1.9تؼریف

 Xیه هؼوَػِ ثبص دس       ( ) ، Y  دس Vثِ اصای ّش هؼوَػِ ثبص اگش سا دیَػشِ گَیٌذ  f آًگبُ

 ثبؿذ. 
 

شِ اًمجبم گف F: X   Xًگبؿز  یه فوبی هششیه ثبؿذ. (   ) فشم وٌیذ -  , 1.1.11تؼریف 

                                داؿشِ ثبؿین     X x , y  ثٌَسیىِ ثِ اصای ّشثبؿذ  هَػَد k    (0,1]طبثز هی ؿَد اگش 

                                   k d(   )   d ( ( )  ( ))  .                         

        

سا وشاًذاس گَیٌذ ّشگبُ ػذدی حمیمی    ثِ سَی  E فوبی ثشداسی  اص f ًگبؿز -  , 1.1.11تؼریف 

 .   ‖( ) ‖   E    x  ،                    Mثبؿذ ثٌَسیىِ ثِ اصای ّش  هَػَد Mهبًٌذ 
 

لٌؼِ خي  ،Xّشگبُ ثِ اصای ّش صٍع اص ًمبى  ،سا هحذة گَیٌذ X هؼوَػِ -  , 1.1.12 تؼریف

 ̅ ، ٍ ثؼشبسؽ،  int C ،هحذة ثبؿذ، آًگبُ دسًٍؾ  C  اگشلشاس گیشد.  Xٍاكل ثیي آًْب ًیض دس 

 هحذة اًذ. 

                                                    

      ًگبؿز ثبؿذ،  فوبی ثشداسییه  Yیه هؼوَػِ هحذة ٍ  X فشم وٌیذ -  , 1.1.13 تؼریف

f: X   Y  ّشگبُ:  گَیٌذ آفیيسا 

 x , y   X     ,    𝜆   [0,1]        f(𝜆 x + (1- 𝜆 ) y )  =  𝜆 f(x) + (1- 𝜆 )f(y)                       .   

 

یه صیشدَؿؾ هشٌبّی  ، Xاص  دَؿؾ ثبص ّش اگشگَیٌذ فـشدُ سا  X هؼوَػِ -  , 1.1.14 تؼریف

ثب  Xاص هؼوَػِ ّبی ثؼشِ دس هؼوَػِ  ّشثیبى ایٌىِ اػز ثب  اسصهٌلت ّن ایي  داؿشِ ثبؿذ.

  ی داسد.اؿششان ًبسْ ،هشٌبّیخبكیز اؿششان 

 :، فـشدگی ثب ثؼشِ ٍ وشاًذاس ثَدى، هؼبدل اػز. ّوچٌیي داسین   دسهی داًین 

  .ّش صیش هؼوَػِ ثؼشِ اص یه فوبی فـشدُ، فـشدُ اػز                                        

  اگشf ٍ ِدیَػش X  فـشدُ ثبؿذ، دغf( )  .فـشدُ اػز 

   .دس یه فوبی هششیه فـشدُ، ّش دًجبلِ، داسای صیش دًجبلِ ای ّوگشا اػز                                                      
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سا   X،ّن ػذا وشد ، اصهؼضا ٍ اى ثِ ٍػیلِ هؼوَػِ ّبی ثبصسا ثشَ Xًمبى  اگش -  ,  1.1.15تؼریف

 ّوچٌیي داسین : ّبػذٍسف گَیٌذ.

 ّؼشٌذ. صیشهؼوَػِ ّبی فـشدُ، ثؼشِ یه فوبی ّبػذٍسف،  دس 

 سا هی هؼضا ّبػذٍسف فـشدُ، ًشهبل اػز. ثذیي هؼٌی وِ هؼوَػِ ّبی ثؼشِ  یه فوبی

 .ّن ػذا وشد ثَػیلِ هؼوَػِ ّبی ثبص هؼضا، اصسَاى 
 

صیشهؼوَػِ ای  ،فوبی سَدَلَطیىی فـشدُ اص یهثٌَس ًؼجی یه صیشهؼوَػِ  [40]  1.1.16تؼریف 

   ثؼشبسؽ، فـشدُ ثبؿذ. اػز وِ
 

 ثبؿذ ثٌَسیىِ   Xسٍی فوبی ثشداسی  سَدَلَطی یه τ فشم وٌیذ  -  , 1.1.17  تؼریف

  یه هؼوَػِ ثؼشِ ثبؿذ، Xّش ًمٌِ اص  .0

 دیَػشِ ثبؿٌذ.  τػولگش ّبی فوبی ثشداسی ًؼجز ثِ  .2

یه فوبی ثشداسی   X گفشِ هی ؿَد، ٍ Xثشداسی سٍی  یه سَدَلَطی τسحز ایي ؿشایي 

 سَدَلَطیىی اػز. 

  حَل یه فوبی ثشداسی سَدَلَطیىی سا هَهؼب هحذة گَیٌذ، اگش یه ّوؼبیگی هحذة

 اؿشِ ثبؿذ. د هجذا ٍػَد

  یه فوبی ثشداسی سَدَلَطیىی سا هَهؼب فـشدُ گَیٌذ، اگش یه ّوؼبیگی حَل هجذا ثب

 ثبؿذ.اؿشِ د ثؼشبس فـشدُ ٍػَد
 

  ، ّبػذٍسف اػز.ّش فوبی ثشداسی سَدَلَطیىی  -  , :قضیِ 1.1.18 
 

  هشٌبّی ثؼذ اػز.، هَهؼب فـشدُ ّش فوبی ثشداسی سَدَلَطیىی  -  , :قضیِ  1.1.19

 

 ثبؿٌذ، آًگبُ  ی ثشداسی سَدَلَطیىیّبفوب X , Yاگش  -  , : 1.1.21تؼریف 

                            }  f      خٌی وشاًذاس(X,Y) = { f: X    Y  :    ℬ . 

 د.ؿَ هی دادُ ًـبى   اػز ٍ ثب  Xفوبی دٍگبى  ℬ (X,Y)هیذاى اػىبلش ثبؿذ،  Yدس حبلشی وِ 
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 یه صیشهؼوَػِ، X فوبی ثشداسی سَدَلَطیىی دس یه P یه چٌذ ػمفی -  , :1.1.21 تؼریف

 .اػز X هـوَل دس یه صیشفوبی هشٌبّی ثؼذ اص X هحذة فـشدُ ًبسْی اص

 

حبفظ  f: P    P  هی گَیین سبثغ ثبؿذ. یه فوبی اللیذػی P فشم وٌیذ -  , : 1.1.22تؼریف 

ىِ ثشای ّش  ثٌَسیثبؿذ  هَػَد f(x)   x ،0   δوِ  x   Pػْز ًبخبلق هَهؼی اػز اگش ثشای ّش 

y , z   B(x, δ )   P  سبثغf   دس(f(y) - y) . (f(z) - z)    0  .كذق وٌذ 

                                                          

 ػجبسسؼز اص هؼوَػِ  X      f :هحول )ػبدَسر( سبثغ  -  , : 1.1.23 تؼریف

 

                                                                     *          ( )      +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ Supp(f) =   . 

 

یه  x   Xهَهؼب هشٌبّی گفشِ هی ؿَد اگش ثشای ّش  Xاص  {  }یه دَؿؾ  [25] :1.1.24تؼریف 

 د.  ّب اؿششان داس    وِ ثب سؼذاد هشٌبّی اصهَػَد ثبؿذ   xّوؼبیگی اص 

 

ثب  {      X :  }، گشدایِ ای اص سَاثغ Xسٍی هؼوَػِ  یه افشاص یىبًی -  , :1.1.25تؼریف 

 ٍیظگی ّبی صیش اػز : 

   Xسٍی        0   .0

2.   {supp(  )}  یه دَؿؾ هَهؼب هشٌبّی اصX  ثبؿذ 

∑   x   X   ،(x)  = 1ثشای ّش    .9        . 

 

   ،  یه  γاگش ثشای ّش  ،گفشِ هی ؿَد Xاص  {  }یه افشاص یىبًی، ٍاثؼشِ ثِ یه دَؿؾ ثبص 

 . (  )supp       ىِ ثبؿذ ثٌَسیهَػَد 

 یه افشاص یىبًی ٍاثؼشِ ثِ آى دَؿؾ خَاّذ داؿز.  Xفـشدُ ثبؿذ، دغ ّش دَؿؾ ثبص اص  Xاگش 
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  هقذهِ ای از ظیوپلکط: 1.2
 

 ػجبسسؼز اص ،   اص =A{      ,…,} اص یه صیشهؼوَػِ  دَؽ هحذة -  , :1.2.1تؼریف

∑  ,   0هؼوَػِ   
 
    =1   }                                :         = {   ∑   

 
      (A) conv  . 

 

یه  اگش ػیوذلىغ ًبهیذُ هی ؿَد، -Kیه    ص ا Sهؼوَػِ یه صیش -  , :1.2.2تؼریف

  (    -    ) , … , (    -    )  ثشداسّبی ٌَسیىِث ٍػَد داؿشِ ثبؿذ   }= V   ,…,} هؼوَػِ

̅̅     = S   }   ,…,}   ٍ ثبؿٌذ ل خٌیهؼشم ̅̅ ̅̅ . 

ثِ S اثْبهی ٍػَد ًذاؿشِ ثبؿذ ثشای ًـبى دادى ػیوذلىغ  اگش ًبهیذُ هی ؿَد. S اص ئَعّب س   

 .   = S   }   ,…,} ػبدگی هی سَاًین ثٌَیؼین 

  اػز. Vًمٌِ دس  pدَؽ هحذة ثؼشِ اص ّش صیشهؼوَػِ ؿبهل ،  Sكفحِ اص  -p یه

 دس ؿشایي صیش كذق وٌذ: وِ اػز اص ػیوذلىغ ّبییهشٌبّی  ای هؼوَػِ ، X هؼشوغ ػبدوییه 

0) X  ؿبهل كفحِ ّبی ّش ػوَ ثبؿذ،  

 حِ ثبؿذ.یه كف Xّش دٍ ػوَ اص  اؿششان (2

       

 چٌذ هقذاری  تَاتغ:  1.3
 

  ًگبؿز چٌذ همذاسییه  فوبّبی سَدَلَطیىی ثبؿٌذ.  XٍY    فشم وٌیذ -  , :1.3.1 تؼریف

       F: X  ًِگبؿشی اػز وx   X   سا ثِ صیشهؼوَػِ ّبیF( )  اصY هی وٌذ. ًظیش 

       هی ًَیؼین                                       =  F( )  ⋃  ( )     . 
 

 ثشای   Y  y،  ٍاسٍىF دس y : سا ثِ كَسر صیش سؼشیف هی وٌین 

                                                                      {F( )   y    :    X   x   }=  ( )      

  ٍ ثشایB هؼوَػِ صیشY داسین :           

                                                         {   ∅    B   ⋂  F( )   X  :     = {  x ( )       

 

  گشافF هؼوَػِ ػجبسسؼز اص  :             {F( )   Y   :   y   X   (   )  = { Gr ( )      
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  ًگبؿزF اگش ثشای ّش هؼوَػِ ثؼشِگَیٌذ ًین دیَػشِ ثبلایی  سا Y     B ، ِهؼوَػ 

                        {   ∅    B   ⋂  F( )   X  :     = {  x ( )       دسX  .ثؼشِ ثبؿذ  

 

 ًگبؿز F  اگش ثشای ّش هؼوَػِ ثبص گَیٌذ ًین دیَػشِ دبییٌیساY   B   ، ِهؼوَػ  

                        {   ∅    B   ⋂  F( )   X  :     = {  x ( )      دس X .ثبص ثبؿذ  

 

  ًگبؿزF  ًین دیَػشِ دبییٌی ثبؿذ.  ًین دیَػشِ ثبلایی ٍ ٍ سٌْب اگشدیَػشِ اػز اگش 

 

  ًگبؿزF   ثؼشِ اػز اگش   {F( )   Y   :   y    X    (   )  = { Gr ( )  .ثؼشِ ثبؿذ  

 

 ًگبؿز F فـشدُ اػز اگش ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  ثبؿذ.   Yیه صیشهؼوَػِ فـشدُ اص   

 

  ًین دیَػشِ ثبلایی اػز. F یه ًگبؿز ثؼشِ ثبؿذ، دغ F فـشدُ ٍ Y اگش -  , :قضیِ  1.3.2
 

 اػز ًین دیَػشِ ثبلایی ،Fدغ  ذ،ثبؿثؼشِ  Fسحز   X فـشدُ، سلَیش Yاگش  -  , :قضیِ  1.3.3

  ثؼشِ ثبؿذ.  Y    X دس ( )Grفمي اگش  ٍ اگش
 

 ثب سلبٍیش ًین دیَػشِ ثبلایی ، یه ًگبؿز چٌذ همذاسیدس یه فوبی ثشداسی سَدَلَطیىی تَجِ :

 ًبهیذُ هی ؿَد.  cusco، ًبسْی، ثِ ًَس هخشلش ثؼشِهحذة 
 

 :  cuscoدر هَرد  یًکات :1.3.4

 F : X      ،فوبی ثشداسی سَدَلَطیىییه  صیش هؼوَػِ فـشدُ اص X فشم وٌیذ [53] :1ًکتِ 

 اػز.  cusco، یه  ( )foF: f     ( )     آًگبُ خٌی ثبؿذ.  cusco  ٍX    f : X  یه
 

   ٍ  cuscoیه  Y،      F: X فوبی ثبًبخ اص  ثؼشِ  صیشهؼوَػِ ای  Xفشم وٌیذ [53] :2ًکتِ 

Y     f: Y.آًگبُ  دیَػشِ ثبؿذ        Fof: Y   یهcusco اػز. 
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 ترتیة ّا : 1.4
 

 Xسٍی  R، ساثٌِ ای هبًٌذ  Xیه سشسیت ػضئی سٍی هؼوَػِ ای ًبسْی هبًٌذ  -  , :1.4.1تؼریف 

 ثب خَاف صیش اػز : 

   x R z، آًگبُ      x R y     ٍy R zاگش      (0     

   x = y، آًگبُ      x R y    ٍy R xاگش     ( 2

 .   x     ،x R xثِ اصای ّش ( 9

 یه سشسیت خٌی ) ولی ( ًبهیذُ هی ؿَد :   Rدس خبكیز صیش ًیض كذق وٌذ، آًگبُ   Rاگش 

 .    y R xیب    x R y، آًگبُ      X   x, yاگش   ( 4

 

 هی ًبهٌذ ) ولا هشست (  سا ، هؼوَػِ ػضئب هشست Rولی (  ) سشسیت ثب یه سشسیت ػضئی Xهؼوَػِ 

 ًـبى هی دٌّذ.  (X, R)ٍ ثب 

 

ػٌلش هبوضیوبل سا  X   m هؼوَػِ ػضئب هشست ثبؿذ. ,X)    (فشم وٌیذ -  , :1.4.2تؼریف

 .  x = M  ًشیؼِ دّذ  x     X  ،  x     mثِ اصای ّش  اگش ،گَیٌذ

 هبوضیوبل ثبؿذ. ، داسای ػٌلش P، اگش ّش صیشهؼوَػِ ولا هشست سا اػشمشایی گَیٌذ Pیه هؼوَػِ 

 

 ّش هؼوَػِ ػضئب هشست، ًبسْی ٍ اػشمشایی، حذالل یه ػٌلش هبوضیوبل داسد. -  ,:  لن زٍرى

 

یه    سا دس ًظش هی گیشین. آًگبُ Pسٍی   ٍ یه ساثٌِ  Pیه هؼوَػِ  -  , : 1.4.3تؼریف 

  داؿشِ ثبؿین :  Pدس  c   a , b ,دیؾ سشسیت اػز اگش اًؼىبػی ٍ سؼذی ثبؿذ. یؼٌی ثشای ّش

0)    a   a    

 .   a   cدغ   a   b    ٍb   cاگش     (2

اگش یه دیؾ سشسیت،  یه هؼوَػِ ثب یه دیؾ سشسیت، یه هؼوَػِ دیؾ هشست ًبهیذُ هی ؿَد.

یه سشسیت ػضئی اػز. اگش یه  ، آًگبُ a = bًشیؼِ دّذ    a   b  ٍa  b دبد هشمبسى ثبؿذ، یؼٌی 

    یه ساثٌِ ّن اسصی اػز. ، آًگبُ   a  bًشیؼِ دّذ  a   bدیؾ سشسیت، هشمبسى ثبؿذ، یؼٌی 
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 خاصیت ًقطِ ثاتت تَپَلَشیکی : 1.5

 

یه سا  X x   یه سبثغ ثبؿذ.    f : X   Xهؼوَػِ ٍیه  X فشم وٌیذ -  , : 1.5.1 تؼریف

 .كذق وٌذ x  ( ) f = دس ؿشى fسبثغ  گَیٌذ اگش fًمٌِ طبثز 

 

   یه سبثغ سؼشیف ؿذُ سٍی خي حمیمی ثب هبثٌِ   fثشای هظبل، اگش  ّوِ سَاثغ ًمٌِ طبثز ًذاسًذ.

f(x) = x + 1  ،آًگبُ ثبؿذ f  ،ًمٌِ طبثز ًذاسد. چَى ثِ اصای ّش ػذد حمیمیx  0ّشگض ثبx +   ثشاثش

 ًیؼز.  

 

لشاس داسد، یب ثِ  y = xاػز وِ سٍی خي   (x , f(x))اص ًمٌِ ًظش ٌّذػی یه ًمٌِ طبثز، ًمٌِ 

ثب  fًوَداس    f(x) = x + 1 ًمٌِ هـششن داؿشِ ثبؿذ. دس هظبل y = xثب خي   f  ػجبسر دیگش ًوَداس

 هَاصی اػز، دغ ّیچ ًمٌِ هـششوی ًذاسد. y = xخي 

 

ثِ   X  اگش ّش سبثغ دیَػشِ اص خبكیز ًمٌِ طبثز سَدَلَطیىی داسد، Xهؼوَػِ  -  , : 1.5.2 تؼریف

  .طبثز داؿشِ ثبؿذخَدؽ ًمٌِ 

 

 ًذاسد.  سَدَلَطیىی خبكیز ًمٌِ طبثز   ثِ ٍهَح فوبی  : 1.5.3هثال 

 

  داسد. سَدَلَطیىی بكیز ًمٌِ طبثزخ -   ,ثبصُ :  1.5.4هثال 

حىن ثشلشاس    f(1) = 1یب   f(0) = 0ثبؿذ. اگش ًگبؿز دیَػشِ  f:  [0,1]   [0,1]فشم وٌیذ  حل :

 داسین  سبثؼی دیَػشِ اػز ٍ gثَهَح .  g(x) = f(x) – x    هی وٌینػز. دس غیشایٌلَسر سؼشیف ا

  0 < g(0)     ٍ . g (1) <  0ثٌبثش لویِ همذاس هیبًی لزا، c   [0,1]  ،ثٌَسیىٍِػَد داسد   g(c) = 0 

 . f(c) = cدس ًشیؼِ 
 

  داسًذ. خبكیز ًمٌِ طبثز دس ول ؿٌبخشِ ؿذُ ًیؼز وِ دلیمب چِ ًَع هؼوَػِ ّبیی
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 ثی وشاى اصثبصُ ای ثؼشِ ٍ  دیَػشِ اص یه سبثغ ،-   ,سٍی ثبصُ   x    x 1+ًگبؿز  : 1.5.5 هثال

 ًمٌِ طبثز ًذاسد.  لیٍ ِ خَدؽ اػزث خي حمیمی،
 

   ًگبؿز    : 1.5.6 هثال

 
    x     دس دیَػشِ اػز اهب ًمٌِ طبثزیه سبثغ  (   )سٍی (   ) 

 ًذاسد.
 

 ؿذُ دس دغ اص دٍ هظبل روش ،ػزهؼبدل ثب فـشدگی ا   فوبی  وشاًذاس ثَدى دس اص آًؼب وِ ثؼشِ ٍ

 ثِ ًظش هی سػذ وِ فـشدگی ٍیظگی هشٍسی ثبؿذ. ثب ایٌحبل ثِ ٍهَح ایي ٍیظگی وبفی ًیؼز.، ثبلا

ًذاسد. اص ایي هظبل ّوچٌیي  خبكیز ًمٌِ طبثزفـشدُ اػز اهب  -   , ⋃  -   , ثشای هظبل هؼوَػِ

  حفشُ ای داؿشِ ثبؿذ. وشد وِ هؼوَػِ هَسد ًظشهبى ًجبیذ ّیچهی سَاى دسیبفز 

اًمجبم دزیش هحذٍد وٌین. یؼٌی ثِ هؼوَػِ ّبی  ًظشهبى سا اػز وِ هؼوَػِ هَسدثْشش ثٌبثشایي 

هؼوَػِ ّبیی وِ هی سَاًٌذ ثِ ًَس دیَػشِ ثِ یه ًمٌِ سغییش ؿىل یبثٌذ. الجشِ ایي خبكیز ثِ 

هشحلِ  ًذاسد. خبكیز ًمٌِ طبثزاًمجبم دزیش اػز اهب  (   ) سٌْبیی وبفی ًیؼز، ثشای هظبل

اًمجبم  خبكیز یؼٌی هؼوَػِ ّبی فـشدُ ٍ ّش دٍ هؼوَػِ ّبیی ثب ایي اػز وِ آیب یهٌٌمی ثؼذ

 داسًذ؟ خبكیز ًمٌِ طبثز ،دزیش

  [11] سد ؿذ. 2سَػي ویٌَؿیشبػبل  21اص دغ  هٌشح ٍ 0992دس  0ایي ػؤال سَػي ثشػَن 

  اًمجبم دزیش اػز. هؼوَػِ هحذة، داسین چیضی ووی لَیشش اص اًمجبم دزیشی اػز. ّشآًچِ ًیبص 

 ؿشایي وبفی اػز وِ ٍػَد ًمبى طبثز سا سوویي هی وٌذ. فـشدُ ثَدى هحذة ٍ

خبكیز ًمٌِ طبثز  (   )ثشای هظبل  فـشدگی هشٍسی اػز. ،ّوچٌیي ثشای هؼوَػِ ّبی هحذة

ثشای هظبل، ثؼشبس  داسًذ. ًمٌِ طبثز خبكیز غیش هحذثی، وٍِػَد داسد هؼوَػِ ّبی  چٌذ ّش ًذاسد.

.    = y   :  (x,y) }  {هؼوَػِ
 

 
/  ,  0    x    

 

 
) ٍ (0,1)ّوشاُ ثب ووبى اسلبلی ًمبى   

 

 
,0) 

 یه هؼوَػِ غیش هحذة اػز وِ خبكیز ًمٌِ طبثز داسد.

 ًمٌِ طبثز خبكیز ثباًمجبم دزیشی ساثٌِ هؼشمین  فـشدگی ٍ ثشای هؼوَػِ ّبی غیشهحذة،

 .ّؼشٌذ ول ؿٌبخشِ ؿذُ ًیؼز وِ چِ ًَع هؼوَػِ ّبی غیش هحذثی داسای ایي خبكیز ًذاسًذ. دس

 

1.Borsuc                

2.Kinoshita           
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 خاصیت ًقطِ ثاتت تَپَلَشیکی  هَرد در یًکات: 1.5.7

دبیبی  ،یه خبكیز ٍ .اػز سفیؼنّوئَهَیه  ٍاسٍى دیَػشِ دٍػَیی دیَػشِ ثبهی داًین 

 ، اگش سحز ّوئَهَسفؼین حفظ ؿَد.اػزسَدَلَطیىی 

 

 یه دبیبی سَدَلَطیىی اػز. خبكیز ًمٌِ طبثز سَدَلَطیىی، :1ًکتِ

 

یه ّوئَهَسفیؼن   Y   h: X  ؿشِ ثبؿذ،دا سَدَلَطیىی ًمٌِ طبثز خبكیز ،X فشم وٌیذ اثثات :

ٍ  f :Y   Y.دغ  دیَػشِ ثبؿذ X   X  : h o f o     .فشم ًمٌِ طبثز  ثٌبثش ٍ دیَػشِ اػز

   داسد. سَدَلَطیىی ًمٌِ طبثز خبكیزY لزا  ، ٍ (( ) )f   ( )  = دس ًشیؼِ داسد. xهبًٌذ 

                                                         

ػجبسسؼز اص  X اصY  ثِ سَی صیشهؼوَػِ Xاص یه هؼوَػِ ى ثشی ٍدسیه  یبدآٍسی هی وٌین وِ

 ثِ لؼوی وِ  X     Y    r :سبثغ دیَػشِ
  

 ًگبؿز ّوبًی ثبؿذ.  

 

 حفظ هی ؿَد.دسٍى ثشی خبكیز ًمٌِ طبثز سَدَلَطیىی سحز  :2ًکتِ 

 

 Y    Y f: دسٍى ثشی ٍ  Y    X  : r  داؿشِ ثبؿذ، خبكیز ًمٌِ طبثز ،X فشم وٌیذ اثثات :

ثٌَسیىِ  داسد ٍػَد  xاػز. لزا X  یه دسًٍشیخشی دیَػشِ اص   X    X   r o f :دیَػشِ ثبؿذ. دغ

=  x  ( ) r o f . چَىY    x   ٍ=  x ( ) r ًشیؼِ ، دسx  ًمٌِ طبثز اص f  اػز، ثٌبثشایيY، 

 داسد. سَدَلَطیىی خبكیز ًمٌِ طبثز 

 

ًذاسًذ، حشی اگش  طبثز خبكیز ًمٌِ فوبّب ثب خبكیز ًمٌِ طبثز، لضٍهب حبكلوشثی اص : 3ًکتِ 

  - , اص ایي فوبّب ثبصُ ثؼشِ حمیمی ثبؿذ. ییى

 

 

        02 



 

 

 : ًظریِ ًقطِ ثاتت 1.6

 

ؿبخِ اكلی داسد: یىی ًشبیؼی وِ ثب اػشفبدُ اص ٍیظگی ّبی سَدَلَطیىی ثذػز دٍ ًظشیِ ًمٌِ طبثز 

دس ؿبخِ سَدَلَطیىی، دٍ لویِ هْن، هی آیٌذ ٍ دیگشی ًشبیؼی وِ اص فشهیبر هششیه المب هی ؿًَذ. 

اػز. دس ّش دٍ لویِ، فـشدگی  2لویِ ًمٌِ طبثز ؿَیذس ،، ٍ ًَع ًبهشٌبّی ثؼذ آى0لویِ ثشاٍئش

ش، یىی اص ًشبیغ هْن دس آًبلیض اػز. ایي لویِ ٍػَد ًمٌِ ئلویِ ًمٌِ طبثز ثشاٍ ًمؾ اػبػی داسد.

سؼوین بی اللیذػی سا سوویي هی وٌذ. طبثز، ثشای یه ًگبؿز دیَػشِ اص یه گَی ثؼشِ دس فو

ثِ صیشهؼوَػِ ّبی هحذة فـشدُ اص فوبی ثبًبخ  سؼوین ش ٍػَد داسد.ئلویِ ثشاٍّبی ثؼیبسی ثشای 

   اسائِ ؿذ. 9هَهؼب هحذة ثِ ٍػیلِ سیخًََف ثشداسی سَدَلَطیىی فوبّبیسَػي ؿَیذس ٍ سَػیغ ثِ 

غیشفـشدُ، ثب هؼشفی ًَػی ًگبؿز اًمجبهی، سَػیغ ، لویِ ؿَیذس سا ثِ ػولگشّبی 4، داسث0955َدس 

ین دیَػشِ داد. سَػیغ ّبیی اص لویِ ّبی ثشاٍئش، ؿَیذس، سیخًََف ثِ ًگبؿز ّبی هؼوَػِ همذاس ً

  اسائِ ؿذُ اػز.  7ٍ ّیویلجشي 6، في5ثؼشِ )ثِ سشسیت( ثِ ٍػیلِ وبوَسبًی ثبلایی ثب همبدیش هحذة

دس ساثٌِ ثب ؿبخِ هششیه، لویِ ًمٌِ طبثز هْن، لویِ ًمٌِ طبثز ثبًبخ )اكل اًمجبم ثبًبخ( اػز. 

، 0958ًَس هؼضا سَػؼِ یبفشٌذ، دس  ًظشیِ ًمٌِ طبثز ثِ چِ، ثِ ًَس سبسیخی دٍ ؿبخِ اصاگش 

ًگبؿز  Bًگبؿز دیَػشِ ٍ فـشدُ ٍ  A، وِ A+Bػولگش  اطجبر وشد وِ هؼوَع دٍ 8وشاػٌؼَلؼىی

ایي لویِ، اكل اًمجبم ثبًبخ ٍ لویِ ًمٌِ طبثز . ًمٌِ طبثز داسد سحز ؿشایٌی ًمجبم اػز،ا

  ؿَیذس سا سشویت هی وٌذ ٍ ثٌبثشایي آهیضُ ای اص دٍ ؿبخِ اػز.
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 دٍمفصل 

 قضیِ ًقطِ ثاتت تراٍئر 

                 
 هقذهِ  :2.1

خبكیز ًمٌِ     اص فـشدُ  ،هؼوَػِ ّبی هحذةصیشوٌذ وِ ثیبى هی  0شئلویِ ًمٌِ طبثز ثشاٍ

ثش  0807ثِ ػبل  سیـِ ی لویِ وِ لویِ اؽ سا اطجبر وشد. ًخؼشیي وؼی ًجَد شئثشاٍ ذ.ًطبثز داس

یي ًشیؼِ سا سؼوین ا  9دَاًىبسُ  0889دس  ظبّش ؿذ. 2هی گشدد، ٌّگبهیىِ لویِ همذاس هیبًی ثَلضاًَ

ًبم هیشاًذا ثِ ایي ؿٌبخشِ ؿذُ اػز.  4هیشاًذا –دَاًىبسُ –لضاًَثِ ػٌَاى لویِ ثَ داد ثِ آًچِ اهشٍص

 اػز. شئلویِ ثشاٍ ثب حمیمز ّن اسص اطجبر وشد وِ ایي لویِ دس اٍ 0940 چَى دس ،لویِ هشلل ؿذ

ثب ثىبسگیشی   5، ثْل 0914 سد ًشبیغ ّن اسص دیگشی ّن ٍػَد داؿشٌذ، ثِ ػٌَاى هظبل، ،ػلاٍُ ثش ایي

ثِ سَی وشاًؾ ًوی سَاًذ ٍػَد داؿشِ  ثؼذی -n گَی اصدسٍى ثشی  لویِ گشیي، اطجبر وشد وِ ّیچ

 ثبؿذ. 

 

1.Brouwer                           2. Bolzano                     3.Poincare         
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