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:یگا ശত່بانෙय़ଘمقدৎ

ॺࡗظاتฬبباورরودن،ঁذتوହورداಶඌিن،ࣻسارتऒواಶඋن،
എࠝ࢟ترণیدنو৳مامଘඹূییൊتاوزশبایز৯دজ࣓م،ॠدونअورධසز

آ৩ھا॥ت

یاریࢂඟوज़وق ৳ماموओود ৎقدمଘخاৗوادهସ୍مઍ࡙মوصୀاభارേ॒ندمభ৳مام�ଏଷیز৯دਛیوূࡗજࣱلبا
ندهরود৯دو৮دروماБЗభرদواروঙࢡඥرෙय़باৣم.



೯دایا...
دනසراসฬଘیداਪیوঝوده�ام،ফنانభذඟ໊یعاॿم�ඵවرॶଘ࢟توآॠده�ا�৯د!

آن�दدرБЗرਛی،ਠീیوૡঙه�یاণباযشملکঈوچਔیازاملاکو॥ت.
೯دایا!

باૼن।نൈঠه�ای... ک࢙ૡه آ່یدهو॥ت،وड़ଦوਠඁඞیوඵزبا ਖ৶ی�داৣمک࢙ૡهراچࢉوৎଡقد৷࢟تدارم،حالآن�ک࢙ૡه

گاه੩ࠝوभࢌऒودراग़࠳੩وفਗی�داریوانৗوಶඍنభآن�جاریਗی�ॴود! ৽ৣمఁاୀ
೯دایا!

اणوساଌندॺویଡঁذت�মࡑشا॥توଡپایدار! داده�ایوماراໆଘرࠥتগଘدॎمانਗی�رسای،اما اমඟ໋واঘ࣓مॡطوبدیࢂඟانباত࣓م،واণباযشراଘما
ඵහرଌنا॥توپایدار... اমඟ໋واঘ࣓مॡطوبوباত࣓م،।ࡈتا॥توଘدیده�اید॥ت�ষیاਣං౮ی،اماآീهآീه اما

೯دایا!
ජ໑اॡطوبऒودඟ໋دانوازرویرॐ࢟توકधلوমࡑࡦش�اتباૼنॠدارا૽ن!

೯دایا!
భآণتاষଡیازوनࡺජکاढ़لऒود१ଘوশࢌروඟ໊ده�اموਗی�داৣموਟی�අඖھایਟی�ষیازی!

೯دایا!
از৯داতه�مآن�ଦراਗی�داৣموਖ৶ی�داৣمووऒوبૡঙଘه�یآن�واਊपی،ඇ൚ো࣍م່ما...

ଘاঃیدرॐࢡࢵت...



ج

චاری... ণپاس໋�

است. معلم اولین که را خدایی سپاس

ایزدی، فرضعلͬ آقایدکتر جناب راهنمایخود، استاد زحماتبی�شائبه از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

در مͬ�باشد ایشان سنگین علمͬ بار نشانگر که متانت و حوصله و صبر با را خود وقت شبانه�روز که

. کنم قدردانͬ و تشͺر داده�اند قرار حقیر اختیار

داوری زحمت که رنجبر مجتبی دکتر آقای جناب عابدیو اسمعیل دکتر آقای جناب گرامͬ اساتید از

دارم. را امتنان کمال فرمودند تقبل را پایان�نامه این

دیانتͬ فرزانه

١٣٩٢ خرداد
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چͺیده

٣ درجه ساده میدان�های به وابسته پارامتری بیضوی خم�های از متناهͬ نا خانواده�ای نامه، پایان این در

صحیح نقاط و گروهͬ ساختار باشد، ١ برابر خم�هایی چنین رتبه اگر مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را

رتبه با خم�های از نامتناهͬ خانواده�ای زیر برای مشابهͬ نتایج هم�چنین مͬ�کنیم. پیدا را خم�ها این

روی بار اولین برای صحیح نقاط یافتن و گروهͬ ساختار تعیین یعنͬ کار این مͬ�آوریم. بدست ٢

برای ما اصلͬ ابزار کانونͬ ارتفاع است. شده انجام ٢ رتبه از بیضوی خم�های از نامتناهͬ خانواده�ای

است. مطالعه این

.

گروه کانونͬ، ارتفاع چهار، درجه ساده میدان بیضوی، خم رتبه بیضوی، خم كلیدی: كلمات

صحیح. نقاط موردل-ویل،

خ



پیشͽفتار

دیوفانتͬ، مسائل از بسیاری در است. حسابی هندسه در مهم بسیار شاخه�های از ͬͺی بیضوی خم�های

اعداد تجزیه و اول اعداد تعیین در بیضوی خم�های است. بیضوی خم�های از استفاده کار اساس

بیضوی خم�های خاصیت�های از ١ توانست وایلز ،١٩٩۴ سال در دارند. کاربرد اول عوامل به صحیح

بالا خاطر به بالا، رتبه با بیضوی خم�های هم�چنین کند. اثبات را ٢ فرما قضیه آخرین و کرده استفاده

مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد رمزنگاری در آن�ها از حاصل سیستم امنیت ضریب بودن

است: زیر دیوفانتͬ مسئله دو حل پایان�نامه این در ما هدف

آن در که ،(Ct (Q) معادل طور به (یا Qt (Q) موردل-ویل گروه ساختار تعیین -١

.Ct (Q) : y٢ = x٣ −
(
١۶+ t٢

)
x و Qt (Q) : Y ٢ = X۴ − tX٣ − ۶X٢ + tX + ١

.Ct و Qt روی صحیح نقاط همه تعیین -٢

مͬ�رسیم: زیر نتایج به ما خصوص این در

نیست، صفر هرگز رتبه (١)

دارد، بستگͬ ١۶ مدول به t هم�نهشتͬ کلاس به تنها زوج رتبه (٢)

است، Ct (Q) مولد�های جزء همیشه [−۴,٢t] نقطه (٣)

[−۴,±٢t] , [٠,٠] از نقاطصحیحرویCtعبارتند تنها باشد، زوج t و ١ برابر رتبه که حالتͬ در (۴)

،
[
t٢
۴ + ۴,±

(
t٣
٨ + ٢t

)]
و

هستند، Qt روی صحیح نقاط تنها [١±,٠] باشد، ١ برابر رتبه که حالتͬ در (۵)

x-مختص با نقطه ͷی که دارند وجود Qt روی معدودی صحیح نقاط بالاتر رتبه�های در (۶)

١Wiles
٢Fermat

د



ذ مطالب فهرست

است. آن�ها جزء -٣ مساوی

بیضوی خم�های از مفاهیمͬ و تعاریف ارائه به اول فصل در است. فصل سه شامل پایان�نامه این

مورد در اختصار به دوم فصل در مͬ�پردازیم. مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که

خم�های روی صحیح نقاط و گروهͬ ساختار سوم فصل در نهایتاً است. شده بحث ساده میدان�های

مͬ�کنیم. تعیین را چهار درجه ساده میدان�های به وابسته بیضوی



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

بیضوی خم معادله ١.١

مͬ�دهیم. نشان A٢K با میدان این روی را آفین صفحه باشد. دلخواه جبری میدان ͷی K فرض�کنید

صفحه این در C صفر�های مجموعه باشد. تحویل�ناپذیر چند�جمله�ای ͷی C ∈ K [x, y] فرض�کنید

مͬ�دهیم: نشان زیر بصورت را مجموعه این است، K روی آفین خم ͷی آفین

{(x, y) ∈ K× K : C (x, y) = ٠}.

معادله P٢K تصویری صفحه در معادله نوشتن یعنͬ C (x, y) = ٠ معادله کردن همͽن با

هستند. یͺسانͬ درجه دارای آن جملات همه که مͬ�آوریم بدست را C ([x : y : z]) = ٠

تعریفمͬ�شود: زیر به�صورت K میدان روی وایراشتراسکلͬ فرم به E بیضوی خم تعریف١.١.١.

C : y٢ + a١xy + a٣y = x٣ + a٢x
٢ + a۴x+ a۶

هستند. K میدان در ثابت�هایی a۶, ..., a١ آن در که

فرم به C معادله

C : y٢ + a١xy + a٣y = x٣ + a٢x
٢ + a۴x+ a۶

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

همͽن معادله C معادله همͽن�سازی با مͬ�گیریم. نظر در A٢K آفین صفحه در را

y٢z + a١xyz + a٣yz
٢ = x٣ + a٢x

٢z + a۴xz
٢ + a۶z

٣

عبارت x = z = شرط٠ با کلاسهم�ارزی تنها ،x = ٠ داریم z = جاگذاری٠ با مͬ�آوریم. بدست را

بی�نهایت در نقطه را ([٠ : ١ : بی�نهایت([٠ در خط با ها y محور اشتراک نقطه .[٠ : ١ : ٠] از است

مجموعه مͬ�توان است. بیضوی خم گروه همانͬ عضو نقطه این که مͬ�دهیم. نشان O با آنرا و نامیده

کرد. تعریف زیر صورت به تصویری صفحه در را C همͽن معادله نقاط

صورت به P٢K تصویری صفحه در را C همͽن معادله نقاط مجموعه .٢.١.١ تعریف

E (K) =
{
(x, y) ∈ K× K|y٢ + a١xy + a٣y = x٣ + a٢x٢ + a۴x+ a۶

}
∪ {∞}

مͬ�کنند. تعریف

آنگاه باشد، K میدان توسیع F میدان اگر

E (F) =
{
(x, y) ∈ F× F|y٢ + a١xy + a٣y = x٣ + a٢x٢ + a۴x+ a۶

}
∪ {∞}.

مͬ�کنیم: تعریف و داده نشان △ با را E بیضوی خم مبین .٣.١.١ تعریف

△ = b٢٢b٨ − ٨b٣۴ − ٢٧b٢۶ + ٩b٢b۴b۶

آن در که

b٢ = a٢١ + ۴a٢,

b۴ = ٢a۴ + a١a٣,

b۶ = a٢٣ + ۴a۶,

b٨ = a١a٢a۶ + ۴a٢a۴ − a١a٣a۶ + a٢a٢٣ − a
٢
۴.



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

داشت: خواهیم صورت این در نباشد. سه و دو میدان مشخصه کنید فرض .۴.١.١ تعریف

(y +
a١x
٢ +

a٣
٢ )٢ = x٣ + (a٢ +

a٢١
۴ )x٢ + (a۴ +

a١a٣
٢ )x+ (

a٢٣
۴ + a۶)

بنویسیم مͬ�توانیم

y٢١ = x٣ + ā٢x
٢ + ā۴x+ ā۶

دادن قرار با هم�چنین و میباشند میدان در ثابت�هایی ā۶, ā۴, ā٢ و y١ = y +
a١x
٢ +

a٣
٢ آن در که

داشت: خواهیم x١ = x+
ā٢
٣

y٢١ = x٣١ +Ax١ +B

مͬ�نامند. اشتراس وایر معادله را معادله این هستند. K میدان در ثابت�هایی B و A آن در که

مͬ�آید. در △ = −
(
۴A٣ + ٢٧B٢) بصورت △ یعنͬ خم مبین ،۴.۴.١ تعریف به بنا

معادله این مبین که داد نشان مͬ�توان باشند. سه درجه معادله مجزای ریشه�های r٣, r٢, r١ اگر

است زیر صورت به سه درجه

((r١ − r٢) (r١ − r٣) (r٢ − r٢((٣ = −
(
۴A٣ + ٢٧B٢) .

خم روی را P٠ = (x٠, y٠) نقطه .۵.١.١ تعریف

y٢ − x٣ −Ax−B = F (x, y)

هرگاه مͬ�نامند تکین نقطه

F (P٠) = ٠, ∂F
∂x |P٠= ٠, ∂F

∂y |P٠= ٠.

کرد. رسم منحصر�بفرد مماس خط منحنͬ بر P٠ نقطه در نتوان دیͽر، عبارت به

باشد. نداشته تکین نقطه هرگاه نامیم هموار را E بیضوی خم .۶.١.١ تعریف

K میدان روی بیضوی خم F (x, y, z) = y٢z − x٣ − Axz٢ − Bz٣ = ٠ فرض�کنید .٧.١.١ گزاره

است. هموار خم دراین�صورت باشد، △ ̸= ٠ با (char (K) ̸= ٢,٣)



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

F (x, y, z) = y٢z− x٣ −Axz٢ −Bz٣ = ٠ منحنͬ تکین نقطه P = (x : y : z) فرض�کنید برهان.

دراین�صورت خ)، باشد(ف

Fx = −٣x٢ −Az٢, Fy = ٢yz, Fz = y٢ − ٢Axz − ٣Bz٢.

را بیضوی خم بی�نهایت در نقطه z = ٠ حالت مͬ�گیریم. نظر در را z ̸= ٠ و z = ٠ حالت دو

که P = (٠ : ٠ : ٠) بنابراین، y = ٠ و x = ٠ لذا Fy = ٠ و Fx = ٠ داریم، حالت این در مͬ�دهد.

لذا Fy = ٠ داریم، حالت این در .z = ١ لذا z ̸= ٠ اگر هستند. P٢K در نقاط زیرا است غیر�ممͺن

و کند صدق Fx = −٣x٢ − A و x٣ + Ax + B = ٠ در بایستͬ P = (x : ٠ : ١) بنابراین، y = ٠

بیضوی خم لذا است. تناقض که است منحنͬ مضاعف ریشه (x : ٠ : ١) که است معنͬ این به این

است. هموار و ندارد تکین نقطه

روی نقطه�ای (x٠, y٠) اگر باشد. بیضوی خم F (x, y) = y٢ − f (x) = ٠ فرض�کنید .٨.١.١ گزاره

صفر نا نقطه این در ∂F
∂y و ∂F

∂x از ͬͺی حداقل اگر فقط و اگر است هموار نقطه این در خم باشد. خم

باشند.

.[۵] به شود رجوع برهان.

آنها جزئͬ مشتقات بنابراین مͬ�شوند. فرض هموار داریم، سروکار آنها با ما که بیضوی خم�های

یعنͬ شود صفر همزمان نباید

٢y + a١x+ a٣ = ٠ , a١y = ٣x٢ + ٢ax+ a۴.

نباشند. صفر توأماً خم روی (x, y) نقطه� هیچ در

بطور باشد. صفر آن مبین اگر فقط و اگر است منفرد وایراشتراس فرم به بیضوی خم .٩.١.١ قضیه

باشد. مضاعف ریشه دارای اگر فقط و اگر است منفرد بیضوی خم معادل

حالت در اثبات مͬ�کنیم. ثابت باشد y٢١ = x٣١+Ax١+B شͺل به خم که حالتͬ در را قضیه برهان.

است. صورت همین به نیز کلͬ



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�کنیم تعریف باشد. منفرد P = (x٠, y٠) نقطه در y٢١ = x٣١ + Ax١ + B خم که فرض�کنید

و ∂F
∂y = ٢y = ٠ داشت خواهیم P = (x٠, y٠) در خم بودن منفرد به بنا .F (x, y) = y٢ − f (x)

.f (x) = ٠ اگر فقط و اگر y = ٠ اما ∂F
∂y = −f (x) = −٣x٢ − a = ٠ همچنین .y = ٠ بنابراین

f ′, f مشترک ریشه x٠ یعنͬ .f (x٠) = f ′ (x٠) = ٠ که مͬ�دهد رخ زمانͬ x٠ در بودن منفرد بنابراین

است. مضاعف ریشه دارای x٠ در f نتیجه در است.

در معادله طرفین ضرب با آن�گاه باشد، cy٢ = dx٣ + ax + b شͺل به معادله اگر .١٠.١.١ تبصره

زیر معادله ، c٣d٢

(c٢dy)٢ = (cdx)٣ + (ac٢d)(cdx) + (bc٣d٢)

تبدیل اشتراس وایر فرم به معادله ،x = cdx و y١ = c٢dy متغییرهای تغییر با مͬ�شود. حاصل

مͬ�شود.

بیضوی خم روی گروه ساختار ٢.١

معادله به K میدان روی بیضوی خم E فرض�کنید شود. تعریف عمل ͷی باید گروه ایجاد برای

باشند. خم به متعلق نقطه دو P٢ و P١ نقاط و y٢ = x٣ +Ax+B

بیضوی خم روی جمع قانون ١.٢.١

را E منحنͬ L خط مͬ�نامیم. L آنرا و مͬ�کنیم رسم را P٢ و P١ از گذرا خط ابتدا .١.٢.١ تعریف

P̄٣ بازتاب باشد. P٢ و P١ نقاط از ͬͺی نقطه این است ممͺن مͬ�کند. قطع P̄٣ سوم، نقطه ͷی در

مͬ�کنیم: تعریف و مͬ�دهد بدست را P٣ نقطه ها x محور به نسبت



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

P١ + P٢ = P٣.

مͬ�باشد. نقطه این در خم بر مماس ،P٢ و P١ از گذرنده خط آنگاه ،P١ = P٢ اگر .٢.٢.١ تبصره

مͬ�پردازیم. P١ + P٢ محاسبه برای فرمول�هایی ارائه به حال

P١ = (x١, y١) , P٢ = (x٢, y٢) , P̄٣ = (x٣, y٣) , P٣ = (x٣,−y٣).

P٢ و P١ نقطه�های از گذرا خط شیب آن�گاه ∞نباشند. برابر هیچͺدام و P١ ̸= P٢ کنید فرض •

با: است برابر

m =
y٢ − y١
x٢ − x١

مͬ�باشد. زیر به�صورت L خط معادله آن�گاه .x١ ̸= x٢ اگر ◦

y = m(x− x١) + y١

مͬ�کنیم. جای�گذاری خم معادله در را خط معادله خم، و خط این تقاطع کردن پیدا برای

(m(x− x١) + y١)
٢ = x٣ +Ax+B.

داشت: خواهیم آن کردن مرتب با

٠ = x٣ −m٢x٢ + · · ·.

نشان برای مͬ�باشد. معادله آن از x٢ جمله ضریب منفͬ برابر سوم درجه معادله ریشه سه مجموع

مͬ�کنیم: عمل ذیل روش به آن علت دادن

آن�گاه: باشند. tوsوr با برابر x٣ + ax٢ + bx+ c سوم درجه معادله ریشه�های کنید فرض

x٣ + ax٢ + bx+ c = (x− r)(x− s)(x− t) = x٣ − (r + s+ t)x٢ + · · ·.

پس



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

r + s+ t = −a.

t = −a−r−sعبارت از را سوم ریشه مͬ�توانیم باشیم داشته را معادله از sوr ریشه دو ما اگر بنابراین

داشت: خواهیم بالا گفته�های به توجه با پس آوریم. به�دست

x٣ = m٢ − x١ − x٢.

داریم: خط معادله در جای�گذاری با هم�چنین و

y٣ = m (x٣ − x١) + y١.

داریم نتیجه در

P̄٣ = (x٣,−y٣) =
(
m٢ − x١ − x٢,m (x١ − x٣)− y١

)
قرینه که مͬ�کند ∞قطع نقطه در را خم بنابراین است عمودی خط L خط آن�گاه x١ = x٢ اگر ◦

بنابراین: مͬ�دهد. به�دست ∞را همان ها x محور به ∞نسبت نقطه

P١ + P٢ =∞.

این در خم بر مماس نقطه دو این از گذرا خط این�صورت در مخالف∞ و P١ = P٢ کنید فرض •

با: است برابر خط شیب بنابراین مͬ�باشد. نقطه

٢Y ∂y
∂x

= ٣x٢ +A =⇒ m =
∂y

∂x
=
٣x٢١ +A

٢y١
.

بنابراین است. عمودی خط مماس، خط آن�گاه .y١ = ٠ اگر ◦

P̄٣ =∞ =⇒ P١ + P٢ =∞.

داریم x١ = x٢ گرفتن نظر در با و قبل قسمت همانند آن�گاه .y١ ̸= ٠ اگر و ◦

P̄٣ = (x٣,−y٣) =
(
m٢ − ٢x١,m (x١ − x٣)− y١

)
.∞+∞ =∞ داریم تعریف این تعمیم با پس ،P١ +∞ = P١ مͬ�کنیم تعریف هم�چنین



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

وارون ٢.٢.١

مͬ�کنیم: عمل ذیل روش به تعریف این توجیه برای . −P١ = (x١,−y١) آن�گاه P١ = (x١, y١) اگر

و P١ از عبوری خط صورت این در کنیم. جمع −P١ ادعای مورد نقطه با را P١ نقطه که کنید فرض

∞وصل ∞به حال بود. ∞خواهد خم روی در مشترک نقطه سومین بنابراین بود، خواهد عمود −P١

مͬ�شود حاصل بی�نهایت در خطͬ ∞ به ∞ کردن وصل از مͬ�یابیم. را تقاطع نقطه سومین و کرده

نشان این مͬ�کند. ∞∗∞∗∞قطع در را خم بی�نهایت، در خط که چرا ∞است، نیز نقطه سومین که

. −∞ =∞ که است واضح است. P١ قرینه همان −P١ بنابراین . P١ + (−P١) =∞ که مͬ�دهد

کنید فرض .٣.٢.١ مثال

E(Q) : y٢ = x٣ − ۴٣X + ١۶۶.

٨P با را P و مͬ�کنیم محاسبه را ٨P و ۴P,٣P,٢P . P = (٣,٨) ∈ E(Q) که مͬ�کنیم ثابت

مͬ�کنیم. مقایسه

زیرا P ∈ E(Q) حل:

٨٢ = ٣٣ − ۴٣ · ٣+ ١۶۶ −→ ۶۴ = ٢٧− ١٢٩ = ١۶۶.

داریم: ٢P کردن پیدا برای

m =
٣ · ٩− ۴٣

١۶ = −١ , y١ −mx١ = ٨− (−١)٣ = ١١.

پس

x(٢P ) = (−١)٢ − ٢− ٣ = −۵ , y(٢P ) = −(m.x(٢P ) + ١١) = −١۶.

داریم: ۴P محاسبه برای

m =
٣(−۵)٢ − ۴٣
−٣٢ = −١ , y١ −mx١ = (−١۶)− (−١)(−۵) = −٢١,

x(۴P ) = (−١)٢ − ٢(−۵) = ١١ , y(۴P ) = −((−١) · ١١− ٢١) = ٣٢.



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

داریم: ٨P برای

m =
٣ · ١١٢ − ۴٣

۶۴ = ۵ , y١ −mx١ = ٣٢− ۵− ١١ = −٢٣.

x(٨P ) = ۵٢ − ٢ · ١١ = ٣ , y(٨P ) = −(۵ · ٣− ٢٣) = ٨.

بنابراین . ٣P = −۴P پس ٧P پس∞= ٨P = P که داریم توجه

x(٣P ) = x(−۴P ) = x(۴p) = ١١,

y(٣P ) = y(−۴P ) = −y(۴P ) = −٣٢.

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در E بیضوی خم روی نقاط جمع .۴.٢.١ قضیه

جابه�جایی) ) .P١ + P٢ = P٢ + P١ ،E روی P١,P٢ هر برای .١

همانͬ) عضو ) .P +∞ = P ،E روی P هر برای .٢

−P را P̄ نقطه این که P + P̄ =∞ که به�طوری� است موجود P̄ مانند نقطه�ای E روی P هر برای .٣

( قرینه مͬ�کنیم.(عضو تعریف

شرکت�پذیری) ) .(P١ + P٢) + P٣ = P١ + (P٢ + P٣) ،E روی P٣ ،P٢ ،P١ هر برای .۴

[١۴] به شود رجوع برهان.

مͬ�دهند. تشͺیل ∞را همانͬ عضو با آبلͬ گروه جمع عمل تحت خم روی نقاط بنابراین

j پایای پارامتر ٣.١

معادله

y٢ + a١xy + a٣y = x٣ + a٢x
٢ + a۴x+ a۶

زیر روابط با را


