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قدردانی و تشکر

ندانند او نعمت هاي شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خداي سپاس
نتوانند. گزاردن او حق کوشندگان، و

زبان با او، بی شائبه ي زحمات از قدردانی مقام در که است آن از والاتر معلم جایگاه بی شک
است انسانی از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم. چیزي ناتوان، دست و قاصر
سپرده اند، دستش به که را امانت هایی سلامت و می کند تأمین را آفرینش غایت و هدف که
مادر و پدر از : الخالق” یشکر لم المخلوق، یشکر لم ”من باب از و وظیفه برحسب تضمین؛
کریمانه و کشیده عفو قلم درشتی ام، و کوتاهی بر همواره که بزرگوارم معلم دو این عزیزم،
برایم بی چشم داشت یاوري و یار زندگی عرصه هاي تمام در و گذشته اند غفلت هایم کنار از
اخلاق درس محضرشان در که شیردل حسن غلام دکتر آقاي جناب شایسته ام، استاد از بوده اند؛
جناب فرزانه اساتید از گرفتند؛ عهده بر را رساله این راهنمایی زحمت و آموختم فروتنی و
شدند؛ متقبل را رساله این داوري زحمت که فروغی دکتر آقاي جناب و محمودي دکتر آقاي
قدردانی و تشکر کمال کردند؛ یاري ام صمیمانه که سرآبادان مریم خانم ارجمندم دوست از و

دارم. را
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چکیده

قرار بررسی مورد را انتگرال و انتگرال  - Q کامل بخشی  - r گراف هاي پایان نامه این در
جمله اي چند مشخصه مقادیر اگر (انتگرال)گوییم انتگرال  - Q را G ساده گراف می دهیم.
استناد با ادامه در باشد. صحیح اعداد مشخصه)آن جمله اي (چند بی علامت لاپلاسین مشخصه
(انتگرال) انتگرال  - Q گراف هاي از جدید کلاس نامتناهی تعداد شده، مطرح قضایاي به
۱۰ حداکثر با همبند انتگرال  - Q گراف ۱۷۲ دقیقاً که می دهیم نشان همچنین می سازیم.
تأکید هستند، کامل بخشی دو نه و منتظم نه که همبند گراف دو روي آخر دارد.در وجود رأس

می باشند. انتگرال  - Q و L - انتگرال انتگرال، هم زمان که کنیم می

کلیدي: واژه هاي
انتگرال  - Q انتگرال،  - L گراف، طیف بی علامت، لاپلاسین ماتریس کامل، بخشی  - r گراف



مقدمه
E(G) یال هاي مجموعه و V (G) = {v۱, v۲, . . . , vn} گره هاي مجموعه با G ساده گراف
Q(G) = بصورت ،G لاپلاسین) (ماتریس بی علامت لاپلاسین ماتریس است. مفروض
ماتریس A(G) آن در که می شود تعریف (L(G) = D(G) − A(G)) D(G) + A(G)

چند است. G گره هاي درجه قطري ماتریس D(G) = diag(d۱, d۲, . . . , dn) و مجاورت
در که می شود. نامیده G گراف مشخصه جمله اي چند PG(x) =| xIn − A(G) | جمله اي
چندجمله اي QG(x) =| xIn −Q(G) | جمله اي چند همچنین است. همانی ماتریس In آن
چند - L می شود. نامیده چندجمله اي - Q ساده تر بطور یا G بی علامت لاپلاسین مشخصه
گراف شود. می تعریف LG(x) =| xIn − L(G) | بصورت نیز - G گراف جمله اي
لاپلاسین مشخصه چندجمله اي مشخصه ي مقادیر همه اگر می شود نامیده انتگرال - Q ،G
همه اگر (انتگرال)است ،L - انتگرال G گراف همچنین باشند. صحیح اعداد QG(x) بی علامت
جمله اي چند مشخصه هاي LG(x)(مقدار لاپلاسین مشخصه چندجمله اي مشخصه هاي مقدار

باشند. صحیح اعداد مشخصه)
می شوند. داده نمایش ،Kp۱,p۲,··· ,pr بصورت کامل بخشی  - r گراف هاي

گره، n از V = V۱∪V۲∪· · ·∪Vr مجموعه با گراف یک Kp۱,p۲,...,prکامل بخشی  - r گراف
| Vi |= pi و هستند هم از جدا ناتهی مجموعه هاي Viها که است (p۱+ p۲+ · · ·+ pr = n)

باشند. داشته تعلق متفاوت Viهاي به اگر مجاورند V در گره دو بطوریکه .(۱ ≤ i ≤ r) براي
و (p۱ < p۲ < · · · < ps) بطوریکه باشد، s ،p۱, p۲, · · · , pr متمایز صحیح اعداد تعداد اگر
را Kp۱,p۲,...,prکامل بخشی  - r گراف آنگاه باشد، (i = ۱,۲, · · · , s) ،pi هر تکرار مرتبه ai

می دهیم. نمایش Ka۱.p۱,a۲.p۲,··· ,as.ps بصورت
گسترش به شروع اخیر سال هاي در شد.و آغاز ۱۹۷۴ سال در انتگرال  - Q گراف هاي مطالعه
و ۴ یالی درجه ماکزیمم با Q - انتگرال، گراف هاي همه 2 استنیک و 1 سیمیک [11] در کرد.
دو 3 لو [9] در کرده اند. مشخص را ۵ یالی درجه ماکزیمم با Q - انتگرال گراف هاي برخی
Km,m,m,n و Km,m,n,n کامل ۴ - بخشی گراف هاي شدن Q - انتگرال براي کافی و لازم شرط
ساخته انتگرال کامل بخشی سه گراف هاي از نامتناهی خانواده یک [10] در است. کرده ارائه

است. شده
کلی مقدمات و تعاریف شامل اول فصل است. شده تنظیم فصل چهار در نامه پایان این

می باشد.
و لازم شرط یک و کرده معرفی را انتگرال - Q کامل بخشی  - r هاي گراف دوم فصل در

1simic
2stanic
3Lu
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Kp۱,p۲,··· ,pr = Ka۱.p۱,a۲.p۲,··· ,as.ps کامل r - بخشی گراف هاي شدن انتگرال  - Q براي کافی
از جدید کلاس نامتناهی تعداد شده مطرح قضایاي از استفاده با سپس می کنیم. اثبات و بیان
براي را رو پیش سؤالات انتها در می سازیم.و s = ۳ حالت براي انتگرال  - Q گراف هاي

می کنیم. مطرح ،s ≥ ۴ حالت
مطالعه مورد دوم فصل مشابه روندي با را انتگرال کامل بخشی  - r گراف هاي سوم فصل در

داد. خواهیم قرار
۱۰ حداکثر با انتگرال  - Q همبند گراف ۱۷۲ دقیقاً که داد خواهیم نشان چهارم فصل در
خود یا بودن طیف هم قبیل از گراف ها این ویژگی هاي از برخی سپس دارد. وجود رأس
منتظم نه که کرد خواهیم معرفی را گرافی دو فصل پایان در و می کنیم. بررسی را بودن مکمل

می باشند. Q - انتگرال و انتگرال  - L انتگرال، هم زمان اما هستند، کامل بخشی دو نه و

2



1 فصل

مقدمات و تعاریف
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مجموعه اي V (G) آن در که را ،G = (V (G), E(G), ψG) مرتب تایی سه  .1 . 1 تعریف  
که بوده V (G) عناصر از دوتایی ها از مجموعه اي E(G) نامیده، گره را آنها که است غیرتهی

می نامند.  G گراف دهد، نسبت گره دو یال هر به که است تابعی ψG و نامیده یال را آنها

همجوار را y و x گره دو آنگاه ψG(e) = xy اگر نامند. G گراف وقوع تابع را ψG تابع
نامند. هموقوع e یال با را y و x گره هاي و

ψG(e۱) = ψG(e۲) = · · · = اگر و 1 حلقه را e یال آنگاه ψG(e) = xx اگر  .2 . 1 تعریف  
می نامیم. گانه n یال را xy آنگاه ψG(en) = xy

باشد. چندگانه یال و حلقه فاقد که است گرافی ساده گراف

نامند. می کامل گراف باشند، همجوار هم با گره دو هر آن در که ساده اي گراف  .3 . 1 تعریف  
می دهیم. نمایش kn با را گره n با کامل گراف

صورت به یالها و گره ها از دنباله اي از است عبارت ،G گراف در راه x− y یک  .4 . 1 تعریف  
هر براي که طوري به ،x = x۰e۱x۱e۲x۲ · · · xi−۱eixi · · · xn−۱enxn = y

.ψG(ei) = xi−۱xi باشیم داشته (i = ۱,۲, · · · , n)i

نیز گره اي هیچ آن بر علاوه اگر می نامند. ساده راه را آن نشود تکرار یالی هیچ راه در اگر
می نامند. مسیر را آن نشود تکرار

باشد. موجود مسیري آن گره هردو بین هرگاه گوئیم همبند را G گراف  .5 . 1 تعریف  

گراف در v گره درجه باشد G از گره اي v و گراف یک G=(V,E)کنید فرض .6 . 1 تعریف  
هموقوعند. v با G در که یالهایی تعداد با است برابر و داده (d(v))نمایش degG(v) با را G

شود. می شمرده دوبار حلقه هر گره، هر محاسبه در

باشد. r برابر آن گره هر درجه اگر است منتظم - r ،G گراف  .7 . 1 تعریف  
1Loop
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V = V۱ ∪ V۲ ∪ مجموعه با گراف یک Kp۱,p۲,...,pr کامل بخشی  -  r گراف  .8 . 1 تعریف  
از جدا ناتهی مجموعه هاي Viها که است (p۱ + p۲ + · · · + pr = n) گره، n از · · · ∪ Vr
Viهاي به اگر مجاورند V در گره دو بطوریکه .(۱ ≤ i ≤ r) براي | Vi |= pi و هستند هم

باشند. داشته تعلق متفاوت

است. کامل بخشی  - ۳ گراف یک ، K۱,۲,۳ گراف .9 . 1 مثال

را G مکمل است. V (G) گره هاي مجموعه با ساده گراف یک G کنید فرض .10 . 1 تعریف  
در و دارد. را V (G) گره هاي مجموعه همان که است ساده اي گراف Ḡ می دهند. نمایش Ḡ با

نباشند. مجاور G در اگر تنها و اگر مجاورند گره دو هر آن

پوشا و یک به یک تابعی اگر فقط و اگر هستند یکریخت H و G گراف دو .11 . 1 تعریف  
باشد، داشته وجود H و G گراف دو گره هاي مجموعه بین f : V (G) −→ V (H) بصورت
می نویسیم: صورت این در .f(u)f(v) ∈ E(H) اگر تنها و اگر uv ∈ E(G) بطوریکه

.G ∼= H

باشد. یکریخت Ḡ با G اگر گویند خود مکمل را G گراف .12 . 1 تعریف  

است. مکمل خود زیر گرهی 5 گراف .13 . 1 مثال

را vj و vi که است یال هایی تعداد aij آن در که A(G) = [aij]V×V ماتریس .14 . 1 تعریف  
می شود. نامیده مجاورت ماتریس می کند، متصل هم به
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(i, j = aij = ۰ ،(i ̸= j) ازاي به آن در که D = [aij]n×n ماتریس .15 . 1 تعریف  
می دهند. نشان diagبا را قطري ماتریس می شود. نامیده قطري ماتریس ۱,۲, ..., n)

درجه قطري ماتریس را، می باشد G گراف ام iگره درجه ،aij درایه آن در که قطري ماتریس
می دهند. نمایش D(G) با را آن و می نامند. G گراف گره هاي

می شود تعریف زیر بصورت G ساده گراف لاپلاسین ماتریس .16 . 1 تعریف  

L(G) = D(G)− A(G)

مجاورت ماتریس ،A(G) و ،G گراف گره هاي درجه قطري ماتریس D(G) آن در که
می باشد. G گراف

می شود تعریف زیر بصورت ،G ساده گراف بی علامت لاپلاسین ماتریس .17 . 1 تعریف  

Q(G) = D(G) + A(G)

شد. آورده 16 . 1 تعریف در که است همان هایی A(G) و D(G) که

قطري ماتریس D ،G گراف مجاورت ماتریس A گراف، یک G کنید فرض .18 . 1 تعریف  
گراف مشخصه چندجمله اي اینصورت در باشد. همانی ماتریس In و G گراف گره هاي درجه

می شود تعریف زیر بصورت G

PG(x) =| xIn − A(G) |

تعریف زیر بصورت G گراف چندجمله اي  - L یا لاپلاسین مشخصه چندجمله اي همچنین
می شود

LG(x) =| xIn − L(G) |

.L = D − A آن در که
تعریف زیر بصورت G گراف چندجمله اي  - Q یا بی علامت لاپلاسین چندجمله اي نیز و

می شود

QG(x) =| xIn −Q(G) |
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.Q = D + A آن در که

مینامند. PG(x) چندجمله اي مشخصه) ویژه(مقادیر را   مقادیر PG(x) ریشه هاي .19 . 1 تعریف  

نامند. ویژه مقادیر  - Q و ویژه مقادیر  - L ترتیب به را QG(x) و LG(x) ویژه مقادیر همچنین،

PG(x) چندجمله اي مشخصه مقادیر همه اگر می شود نامیده انتگرال ،G گراف .20 . 1 تعریف  
باشند. صحیح اعداد

LG(x) چندجمله اي مشخصه مقادیر همه اگر می شود نامیده انتگرال  - L ،G گراف همچنین
باشند. صحیح اعداد

QG(x) چندجمله اي مشخصه مقادیر همه اگر می شود نامیده انتگرال  - Q ،G گراف نیز و
باشند. صحیح اعداد

چندجمله اي متمایز مشخصه مقدار t ، x۱ < x۲ < · · · < xt کنید فرض .21 . 1 تعریف  
تعریف زیر بصورت G گراف طیف اینصورت در باشند، k۱, k۲, . . . , kt تکرار مرتبه با PG(x)

می شود:

spec(G) =

x۱ x۲ . . . xt

k۱ k۲ . . . kt


آنگاه باشند، QG(x) یا LG(x) چندجمله اي متمایز مشخصه مقدار t ، k۱, k۲, . . . , kt اگر حال
می شود. تعریف G گراف طیف مشابه ،G گراف Q - طیف و G گراف طیف  - L ترتیب به

باشد. برابر آن ها طیف اگر گوییم، 2 طیف هم را گراف دو .22 . 1 تعریف  
در هم طیف ترتیب به گراف دو آن باشند، برابر هم با گراف دو طیف  - Q و طیف  - L اگر

می شوند. نامیده طیفی  - Q مفهوم در هم طیف و L - طیفی مفهوم

صحیح جواب هاي که را ax + by = c صحیح ضرایب با خطی سیاله معادله .23 . 1 تعریف  
می نامند. مجهولی دو خطی سیاله معادله یک یا 3 دیوفانتی معادله یک باشد، نظر مورد آن

2cospectral
3Diophantine
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مختلف العلامه f(b) و f(a) و باشد پیوسته [a, b] بازه در f تابع اگر 4 (بولتزانو) .24 . 1 قضیه
آنگاه باشند،

∃x۰ ∈ (a, b) s.t f(x۰) = ۰

وجود x۰ یک فقط آنگاه باشد، برقرار فوق شرط و صعودي اکیداً [a, b] در f اگر .25 . 1 نکته
. f(x۰) = ۰ آن ازاي به که دارد

حقیقی عددي λ و [a, b] −→ R از پیوسته تابعی f کنید فرض 5 میانی) (مقدار .26 . 1 قضیه
اینصورت در باشد. f(b) و f(a) بین

∃x ∈ (a, b) s.t f(x) = λ

4Bolzano
5Intermediate Value
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2 فصل

انتگرال - Q کامل بخشی - r گراف هاي
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مقدمه 1 . 2

را کامل r - بخشی گراف هاي بی علامت لاپلاسین مشخصه ي چندجمله اي ابتدا  فصل این در
براي کافی و لازم شرط قضیه، چند بیان و چندجمله اي  - Q این از استفاده با و می آوریم بدست
با ادامه در می دهیم. ارائه s = ۲,۳ حالت در کامل r - بخشی گراف هاي شدن انتگرال - Q
Q گراف هاي چنین از جدید کلاس نامتناهی تعداد شده، مطرح قضایاي و نکات گیري کار به
به بطوریکه اند، شده آورده جدول غالب در گراف ها این از تعدادي که سازیم، می انتگرال - 
Q کامل r - بخشی گراف نامتناهی تعداد می توان مجدداً نیز جدول در موجود گراف هر ازاي

ساخت. انتگرال - 
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- بخشی r گراف هاي شدن Q - انتگرال براي کافی و لازم شرط 2 . 2
کامل

 - Q آنگاه باشد، گره n با Kp۱,p۲,...,pr کامل بخشی  - r گراف G اگر [17] .1 . 2 قضیه
می باشد. زیر بصورت G چندجمله اي

QG(x) =
r∏

i=۱
(x− n+ pi)

pi−۱
r∏

i=۱
(x− n+ ۲pi)

(
۱−

r∑
i=۱

pi
x− n+ ۲pi

)
18 . 1 تعریف از باشد، گره n با Kp۱,p۲,...,pr کامل بخشی  - r گراف G کنید فرض اثبات.

داریم

QG(x) =| xIn −Q(G) |

.Q(G) = D(G) + A(G) که
به که گره هر درجه و ∑r

i=۱ pi = n داریم: Kp۱,p۲,...,pr بودن کامل r - بخشی به توجه با
D(G) ماتریس بنابراین .n − pi =

∑r
j=۱,j ̸=i pj با است برابر باشد، داشته تعلق i بخش

می شود. تعریف زیر بصورت

D(G) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(n− p۱)Ip۱ O

(n− p۲)Ip۲ . . .
O (n− pr)Ipr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
مجاور گره ها از یک هیچ ،pi بخش هر در پس است. کامل بخشی - r ،Kp۱,p۲,...,pr طرفی از
مجاورت ماتریس لذا است. مجاور دیگر بخش هاي گره هاي تمام با ،i بخش گره هر و نیستند.
آن درایه هاي تمام که است pi × pj ماتریس یک Jpi×pj آن در که می باشد. زیر شکل به آن

است. ۱

A(G) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۰Ip۱ Jp۱×p۲ . . . Jp۱×pr

Jp۲×p۱ ۰Ip۲ . . . Jp۲×pr... . . . ...
Jpr×p۱ Jpr×p۲ . . . ۰Ipr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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می شود. تعریف زیر بصورت Q(G) نتیجه در

Q(G) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(n− p۱)Ip۱ Jp۱×p۲ . . . Jp۱×pr

Jp۲×p۱ (n− p۲)Ip۲ . . . Jp۲×pr... . . . ...
Jpr×p۱ Jpr×p۲ . . . (n− pr)Ipr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
داریم: بنابراین .QG(x) =| xIn −Q(G) | طرفی از

QG(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x− n+ p۱)Ip۱ −Jp۱×p۲ . . . −Jp۱×pr

−Jp۲×p۱ (x− n+ p۲)Ip۲ . . . −Jp۲×pr... . . . ...
−Jpr×p۱ −Jpr×p۲ . . . (x− n+ pr)Ipr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
نوشت نیز زیر بصورت را QG(x) می توان

QG(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


x − n + p۱ · · · ۰

...
. . .

...
۰ · · · x − n + p۱


p۱×p۱

−۱

. . .

−۱


x − n + pr · · · ۰

...
. . .

...
۰ · · · x − n + pr


pr×pr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(k = ،(∑k−۱

j=۰ pj + ۱ ≤ t ≤
∑k

j=۱ pj − ۱) ، t سطرهاي به را ∑k
j=۱ pj سطر برابر −۱ حال

می شود. حاصل زیر دترمینان کنیم. می اضافه ۱,۲, . . . , r)

QG(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


x− n+ p۱ −(x− n+ p۱)

... . . . ...
۰ x− n+ p۱




۰

−۱ · · · −۱


. . .

۰

−۱ · · · −۱




x− n+ pr −(x− n+ pr)
... . . . ...
۰ x− n+ pr



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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