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چکیده

را L1 − 2 به معروف جدیدي کسري عددي مشتق�گیري فرمول داریم قصد پایان�نامه این در
α مرتبه�ي از کپوتو کسري مشتق از تقریبی آوردن بدست براي جدید فرمول این کنیم. بررسی
L1 قدیمی فرمول اصلاح یک عنوان به رسمی طور به که می�شود داده توسعه (0 < α < 1)

در دوم درجه�ي درون�یابی تقریب از L1 − 2 جدید فرمول ساخت براي زیرا می�شود شناخته
می�شود استفاده خطی درون�یابی از [t0, t1] بازه�ي براي فقط و j > 2 براي [tj−1, tj] بازه�ي هر
کوچک بازه�ي هر براي خطی درون�یابی تقریب از L1 قدیمی فرمول ساخت براي صورتی�که در

است. شده استفاده j > 1 براي [tj−1, tj]

است. برتر L1 فرمول از عددي دقت نظر از هم و محاسباتی کارایی نظر از هم جدید فرمول این
معادلات حل براي زمان در بالا مرتبه�ي با متناهی تفاضلات طرح دو جدید فرمول این وسیله�ي به
استفاده این بر علاوه می�شود. ارائه نامتناهی و متناهی مکانی دامنه�هاي در زیر-انتشار زمانی کسري

می�شود. بررسی نیز کسري معمولی دیفرانسیل معادلات حل در جدید فرمول از
شده ساخته L1 فرمول وسیله�ي به که متناهی تفاضلات روش از آمده بدست متناظر نتایج مقایسه
بسیار زمانی کسري دیفرانسیل معادلات عددي حل در L1 − 2 فرمول که می�دهد نشان است
در L1 − 2 فرمول همگرایی مرتبه�ي که می�دهیم نشان همچنین است. L1 فرمول از دقیق�تر
3−α برابر بازه�ها سایر در و 2−α برابر اول دربازه�ي α مرتبه�ي از کپوتو زمانی کسري مشتقات

دارد. بهتري همگرایی مرتبه�ي است، 2− α که L1 فرمول به نسبت که است

،L1− 2 فرمول ،L1 فرمول کسري، مشتق�گیري فرمول کپوتو، کسري مشتق کلیدي: واژگان
زیر-انتشار.
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1 فصل

مقدمه

پیش�گفتار 1.1
عنوان به ناصحیح مرتبه�ي انتگرال و دیفرانسیل حساب یا کسري انتگرال و دیفرانسیل حساب
توجه مورد طولانی بسیار زمان مدت از صحیح مرتبه�ي انتگرال و دیفرانسیل حساب از تعمیمی
1695 سال در داد. نسبت لایب�نیتز به می�توان را آن پیدایش تاریخچه است. بوده ریاضیدانان
لایب�نیتز می�شود؟ توجیه چگونه n = 1

2
براي dny

dxn که می�نویسد لایب�نیتز به نامه�اي طی هوپیتال
آشکار نقض یک را این و می�کند اشاره نامتناهی سري�هاي و مشتقات بین رابطه به او پاسخ در
حساب تعمیم لایب�نیتز از بعد داشت. خواهد بر در مفیدي نتایج روزي که می�داند چیزي از
اویلر جمله از بسیاري ریاضیدان�هاي توجه مورد ناصحیح به صحیح مرتبه�ي انتگرال و دیفرانسیل
،(1847) ریمان ،(1832) لیوویل ،(1822) فوریه ،(1812) لاپلاس ،(1772) لاگرانژ ،(1730)
حساب امروزه گرفت. قرار (1967) کپوتو و (1917) ویل ،(1868) لتنیکوف ،(1867) گرونوالد

است. شده شناخته کسري” ”حسابان عنوان تحت ناصحیح مرتبه�ي انتگرال و دیفرانسیل
پیشرفت کاربردي و نظري زمینه�هاي در کسري انتگرال و دیفرانسیل حساب اخیر سال�هاي در
مرتبه از انتگرال و دیفرانسیل حساب نقایص کردن برطرف باعث که است کرده کسب زیادي
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مقدمه .1 فصل

بررسی به می�توان کسري انتگرال و دیفرانسیل حساب کاربردهاي از است. شده صحیح عدد
چسبناك، و کشدار مواد در صوتی موج انتشار غیرعادي، انتشار نظریه پرمنفذ، مواد سیال جریان
الکتریکی رسانایی میزان و مالی نظریه سیگنال، پردازش مشابه، ساختار در اجسام حرکت مکانیک

کرد. اشاره زیستی هاي دستگاه در
ریمان-لیوویل کسري مشتق آنها مهم�ترین از تا دو که تعریفمختلفدارند چندین مشتقاتکسري
کسري مشتق و ریمان-لیوویل کسري مشتق بین نزدیکی رابطه�ي است. کپوتو کسري مشتق و
فرضیات برخی تحت را ریمان-لیوویل کسري مشتق می�توان که صورت این به دارد وجود کپوتو
جزئی، مشتقات با کسري دیفرانسیل درمعادلات .[22 ،24] کرد تبدیل کپوتو کسري مشتق به تابع
آن به این می�شوند. تعریف کپوتو مشتقات از استفاده با معمول طور به کسري زمانی مشتقات
کسري مشتق حدي مقادیر با اولیه شرایط به ریمان-لیوویل کسري مشتق تعریف در که است دلیل
شرایط که حالی در ندارد روشنی زیاد فیزیکی معانی که است نیاز زمان مبدأ در ریمان-لیوویل
صحیح مرتبه�ي از دیفرانسیل معادلات براي اولیه شرایط همانند کپوتو کسري مشتق مورد در اولیه

.[27 ،22 ،24] است
تبدیل لاپلاس، تبدیل روش�هاي از استفاده با تحلیلی جواب�هاي کاوش به مقالات از بسیاري
چند هر ،[20 پرداخته�اند[24، دیگر روش�هاي و متغیرها جداسازي روش ملین، تبدیل فوریه،
از بسیاري .[20 است[24، شده شناخته خاصی توابع براي تنها آنها دقیق تحلیلی جواب�هاي
،3 ،5 ،4 ،30] طیفی المان روش�هاي و متناهی المان روش�هاي متناهی، تفاضل روش�هاي محققان
اختصاص کسري دیفرانسیل معادلات عددي حل به را [8 ،31 ،15 ،14 ،7 ،16 ،17 ،29 ،12 ،28
تحلیل و تجزیه و محاسبه در آن سادگی به توجه با متناهی تفاضل روش میان این در که داده�اند

است. توجه مورد
قاعده آن در که کرد ارائه کسري مشتق و انتگرال زدن تقریب براي الگوریتمی [15] ادیبات
تابع مشتقات وزنی مجموع وسیله به کپوتو کسري مشتق و شد استفاده شده اصلاح ذوزنقه�اي
اساس بر را بالا مرتبه�ي عددي تقریب�هاي از برخی [13] همکاران و �چن �لی هاي شد. زده تقریب
را عددي الگوریتم چندین و دادند پیشنهاد مکعبی اسپلاین درون�یابی و هرمیتی مکعبی درون�یابی
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مقدمه .1 فصل

همچنین و کردند ایجاد دوم درجه درون�یابی وسیله�ي به کپوتو کسري مشتقات زدن تقریب براي
شد. ارائه معمولی دیفرانسیل معادلات زدن تقریب براي [2] یو ایکس و کائو توسط مشابهی تفکر
کسري مشتقات عددي مشتق�گیري عمده فرمول دو L1 فرمول و (GL)گرونوالد-لتنیکوف فرمول
می�تواند فقط (0 < α < 1)α مرتبه�ي از کسري مشتق براي معمول طور به GL فرمول که هستند
2−α مرتبه�ي از یافته بهبود دقت می�تواند L1 فرمول و [28 ،3 ،5 ،4 ،30 ،24] اول مرتبه�ي دقت
مقایسه و L1− 2 فرمول بررسی پایان�نامه این در کار اساس .[8 ،14 ،7 ،16 ،17 ،29 ،12] دهد را
.[9] است شده ارائه همکاران و گائو توسط تازگی به L1− 2 فرمول که می�باشد L1 فرمول با آن
بررسی به مختصر طور به ابتدا دوم فصل در که است صورت این به نامه پایان این عمده بخش�هاي
،L1− 2 جدید فرمول ساخت نحوه�ي و بررسی به مفصل طور به سپس و L1 فرمول ساخت و
سازي پیاده آخر در و می�پردازیم فرمول این به مربوط ضریب خواص و همگرایی مرتبه�ي شرح
حل در فرمول سازي پیاده سوم فصل در می�دهیم، ارائه کپوتو مشتق محاسبه�ي در را فرمول این
براي و می�کنیم بیان را بی�کران و کراندار مکانی دامنه�ي روي کسري جزیی دیفرانسیل معادلات
دیفرانسیل معادلات حل به ادامه در و می�دهیم انجام نیز L1 فرمول با را معادلات حل مقایسه

می�پردازیم. L1− 2 فرمول وسیله�ي به کسري معمولی

اولیه مفاهیم 2.1
زیر صورت به f تابع انتگرال از تقریبی آوردن بدست براي ذوزنقه�اي قاعده�ي .1.2.1 تعریف

∫است b

a

f(x) dx ≈
b− a

2
[f(a) + f(b)].

می�آید بدست زیر صورت به ذوزنقه�اي قاعده�ي خطاي .2.2.1 ∫قضیه b

a

f(x) dx− b− a

2
[f(a) + f(b)] = −(b− a)3

12
f ′′(η),

باشد. پیوسته f ′′ آن�که شرط به است، b و a بین η آن در که
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مقدمه .1 فصل

[a, b] بازه�ي بر و نامنفی ω تابع می�کنیم انتگرال�ها)فرض براي میانگین (مقدار .3.2.1 قضیه
داریم ξ ∈ [a, b] هر براي آنگاه باشد پیوسته [a, b] بازه�ي بر f تابع و ∫انتگرال�������������پذیر b

a

ω(x)f(x) ds = f(ξ)

∫ b

a

ω(x) dx.

و باشد پیوسته [a, b] بازه�ي بر h تابع می�کنیم فرض (مقدارمیانی) .4.2.1 قضیه

min
a6x6b

h(x) 6 ξ 6 max
a6x6b

h(x),

که، دارد وجود ηاي گاه آن

h(η) = ξ, a 6 η 6 b,

مینیمم و ماکسیمم بین مقدار هر کراندار، و بسته بازه�ي یک بر پیوسته تابع هر دیگر، عبارت به
می�کند. اختیار را خود

هستند معادل زیر خواص Rk در E مجموعه�ي (هاینه-برل)براي .5.2.1 قضیه

است؛ کراندار و بسته E -1

است. فشرده E -2

باشد X فشرده فضاي بر پیوسته تابع یک f مینیمم)فرضمی�کنیم و ماکزیمم (مقدار .6.2.1 قضیه
و

M = sup
x∈X

f(x), m = inf
x∈X

f(x),

به�طوري�که دارند وجود x1, x2 ∈ X مانند نقاطی این�صورت، در

M = f(x1), m = f(x2),

می�رسد. x2 در خود مینیمم به و x1 در خود ماکزیمم به f تابع یعنی
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مقدمه .1 فصل

[a, b] بازه�ي بر پیوسته مشتق�پذیر بار n+ 1 ،f تابع و n > 0 می�کنیم فرض (تیلر) .7.2.1 قضیه
این�صورت در .x, x0 ∈ [a, b] و باشد

f(x) =f(x0) +
(x− x0)

1!
f ′(x0) + · · ·+ (x− x0)

n

n!
f (n)(x0)

+
(x− x0)

n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ),

.x و x0 بین است مقداري ξ که

می�گیریم نظر در زیر صورت به را A قطري سه ماتریس

A =



a1 c1

b2 a2 c2 0

b3 a3 c3

. . . . . . . . .
0 cN−1

bN aN


باشد برقرار زیر شرایط از یکی اگر است معکوس�پذیر A قطري سه ماتریس .8.2.1 قضیه

باشد. اکید قطري غالب A -1

.|bN | < |aN |, ci ̸= 0 ،i هر ازاي به و باشد قطري غالب A -2

کرد. مراجعه [25 ،26] مراجع به می�توان بخش این قضایاي اثبات براي

کسري حسابان 3.1
توابع مهم خواص برخی ارئه و معرفی همچنین و کپوتو کسري مشتق معرفی به بخش این در
دارند، کسري حسابان در سزایی به نقش که هستند توابعی جمله از که مایناردي و لفلر میتگ گاما،

می�پردازیم.
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مقدمه .1 فصل

می�شود تعریف زیر صورت به Γ گاما تابع .1.3.1 تعریف

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1 dt, z ∈ c.

است. شده آورده بعد قضیه در گاما تابع خواص از برخی

می�کند صدق زیر روابط در گاما تابع .2.3.1 قضیه

است تعریف قابل نیز زیر صورت به گاما تابع -1

Γ(z) =

∫ 1

0

(ln(
1

t
))z−1 dt.

از است عبارت گاما تابع خاصیت ترین مهم -2

Γ(1 + z) = zΓ(z).

داریم n طبیعی عدد هر براي -3

Γ(n) = (n− 1)!.

است زیر صورت به گاما تابع حدي نمایش -4

Γ(z) = lim
n−→+∞

n!nz

z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)
.

است. صفر مخالف همواره گاما تابع -5

داریم z ناصحیح عدد براي -6

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz
.

است برقرار z ̸= 0,−1
2
,−1, · · · براي است معروف لژاندر رابطه به که زیر رابطه -7

Γ(z)Γ(z +
1

2
) =

√
π22z−1Γ(2z).
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مقدمه .1 فصل

می�کند صدق زیر مجانبی خاصیت در گاما تابع دلخواه b و a هر براي -8

zb−aΓ(z + a)

Γ(z + b)
= 1 +O(z−1).

شود. مراجعه [24] به اثبات براي اثبات.

می�شود تعریف زیر صورت به µ > 0 هر براي لفلر میتگ تابع .3.3.1 تعریف

Eµ(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(µn+ 1)
, ∀z ∈ c,

می�شود تعریف زیر صورت به µ, ν > 0 هر براي لفلر میتگ یافته�ي تعمیم تابع همچنین

Eµ,ν(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(µn+ ν)
, ∀z ∈ c. (1.1)

می�کنیم. بیان را لفلر میتگ تابع خواص از برخی زیر قضیه در

است زیر خواص داراي لفلر میتگ تابع .4.3.1 قضیه

می�کند صدق زیر رابطه در لفلر میتگ |z|،تابع < 1 براي -1∫ +∞

0

(e−ttν−1Eµ,ν(t
µz)) dt =

1

1− z
.

است زیر صورت به لفلر میتگ تابع لاپلاس تبدیل -2

L(Eµ(az
µ)) =

sµ−1

sµ − a
, s > |a|

1
µ .

همگراست. z ∈ c هر براي لفلر میتگ تابع -3

است زیر صورت به لفلر میتگ تابع µ خاص مقادیر برخی براي -4

E0(z) =
1

1− z
,
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مقدمه .1 فصل

E1(z) = ez,

E2(z
2) = cosh(z),

E2(−z2) = cos(z).

شود. مراجعه [24] به اثبات براي اثبات.

α هر براي کپوتو کسري مشتق .k > 0 براي f ∈ C1[0, tk] که می�کنیم فرض .5.3.1 تعریف
می�شود تعریف زیر صورت به است 0 < α < 1 که

C
0 D

α
t f(t)|t=tk =

1

Γ(1− α)

∫ tk

0

f ′(s)

(tk − s)α
ds =

1

Γ(1− α)

k∑
j=1

∫ tj

tj−1

f ′(s)

(tk − s)α
ds.

(2.1)

می�شود تعریف زیر صورت به مایناردي تابع .6.3.1 تعریف
Mβ(z) =

+∞∑
n=0

(−z)n

n!Γ[−βn+ (1− β)]
, 0 < β < 1, z ∈ c, (3.1)

است. M 1
2
(z) = 1√

π
exp(− z2

4
) صورت به آن از خاصی حالت که

لاگرانژ درون�یابی 4.1
متمایز نقطه n+1 ،x0, x1, . . . , xn می�کنیم لاگرانژ)فرض درون�یاب (چندجمله�اي .1.4.1 قضیه
از p مانند فردي به منحصر چندجمله�اي آنگاه باشد، نقاط این در معلوم مقادیر با تابعی f و

که خاصیت این با دارد وجود n حداکثر درجه�ي

f(xk) = p(xk), k = 0, 1, . . . , n.

می�آید بدست زیر رابطه�ي با چند�جمله�اي این

p(x) = f(x0)Ln,0(x) + · · ·+ f(xn)Ln,n(x),
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مقدمه .1 فصل

آن در که

Ln,k =
n∏

i=0
i ̸=k

(x− xi)

(xk − xi)
, k = 0, 1, . . . , n.

متمایزي نقاط x0, x1, . . . , xn درون�یابلاگرانژ)فرضمی�کنیم چندجمله�اي (خطاي .2.4.1 قضیه
ξ(x) مانند نقطه�اي ،[a, b] بازه�ي در x هر ازاي به آنگاه ، f ∈ Cn+1[a, b] و باشد [a, b] بازه�ي در

که خاصیت این با دارد وجود (a, b) بازه�ي در

f(x)− p(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn),

است. (1.4.1) قضیه در درونیاب جمله�اي چند p آن در که

و خطا دو، درجه و خطی درون�یاب توابع (2.4.1) و (1.4.1) قضایاي بنابر می�خواهیم اکنون
داریم. نیاز زیر صورت به تعاریفی به کار این براي که دهیم ارائه را آنها مشتقات

می�کنیم تعریف ، k > 0 براي

tk = k∆t, tk+ 1
2
=

(tk+1 + tk)

2
,

تفاضلی قسمت خارج عملگرهاي و

δtfk− 1
2
=

f(tk)− f(tk−1)

∆t
, δ2t fk =

1

∆t
(δtfk+ 1

2
− δtfk− 1

2
), k > 1,

می�باشد. زمانی گام طول ∆t به�طوري�که می�گیریم، نظر در را
خطی درون�یاب تابع ،1 6 j 6 k که [tj−1, tj] کوچک بازه�ي هر براي (1.4.1) قضیه�ي بنابر

می�گیریم درنظر زیر صورت به را f تابع از ∏
1,j

f

∏
1,j

f(t) = f(tj−1)
tj − t

∆t
+ f(tj)

t− tj−1

∆t
. (4.1)

این�صورت در می�گیریم. مشتق t به نسبت (4.1) خطی درون�یاب تابع از

(
∏
1,j

f(t))′ =
f(tj)− f(tj−1)

∆t
,

9



مقدمه .1 فصل

داریم δtfk− 1
2
= f(tk)−f(tk−1)

∆t
عملگر تعریف بنابر

(
∏
1,j

f(t))′ = δtfj− 1
2
. (5.1)

است زیر صورت به خطی درون�یاب تابع خطاي (2.4.1) قضیه�ي بنابر
f(t)−

∏
1,j

f(t) =
f ′′(ξj)

2
(t− tj−1)(t− tj), (6.1)

به�طوري�که

t ∈ [tj−1, tj], ξj ∈ (tj−1, tj), 1 6 j 6 k.

سه از استفاده با را f تابع از ∏
2,j

f دوم درجه درون�یاب تابع j > 2 براي (1.4.1) قضیه�ي بنابر
می�گیریم نظر در زیر صورت به (tj−2, f(tj−2)), (tj−1, f(tj−1)), (tj, f(tj)) ∏نقطه

2,j

f(t) = f(tj−2)
(t− tj−1)(t− tj)

2∆t2

+ f(tj−1)
(t− tj−2)(tj − t)

∆t2
+ f(tj)

(t− tj−1)(t− tj−2)

2∆t2

=
2∑

l=0

f(tj−l)
2∏

i=0
i ̸=l

t− tj−i

tj−l − tj−i

.

درون�یاب تابع ∏به
1,j

f(t) = f(tj−1)
tj−t

∆t
+f(tj)

t−tj−1

∆t
خطی درون�یاب تابع کردن زیاد و کم با
داریم فاکتورگیري و ∏

2,j

f دوم ∏درجه�ي
2,j

f(t) = f(tj−2)
(t− tj−1)(t− tj)

2∆t2

+ f(tj−1)
(t− tj−2)(tj − t)

∆t2
+ f(tj)

(t− tj−1)(t− tj−2)

2∆t2

−
(
f(tj−1)

tj − t

∆t
+ f(tj)

t− tj
∆t

)
+

(
f(tj−1)

tj − t

∆t
+ f(tj)

t− tj
∆t

)
= f(tj−2)

(t− tj−1)(t− tj)

2∆t2
+
∏
1,j

f(t)

+ f(tj−1)
(tj − t)

∆t2
(t− (tj−2 +∆t)︸ ︷︷ ︸

=tj−1

)

+ f(tj)
(t− tj−1)

2∆t2
(t− (tj−2 + 2∆t)︸ ︷︷ ︸

=tj

).
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مقدمه .1 فصل

داریم δtfk− 1
2
عملگر تعریف بنابر و مجدد فاکتورگیري با

∏
2,j

f(t) =
∏
1,j

f(t) +
(t− tj−1)(t− tj)

2∆t

f(tj)− f(tj−1)

∆t︸ ︷︷ ︸
=δtfj− 1

2

− f(tj−1)− f(tj−2)

∆t︸ ︷︷ ︸
=δtfj− 3

2

 .

این�صورت در δ2t fj−1 =
δtfj− 1

2
−δtfj− 3

2

∆t
داریم δ2t fk عملگر تعریف بنابر طرفی ∏از

2,j

f(t) =
∏
1,j

f(t) +
1

2
(δ2t fj−1)(t− tj−1)(t− tj). (7.1)

داریم t به نسبت (7.1) رابطه از مشتق�گیري با

(
∏
2,j

f(t))′ = δtfj− 1
2

t− tj− 3
2

∆t
+ δtfj− 3

2

tj− 1
2
− t

∆t
.

می�کنیم کم آن از و اضافه (∏
2,j

f)′ یا ∏
2,j

f دوم درجه درون�یاب تابع مشتق به را δtfj− 1
2
عملگر

نتیجه در می�دهیم انجام را فاکتورگیري عملیات و

(
∏
2,j

f(t))′ = δtfj− 1
2

t− tj− 3
2

∆t
+ δtfj− 3

2

tj− 1
2
− t

∆t
+ δtfj− 1

2
− δtfj− 1

2

= δtfj− 1
2
+ δtfj− 1

2

t− (tj− 3
2
+∆t)

∆t
+ δtfj− 3

2

tj− 1
2
− t

∆t

= δtfj− 1
2
+ δtfj− 1

2

t− tj− 1
2

∆t
− δtfj− 3

2

t− tj− 1
2

∆t

= δtfj− 1
2
+

δtfj− 1
2
− δtfj− 3

2

∆t
(t− tj− 1

2
),

داریم ،δ2t fk عملگر تعریف بنابر

(
∏
2,j

f(t))′ = δtfj− 1
2
+ (δ2t fj−1)(t− tj− 1

2
), t ∈ [tj−1, tj]. (8.1)

است زیر صورت به دوم درجه�ي درون�یابی خطاي (2.4.1) قضیه�ي طبق
f(t)−

∏
2,j

f(t) =
f ′′′(ϑj)

6
(t− tj−2)(t− tj−1)(t− tj), t ∈ [tj−2, tj], (9.1)

به�طوري�که

ϑj ∈ (tj−2, tj), 2 6 j 6 k.

کرد. مراجعه [26] مرجع به می�توان بخش این قضایاي اثبات براي
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2 فصل

کپوتو مشتق براي تقریب�هایی

تفاوت هستند، کپوتو مشتق از تقریبی آوردن بدست براي فرمول�هایی L1 و L1− 2 فرمول�هاي
استفاده ∏

1,j

f خطی درون�یاب تابع از L1 فرمول ساخت براي که است این در فرمول دو این
خطی درون�یاب تابع از کوچکی بازه�ي در تنها L1 − 2 فرمول ساخت براي حالی�که در می�شود
این ساخت جزئیات که می�شود استفاده ∏

2,j

f دوم درجه درون�یاب تابع از بازه�ها سایر در و ∏
1,j

f

تابع از استفاده دلیل به که دید خواهیم و می�شود داده شرح کامل طور به فصل این در فرمول
L1 فرمول از بهتر فرمول این همگرایی مرتبه�ي L1− 2 فرمول ساخت در دوم درجه�ي درون�یاب
نتایج L1 − 2 فرمول وسیله�ي به زیر-انتشار دیفرانسیل معادلات حل در نتیجه در و شد خواهد
فصل در مختلف مثال چند طی امر این که آمد خواهد بدست L1 فرمول به نسبت دقیق�تري بسیار

می�کنیم. بررسی را L1 فرمول ابتدا L1− 2 فرمول ساخت براي شد. خواهد داده نشان بعد
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کپوتو مشتق براي تقریب�هایی .2 فصل

L1 فرمول 1.2
درون�یاب تابع وسیله به j > 1 براي [tj−1, tj] بازه�ي هر روي را کپوتو مشتق تعریف در f تابع
تقریبی این�صورت در می�کنیم، جایگذاري را (5.1) رابطه آن از پس و می�زنیم ∏تقریب

1,j

f خطی
می�آید بدست زیر صورت به کپوتو مشتق براي

C
0 D

α
t f(t)|t=tk =

1

Γ(1− α)

k∑
j=1

∫ tj

tj−1

f ′(s)

(tk − s)α
ds

≈ 1

Γ(1− α)

k∑
j=1

∫ tj

tj−1

(
∏
1,j

f(s))′

(tk − s)α
ds

=
1

Γ(1− α)

k∑
j=1

∫ tj

tj−1

δtfj− 1
2

(tk − s)α
ds

=
1

Γ(1− α)

k∑
j=1

δtfj− 1
2

∫ tj

tj−1

(tk − s)−α ds.

می�دهیم قرار و می�نامیم L1 را کپوتو مشتق تقریب براي آمده بدست فرمول

Dα
t f(t)|t=tk =

1

Γ(1− α)

k∑
j=1

δtfj− 1
2

∫ tj

tj−1

(tk − s)−α ds. (1.2)

L1 فرمول از دیگري فرم ساخت
قرار منظور این براي می�آوریم، بدست تغییرمتغیر روش با را L1 فرمول در موجود انتگرال حاصل

این�صورت در u = (tk − s)−α می�دهیم

Dα
t f(t)|t=tk =

1

Γ(1− α)

k∑
j=1

δtfj− 1
2

∫ tj

tj−1

(tk − s)−α ds

=
1

Γ(1− α)

k∑
j=1

δtfj− 1
2

(
1

1− α

[
(tk − tj−1)

1−α − (tk − tj)
1−α
])

,
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کپوتو مشتق براي تقریب�هایی .2 فصل

انجام را tj = j∆t و ،tj−1 = (j − 1)∆t جایگذاري�هاي ،k > 0 براي tk = k∆t تعریف بنابر
داریم (2.3.1 قضیه دوم (قسمت گاما تابع خواص اعمال با سپس و می�دهیم

Dα
t f(t)|t=tk =

∆t1−α

Γ(2− α)

k∑
j=1

δtfj− 1
2

(
(k − j + 1)1−α − (k − j)1−α

)
,

می�کنیم تعریف زیر صورت به را {a(α)j } اکنون

a
(α)
j = (j + 1)1−α − j1−α, 0 6 j 6 k − 1,

داریم این�صورت در

a
(α)
k−j = (k − j + 1)1−α − (k − j)1−α,

نتیجه در

Dα
t f(t)|t=tk =

∆t1−α

Γ(2− α)

k∑
j=1

a
(α)
k−jδtfj− 1

2
, (2.2)

داریم δtfk− 1
2
عملگر تعریف طبق طرفی از

Dα
t f(t)|t=tk =

∆t1−α

Γ(2− α)

k∑
j=1

a
(α)
k−jδtfj− 1

2

=
∆t1−α

Γ(2− α)

k∑
j=1

a
(α)
k−j(

f(tj)− f(tj−1)

∆t
)

=
∆t−α

Γ(2− α)

k∑
j=1

a
(α)
k−j(f(tj)− f(tj−1)), (3.2)
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کپوتو مشتق براي تقریب�هایی .2 فصل

داریم فاکتورگیري عملیات انجام و (3.2) در موجود سیگماي دادن بسط با
k∑

j=1

a
(α)
k−j(f(tj)− f(tj−1)) = −a

(α)
k−1f(t0)

+ (a
(α)
k−1 − a

(α)
k−2)f(t1) + (a

(α)
k−2 − a

(α)
k−3)f(t2)

+ · · ·+ (a
(α)
1 − a

(α)
0 )f(tk−1) + a

(α)
0︸︷︷︸
=1

f(tk)

= f(tk) +
k−1∑
j=1

(a
(α)
k−j − a

(α)
k−j−1)f(tj)− a

(α)
k−1f(t0)

= f(tk)−
k−1∑
j=1

(a
(α)
k−j−1 − a

(α)
k−j)f(tj)− a

(α)
k−1f(t0).

داریم نتیجه در

Dα
t f(t)|t=tk =

∆t1−α

Γ(2− α)

k∑
j=1

a
(α)
k−jδtfj− 1

2

=
∆t−α

Γ(2− α)

k∑
j=1

a
(α)
k−j(f(tj)− f(tj−1))

=
∆t−α

Γ(2− α)

[
f(tk)−

k−1∑
j=1

(a
(α)
k−j−1 − a

(α)
k−j)f(tj)− a

(α)
k−1f(t0)

]
,

است زیر صورت به L1 فرمول از دیگري فرم این�صورت در

Dα
t f(t)|t=tk =

∆t−α

Γ(2− α)

[
f(tk)−

k−1∑
j=1

(a
(α)
k−j−1 − a

(α)
k−j)f(tj)− a

(α)
k−1f(t0)

]
. (4.2)

است. O(∆t2−α) ،L1 فرمول عددي دقت می�دهد نشان زیر لم

می�کنیم تعریف زیر صورت به را R(f(tk)) .f ∈ C2[0, tk] می�کنیم فرض .1.1.2 لم

R(f(tk)) :=
1

Γ(1− α)

∫ tk

0

f ′(s)

(tk − s)α
ds− Dα

t f(t)|t=tk ,

این�صورت در

|R(f(tk))| 6
1

Γ(1− α)

[
1− α

12
+

22−α

2− α
− (1 + 2α)

]
max
06t6tk

|f ′′(t)|∆t2−α.
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