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��� �� �/ '���	�<_/  .��M
�� �-  ���" [�O �P� �/ �&)�� �� � �� �� 2 ��&/ ��
I j��:) 'B�W �� �&) 

�J ����� ��&)	���/ �"�/ 	]8[.  

  

  

  

 O@J8\8: wB� (��	��� j��:) ,C (��	����� j��:) ,� (��:)��
I j  

  

8\]\8����R L�1��   

 ����-��� �� ����	! �� �� ���� �� ��&)c$) �	�� '�c" 2� �/  ��- F:  

45 ���� ����-�M��� 2� �P$� �/ �f  

85 ����/!�2	(� ����- h
 

M��� 2� �P$� �/ ����� ����- ���_) �   ����- '() &}� LJ� ��� ��&)��D �� 	�� '�D �/ �_) �M  	
- � .

�� �j��� ��&
� �/ ���� ��&)W 	 �?%� E�� � 2�!���% !_) ��   �&(� LJ� �!_) �/   6��D LJ� ��_)   c� � 	�� � .

��_) E  c� � � ���/ ��� �P$� ��7!�� �/ Q 2� �P$� �I���! �� �&���/ ��	$� 2 !2� �P$� �# �� �- �I���!� �� � 

����- ��/ 	�� ���(/����   �	�� �&�. 
K F� c� �/ E � �� L6" �2� �P$�I���!c� � B2� � c� 2 �  �P$� �� 	:/ �

���(/��c�  &��� �� ������- �� q� '�2�$� �T ��R� �� �&�];[. ���� ��/ 2 ���� LJ� ���� �/!c� �#  &��� �� �

�� ��&) ���$�� 	�	��/ ���$���� � .� �/ �2@��� ��	$� E 2�!� �� q� ����-  2�!���(/ � �� ��&)�&:O 	! �B2?� �� 

                                                 
1
 -Bifurcation Buckling 

2
 -Limit Load Buckling 

3
 -Postbuckling path 

)�(  )C(  )wB�(  
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	��/.LJ� 458  �� ������c� �/  &��� ���&:O �!B2?� 2 � ���$�� ��� ���� �� ���$���� ��	�� .  

  
O@J8\]:2� �P$� �/ ����- �I���!wB� ('�2�$��� q� ����-�&:O � ���$�� !�� 2 ���	 .C( '�2�$� q� 

 ������-B2?� � ���$�� ����� 2 ���	 .�(�� q� '�2�$����$�� �� ����-];[  

  

 ����- ����/ �/��	$� �/ ���� ��2	(� /�" ��/ F��?-��2� �P$� �J�# �2	/ 	�� �� L�() L� �I��! ���&�� �� 

	�� �� LJ� �  _) ��/ .�� �� �}:/  2 !2�- !�� m&� �� �V���/ !�� �H&" �� �&D&� ����- �� �� ���&� S�&

 S&� E���� 	��/) LJ�45;(.  

)wB�( 

)C( 

)�( 
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� �� ����-� _�� ���� �/ ��&) ���!� �� �M c$) ? 	
/ F!�&�� .  ���� ���%� �/ �D&) �/!���� � �� ��&)���� ���	! 

��b� ���� 2� �/ �� { 2 V ��b� � c$) V ��- F .{ ����- ��b��  �I# L+% �� �# �/ F-�W ���%� 2 �� k�2 V

���/ ��&��'�� ��%�� ���" .����-�� �&^) ���� �/ !_)   ��%� ��- �/ ��J� � �� ��&) ����- �/ ��/!_)   � 

LJ� ��!	
/ ���� |�?/ 2 VK&- ! �&��.  

���� �/ !���% !�}�� ������J
��  LI�� �� ����- � �	�� '�c" �� �/ '�� ��%�� 9�&O �(RO ���I �

 O@J8\9 : �2	(� ����-];[ 
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c$) � F� �&�:  

45 �:A&� �����١ :k�2 lH�$) L(� �� �� '�� E�� �/ x�% ����� S&� E�� �� :/ �lH�$)�� LO�W .I �� 	

�"�/ ���7/�D �2	/ ? � ����� �� ��  	��� .�� '�� �� �� �&I L�� ����� �� 	:/ lP$� �
:� 	��. 

85 �����<- �٢) '�� ��Y � ����� 2 ���I ����� L��� �&I �� :( �� '�� E�� �/ x�% ����� E�� ��

��� �<�� �  _) � � &}� lP$� � �6��D '��W 1<O FcD �� 	
��� lP$� �P� L� 2 	�� ?��� j&W ? � 2 ���

�� ���2� �&I 	
�. 

;5 �<�� �  _) �����T :�� l"�2 ��  �# �� �� 'c��� �<� 2 �:A&� ����� �� �6 ��) �� ����� S&� E�� ��&)

 FcD �� 	
��� 2 	�� �� '�� �� �� �&I L�� ����� �� 	:/ lP$� F� 2 	
�c� �6��D '��W !���� d�}�� F�

��� L�� �  _) 1<O  	��]>[.  

 

8\]\]  :�%������R (  

W��H�:� 2� ���� �/ b&�:� �� ����  �,� 2 '�2�$� ���� 9�&O � � ��).���&) �/��B���� ��/ L/�$� �� ���� � 

 �/ 2 ���� '�2�$����&)����/ ���� !_) E����   LJ� � ��!�7� ��,� �����  ��R� �� �&�.( ��� � ���� V�� ��&) 	

��� 	W �/ �J�# �� L6"��<c)   F�_) �  � �	��/ ��7� ��J� ��B���� ��/ ������ 2 ���- ����- ����� ��	 .�� ��&) ���� 

 ���� ���&� V!2�- !��:� �/ '��,A �/ E�/ q
D �� � �/��/ ���b� j2	� 2 	+��� �/ V c ��MPa8p=E 

���(/ �
)� �/��/ MPa4pB�W �� '��� 	��&I ���� '�2�$� �- ��E�/ MPa84'�� .��/�
/ �� �� E�:� j��� E  ��

:� �� L6" ����- ��� '�2�$��� ���� ' .B�W ��'<- ���/ !�� ���� ��-� !:� �V6� 2 �{b  ���� �����	! 2 

 ���� ����-�J�:� ��  ����!��� �/ 2 1B�{  W��H �� '��cW �/ � C�# �	];[.  

2 V ��b� ����- �c� LW !��/ ���� 2 ���� ��&
� �/ �M���2� �P$� �/ �	 �� �� L6" �� ���� �PI0 L

 Y ��	 ����- �) )b� ����- �&Y��	���c� �
) �/ ����� �� 2 V ��( '��. j&��% E�� �/ �2@�  �/ ����(/ ��/ 2 ��

E �# 2 �W��H 1�- �� 'B�W E�� �� �	�# '�� ���� ��R��� ��'�� �	� � .0��� m2� �� j��� !��/�	� � ! �7�� E

W��H m2� �&H E �� 2 �J���# �b&%� ������ '�2�$� ���� �/ �&�-�% j���� �/  Cb )������� �M
B 9��  _) !��/( 

 V ��b� LW ���� �/��� ) �6��D ��Y � ����-���2# '�� �/ �� � ) ��I ����(/ �
) ��	$� � 	��.  

<{� ��W��H 1�- 1�����&�� �j2�	D �� 2 �j&��% ��� !�$) �6���/ !�6��(�  !�  2�!���(/ �����  ��! w<�,� 

������/ '()!��� 2 ���� .! S&
�� �I� �� '�� ��%�� ���" ��W��H ��. � �# �� ���R��� �/ �) �� ��?���	! ���� 

                                                 
1
 - Local Buckling 

2
 - Overal Buckling 

3
 - Distortional Buckling 
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W��H ��&��	��2# '�� �/ ��  .B � EJ )�6��(� '"� �/ ���/  ��� 2 ����/ ���	����� LW �&D2 Q	� ! ���� �# ! 

�  ���I� ���M��2 ��?���� ��� 	
-�)  �<^c� !�� ��&� "� 9�&O �/ �� � �) t!��� LW �	
 .� �/�&D2 E�� '�� �/ 

"� LW ���2# �&^) 2 t� �<^c� V!��/ ����- !��� �� . Y }:/ �� �) �	�{ ���&�  � ��� �/ EJ�� �� 2 	�� 

�� ���M��2�� .���� E�� �� m2�!�	� !6��
� '"� 2 '��� �� �-  ���" ���R��� ��&� 	��/ ����&I�/ �

�� 	
��];.[  

��/ !/  �# '���� �P/�� ���2���	!n��� �	�� m2� 2� �� ���� !� Q2� �&��" 2   ���R��� E)&�� �&� . m2� ��

����/!
�6� �- �� Q2� �&��" �/  ��/ '�� E)&!9b��:� ���2# '�� �/  ���R��� j��:) 9b��:� �� ����- �� �&� 

B�W ���n��� m2� �� �- !��� S&�7� �� ���R��� �/ n!�2�� ���� 2 n!c����  ��� ��	$� �/ �- ���� Ln! [2�:� L- 

� ����- 9b��:� '���� �?! �� �&�];[.  

� 9b��:� LW� �� Q�	- �� �� �	� ��7m2� !�� LW �/ �7
� k&% ���$� �<^c� V�2 �� �# �� �- 	� 	��&I ��

��$��2 ��� �� 2� �������/ 2 �&/ 	��&I �
) �!2 ������	� !��/ ����- ! �� ���$� �� V� ���/ �� 	��/
K F� 2   E

��JK&-�2 ��	$� E� ��!���(/ ����- ��/ �	�# '�� �/ ��&/ 	��&I ���� .  

	:/ '�c" ��!j��:) 9b��:� �� ���R��� �/ ��  2�!���(/ � ��&�� V���B� ��&
� �/ � �	:/ V!���/ ��&� � 

 ���"�� �� ���/ �<^c� C�&D 2 !��� �&���&� 9b�W !	� 	��&I �0���  . �- k�2 ����- 9b��:� Q2� L+% ��

���B��	:/2� !� j��:) m2� 2� �� �/ '��  n��� m2� 2 ��2�!	� 	��&I ���,��� .  

 

8\]\9 : �1	� ����R 'G��
#,/
� �$ R (G�A �� �  

���,� �/ EM�� �&���I � EI j&H 2 L / �- J) 2� E ��� �� '�� �	� ���� ��� � ��%�� �� �&�. �P/�� ! 

�D �/�D ������B&��/ x�% �/ �D&) �/ �� 9�&O �/ � ��� 	��/. 

)454(  
xd

wd
EIM

2

2

−=  

�# �� �-x+�,� � !B&H �%�����" 9�+�,� ��M��� �/ '6c� 2� �/ ��!�� � �! 2 '�� �&�� w_) ��	$�   �

A�� ��J��2 M��I �M
B �'�� .�&^)!)  B&��/ ��/  � ���  ��I �� q� ��I �&(� �/ �&�� 9�(RO �- 	
-

) �&(� �/ �&�� 2 �(RO ��
K F� &}� "�/ ��� ��� �
) �� 2 	��� !A�� �� � �	� ��7�� ��&)�&�� ��� [�O  . �/

�W��� j��:) 9b��:� �� ���R��� �/ 2 �� ��&)��� ���� .  

)458(  Q
xd

dM
=  
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)45;(  
xd

wd
P

xd

dQ
2

2

=  

��_) �� q� 9b��:� E  ��
I j��:) 'B�W �� 2 �&�� LJ� �'�� �	� ���&� 2  �# �� Q � 2�!��/ � �&��  �/

) �&(� '�� � .�D �/�?M�
� 9b��:� )454 ( 2)458 ( �B��:� ��!�B��:� Q&�  !2� �&�� ����- � 	��&I '�� �/ �<

	�#.  

)45>(  
EI

PL

xd

wd

dx

wd
2

2

2

4

4

,0 ==+ αα  

B&H 9�+�,� �-�A�� 2 �9�&O �/ �B��:� �� ��%� ��- �/ 
L

x
x =2 

L

w
w =���� F�'�� �	�  .� LW� E

� 9�&O �/ EM�� �B��:���&/ 	��&I �:  

'/�� ���K )>2;2824i=(Ci  �2 �/ ��� ��� 2� �<!<- ������ 2� �� !�&�� �,)   ��� E�� �&� .����� E� .

���!<- 'B�W �� �� 9�&O �/ � ���&� ��� �&�:  

)45U(  0
3

3

42

2

321 =+++
dx

wd
s

dx

wd
s

dx

dw
sws  

)45](  0ˆˆˆˆ
3

3

42

2

321 =+++
dx

wd
s

dx

wd
s

dx

dw
sws  

is2iŝ��������� !�&/�� �/ ��� ��� 2� !����� �� �� �&D&� ! ���B� �	:/ V! �/ ���# ��	$� 2 '�� �&�� 

�/ �D&)��� S&� ��� !�� ��  ��%�� ��� �&� .�D �/�?M�
� �B��:� !) 45\ (��� 9b��:������� .!) 45U(  2)45

] (��/!��$� ��x=0 2   x=1� EM�� �B��:� ��M��� � LO�W ��� �&�.  
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	�� b�/ ��M��� ��� q 2 �RO� V)�) �/  �	
�� ���� 1!��$� ��s��$� �� x=02 x=1��/ j��� ��&
� �/ '�� ! 

��� ���!�  �	�/� �� ����! �&�� x=0 ��&I '��� F:   

0ˆˆˆ,1ˆ 0

4

0

3

0

1

0

4

0

3

0

2

0

2

0

1 ======== ssssssss  

  

�6��(� �/ !��)�  �)�� ��
� q>×> �B��:� )4 5a  (���(/ ����- �B��:� �/��&��  ��&I 	 �� F .<- LW� �0��� 

� �� �	����/ '�c" E!��� ��� �� !j&��%�/ �� �# ��&�/ �-  ��!) 45U ( 2)4 5] ( � k	O ��� ����� 	
- .

�B��:� !) 4 5a( ���$� �B��:� V�2 ���'�� �����/ m2� �� ���R��� �/ �- !) 
�6��� Q2� �&��" �/  E)& () x�% 2  �

B&��/���/ ! ���B� �	:/ V!	�# '�� �/  .j2	D �� 454 ���(/ ����- �B��:� LW���/ !�� �&�� !� � �/ j� �	

������� .!�@-  � �- '�� �	� ���� ���� V���� E���� .!� ��� �/ �'�� �:  

  

 j2	D ��4 54 �� LO�W ���2 ����/ 2 '�� ����(/ ����- ! �B��:� C�&D E���JK&- ����(/ !2� � ��	$� �

����- 	� E B2� �#	�� �� ���� ��  .	� ���� ���� ����- ! �B��:� V� LW �<- 	�2� j��� E�� LW �/. 

 

8\9'^),���   

�B2� ����&^B �/ V ��b� ����- �	�	� !2� �/ �:B�P� E B2�  ���� '6c� �	7 � ��" ���� �&� . �� ���R��� �/ 2�

 ��2# '�� �/ �� !�&(� ��/ '() �&�� ����- 9b��:� �9��  _) !�&^)	���� ��K �/ �� �&I z���� 2 . [�H ��

 V ��J� L0�c� �:B�P� !��/ �&/ E)& � Q2� �&��" �/ �
�6� !����/ m2� �� �) �<- �- �� !n��� m2� �����b �M��

 2 �� ���� !��	��� L <() !��/ �- 	���� L- L c���� !n��� F� � �� ����� 2 !�� 
/ � }" �/ �7
� �- ��- �0���

# !	
/ j&��%�&/ 1��
� � .&��J��� � ��I�
� ����- �M���2� !�&^) ���H ��&
� �/�� �&� . ��" �I�2� �� [&���� B

��- ��P� �� [&���� B !n��� l/�&) �	7� .%- E�����  !��/ �B	� 2 �&�� ����/ �� �� �&�� V ��b� � { ����-

�&�� �0��� ��� ) V ��@� LJ� �  _) 2 q����c � ! �I�K .^) ���&- �M���2� �P$� �� q�  ����- �PI � { !�&

�� � !�������  0,0 ==
dx

dw
w  

�<+R� !�����  0,0
2

2

==
dx

wd
w  

���# !�����  00
3

3

2

2

=+=
dx

dw

dx

wd

dx

wd
α 

�	� '��	� ���� �  00
3

3

=+=
dx

dw

dx
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dx

dw
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