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چندانی نقش رأس�ها و بودند توجه مورد یال�ها بیشتر تصادفی، گراف�های مدل�های از بسیاری در

یال�ها حضور سکه�ای پرتاب با و داریم رأس n ما اردوش-رینی، تصادفی گراف نظریه�ی در نداشتند.

بین روابط که وقتی مدلی چنین است. دیگر یال�های از مستقل یال هر حضور می�کنیم. مشخص را

را تصادفی گراف�های از مدلی نامه، پایان این در می�شود. واقع مفید است، دیگری از مستقل اشیاء

هستند. توجه مورد رأس�ها آن در که می�دهیم قرار بررسی مورد

یک مستقلا رأس هر به آن در که هستند تصادفی گراف�های از مدلی تصادفی اشتراک گراف�های

مجموعه�های زیر اگر هستند مجاور رأس دو و می�شود داده تخصیص اشیاء از مجموعه�ای از مجموعه� زیر

را رأس یک درجه�ی توزیع می�خواهیم ما نامه، پایان این در نباشند. مجزا آن�ها به شده داده تخصیص

آوریم. دست به تصادفی اشتراک گراف�های برای
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مقدمـه

دو از پیداست نامشان از که طور همان هستند، گراف�ها از خاص نوع یک که دوبخشی گراف�های
نداشته وجود W و V بخش�های درون در یالی هیچ که طوری به می�شوند ساخته W و V مانند بخش
بین گراف�ها این در یال�ها تمام و نکند متصل هم به را بخش یک از رأس دو یالی هیچ یعنی باشد
یا خطوط با رأس�ها یا نقاط از مجموعه�ای تصادفی گراف یک می�شوند. Wرسم و V بخش دو اعضای
تصافی اشتراک گراف�های می�کند. وصل هم به تصادفی طور به را رأس�ها از زوج هر که است یال�هایی
اشتراک اساس بر که هستند تصادفی گراف�های می�آیند، وجود به تصادفی دوبخشی گراف�های از که

می�شوند. تولید W و V بخش دو اعضای همسایه�های
تصادفی اشتراک گراف�های است. شده معرفی [٢٠] و [١٣] در تصادفی اشتراک گراف مدل اولین
توسط مستقل یال�های با تصادفی گراف�های و می�باشند وابسته یال�های با تصادفی گراف�های از مدلی
گراف مدل�های تصادفی اشتراک گراف�های از خاص مدل دو است. شده معرفی رینی٢ و اردوش١
فعال مدل و می�آید دست به تصادفی دوبخشی گراف از که می�باشد منفعل و فعال تصادفی اشتراک
دو این ۴ یاوورسکی و ٣ گودهارت می�شوند. Wساخته اعضای توسط منفعل مدل و V اعضای توسط
اشتراک گراف طور همین و پرداخته�اند آن�ها خواص بررسی به [٨] و [٧] در و کرده�اند معرفی را مدل
[٨] در یافته تعمیم مدل�های سرانجام و است شده مطرح نیز [١٧] در ۵ ریبارژیک توسط تصادفی
،V اعضای از که می�باشد وزن�دار مدل تصادفی اشتراک گراف�های از دیگر مدل و است شده معرفی

Erdös١

Renyi٢

Godehardt٣

Jaworski۴

Rybarczyk۵

۴



۵ مقدمه

است. شده معرفی [۴] در ٧ دیجفن و ۶ بریتون توسط و می�آید وجود به وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف
که منفعل و فعال وزن�دار، تصادفی اشتراک گراف مدل�های در را رأس درجه توزیع نامه پایان این در ما
[١٣] دوجمله�ای مدل�های روی را [٢١] نتایج از بعضی و می�کنیم بررسی را است شده معرفی [٨] در

می�دهیم. تعمیم [٢٠] و
نوعی رأس یک درجه�ی [١٠] مقاله�ای تحت ٩ استارک همراه به ٨ کارونسکی و یاوورسکی سرانجام
گراف در درجه توزیع نیز ١٠ شانگ و دادند قرار بررسی مورد تصادفی اشتراک گراف مدل�های در را
نامه پایان این اصلی هدف که داد قرار بررسی مورد [١٩] مقاله�ای تحت را وزن�دار تصادفی اشتراک
آن�ها از آینده فصل�های در که را اولیه�ای مفاهیم و تعاریف اول، فصل در منظور همین به که است
منفعل و فعال وزن�دار، تصادفی اشتراک گراف�های دوم، فصل در و می�کنیم بیان کرد خواهیم استفاده
مدل�های در درجه توزیع سوم، فصل در سرانجام تا می�کنیم بیان را آن�ها خواص و �می�کنیم معرفی را

دهیم. قرار بررسی مورد تصادفی اشتراک گراف�های

Britton۶

Deijfen٧

Karonski٨

Stark٩

Shang١٠



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

۶



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تصادفی گراف�های و گراف به مربوط اولیه�ی مفاهیم و تعاریف بر مروری نامه، پایان نخست فصل
تعاریف تمام که کنیم توجه نکته این به باید البته کرد. خواهیم استفاده آن�ها از آتی فصل�های در که است
خواهیم سعی الامکان حتی ما اما کرد، خلاصه فصل یک در نمی�توان را گراف به مربوط ویژگی�های و
مختصر طور به شده، استفاده آن�ها از نامه، پایان این آتی فصل�های در که ویژگی�هایی و تعاریف کرد

دهیم. شرح

آن ویژگی�های و گراف ١.١

به توجه با که هستیم این دنبال به اغلب می�دهیم، قرار استفاده مورد را جاده�ها نقشه�ی که هنگامی
از متمایز مجموعه�ی دو با این�جا در برویم. دیگر شهر به شهری از چگونه نقشه، در موجود جاده�های
بگیریم، نظر در جاده�ها مجموعه را E و شهر�ها مجموعه را V اگر جاده�ها. و شهر�ها داریم: کار سرو اشیاء
از استفاده با فقط بتوانیم هرگاه ،aRb که کنیم تعریف چنین V مجموعه روی را R رابطه�ی می�توانیم
طرفه دو جاده�های می�برند b به a از را ما که E جاده�های همه�ی اگر کنیم. سفر b به a از ،E جاده�های

بنویسیم. می�توانیم نیز را bRa صورت این در باشند،

شرط در که است مجموعه�هایی از G = (V,E) مانند مرتبی زوج G گراف هر .١.١.١ تعریف
فرض همواره و هستند V از عضوی دو زیرمجموعه�های E اعضای بنابراین می�کند، صدق E ⊆ [V ]۲

خطوط یا یال�ها E اعضای و G گراف روی نقاط یا رأس�ها V اعضای است. V ∩E = ∅ که می�کنیم
هستند. آن

مجموعه� از رأس دو هر ازای به که است گرافی عبارتی به یا و است یال بدون گرافی تهی، گراف
باشد. نداشته وجود رأس دو این بین یالی هیچ ،V

می�دهد نشان را E یال�های مجموعه با و V رئوس مجموعه روی گراف یک زیر شکل .٢.١.١ مثال
که طوری به

V = {۱, ...,۷}

E = {{۱,۲}, {۱,۵}, {۲,۵}, {۳,۴}, {۵,۷}}



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

V رئوس مجموعه روی G گراف :١.١ شکل

یک تشکیل y و x اگر می�شوند نامیده همسایه یا مجاور G گراف از y و x رأس دو .٣.١.١ تعریف
باشند. مشترک انتهای یک دارای اگر هستند مجاور e ̸= f یال دو و بدهد، را G گراف در یال

dG(v) = d(v) با که v مانند رأس یک درجه�ی باشد. غیرتهی گراف Gیک کنید فرض .۴.١.١ تعریف
یک است، v همسایه�های تعداد عبارتی به یا است v بر واقع |E(v)| یال�های تعداد می�شود، داده نشان

می�شود. نامیده منفرد صفر، درجه�ی با رأس

داریم: ١.١ شکل در مثال، عنوان به
deg(۱) = ۲ , deg(۲) = ۲ , deg(۳) = ۱ , deg(۴) = ۱

deg(۵) = ۳ , deg(۶) = ۰ , deg(۷) = ۱

است. G در x− y مسیر کوتاهترین طول ،G در y و x رأس دو dG(x, y) فاصله�ی .۵.١.١ تعریف
.d(x, y) := ∞ گوییم باشد، نداشته وجود مسیری چنین اگر

وصل هم به G در مسیر یک با آن رأس دو هر اگر می�شود نامیده همبند G ناتهی گراف .۶.١.١ تعریف
گوییم. ناهمبند نباشد، همبند که را گرافی �باشند. شده

۱,۲,۳,۴,۵,۷ رأس�های بین این�که وجود با زیرا است، ناهمبند ١.١ شکل بالا، تعریف به توجه با
بنابراین ندارد. وجود مسیری G گراف رأس�های دیگر با ۶ رأس بین ولی دارد وجود مسیری دو به دو

است. ناهمبند G گراف که می�گیریم نتیجه



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

E ′ ⊆ E و V ′ ⊆ V اگر بگیرید. نظر در را G′ = (V ′, E ′) و G = (V,E)گراف دو .٧.١.١ تعریف
می�شود. داده نشان G′ ⊆ G صورت به و می�شود نامیده G زیرگراف یک G′ آن�گاه باشد،

می�دهد. نشان را آن گراف�های زیر و G گراف زیر شکل .٨.١.١ مثال

G′′ و G′ گراف�های زیر با G گراف :٢.١ شکل

باشند، مجاور �دو به دو G رأس�های همه�ی اگر باشد. �تهی غیر گراف یک G کنید فرض .٩.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان Kn با را رأس n با کامل گراف یک می�شود. نامیده کامل G آن�گاه

K۷ یعنی رأس هفت با کامل گراف :٣.١ شکل

گرافی زیر شود، می داده نشان G با که G گراف مکمل باشد. رأس n با گراف یک G کنیم فرض
است. شده تشکیل نیستند G در که یال�هایی همه�ی از و G گراف رأس n هر از که است kn از



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

رأس n با تهی گراف یک G ) ندارد. یال که است رأس n از متشکل گرافی G باشد، G = kn اگر
است.)

و X زیرمجموعه�ی دو به بتوان را رأس�ها مجموعه�ی که است گرافی دوبخشی گراف .١٠.١.١ تعریف
(X, Y ) افراز چنین باشد. Y در انتها یک و X در انتها یک دارای یال هر که کرد افراز طوری به Y

می�نامند. گراف کردن دوبخشی را
Y رأس هر به X رأس هر آن در که است (X,Y ) افراز با ساده دوبخشی یک کامل، دوبخشی گراف

می�دهند. نشان Km,n وسیله�ی به را گرافی چنین ،|X| = m و |Y | = n اگر است. متصل

و فیلم�ها نشانگر ۴ تا ١ اعداد آن در که است دوبخشی گراف یک از نمایشی زیر شکل .١١.١.١ مثال
بخش دو این یال�هایی با که می�شوند ظاهر فیلم�ها آن در که هستند بازیگرانی نشانگر K تا A حروف

می�شوند. وصل هم به

دوبخشی گراف یک از نمایشی :۴.١ شکل

تصادفی گراف�های ٢.١

می�پردازیم. تصادفی گراف�های از خاص حالت چند و ١ تصادفی گراف معرفی به بخش، این در
p برابر آن، متمایز رأس دو بین یال یک انتخاب احتمال که است رأس n دارای G گراف کنید فرض

می�گیرد. صورت همدیگر از مستقل یال�ها انتخاب و است

Random graphs١



١١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را G(n, p) تصادفی گراف .١.٢.١ تعریف
G(n, p) : Ω −→ Gn

که
Ω :=

∏
e∈[V ]۲

Ωe, Ωe := {۰e,۱e}

رأس. n با گراف�های تمام مجموعه : Gn

اختصاص رأس n با گراف یک نمونه، فضای عضو هر به که است تابعی تصادفی، گراف دیگر عبارت به
روش�های از استفاده با تصادفی، گراف�های به مربوط مسائل و قضایا بیشتر که است ذکر به لازم می�دهد.

نمایند). مراجعه [١٢] و [١] منابع به زمینه این در می�توانند مندان (علاقه می�شوند حل احتمالی

٢ تصادفی دوبخشی گراف ١.٢.١

تعریف�های در می�دهند. رخ تصادفی صورت به یال�ها آن در که V,W بخش دو با را G دوبخشی گراف�
است. شده بیان تصادفی دوبخشی گراف�های زیر

مجموعه از (V,W بخش( دو با تصادفی� گرافی B (n,m, p) تصادفی دوبخشی گراف .٢.٢.١ تعریف
و V مجموعه دو بین یال هر وقوع احتمال آن در که می�باشد |V | = n, |W | = m و V ∪W رئوس

داریم: wj ∈ W و vi ∈ V هر ازاء به که می�باشد. pij با برابر و مستقل W
P
{
(vi, wj) یال شدن ظاهر

}
= pij , i = ۱, . . . , n , j = ۱, . . . ,m

مجموعه از (V,W ) بخش دو با BG n,m

(
n,P(m)

)
تصادفی دوبخشی گراف یک .٣.٢.١ تعریف

و V ∪W رئوس
V ∪W = {v۱, v۲, . . . , vn} ∪ {w۱, w۲, . . . , wm} , |V | = n , |W | = m

شود: می ساخته زیر صورت به

V رئوس سایر از مستقل طور به ،W مجموعه از را هایش همسایه و درجه ، v ∈ V رأس هر .١
کند. می انتخاب

Random bipartite graphs٢



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

که: طوری به کند می انتخاب P(m) احتمال توزیع مطابق را اش درجه ، v رأس .٢
P(m) = (P۰, P۱, . . . , Pm) , P {|Γ(v)| = k} = Pk , k = ۰,۱, . . . ,m

است. ٣ v رأس های همسایه مجموعه برابر ، Γ(v) آن در که

همسایه مجموعه با برابر S مجموعه زیر این�که احتمال ، |S| = k که طوری به S ⊆ W هر برای .٣
با: است برابر باشد، v رأس های

P {S = Γ(v)} =
Pk(
m
k

) (١.١)

عضوی k مجموعه�های زیر تمام از یکنواخت طور به را همسایه�هایش مجموعه ،k درجه با vرأس
داریم: بنابراین می�کند، انتخاب W از

P (Γ(v) = S | |Γ(v)| = k) =
۱(
m
k

)
P (Γ(v) = S) = P (Γ(v) = S , |Γ(v)| = k)

= P (Γ(v) = S | |Γ(v)| = k) · P (|Γ(v)| = k)

=
۱(
m
k

) · Pk =
Pk(
m
k

)
می�دهیم. نشان pk با را احتمال این و

وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف ٢.٢.١

است B (n,m, p) تصادفی دوبخشی گراف همان B (n,m, F,H) وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف
رأس از مستقل رأس هر وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف در باشیم داده تصادفی وزن یک رأس هر به که
رسم pij احتمال با مستقلا j ∈ W ،i ∈ V بین یال�ها می�شود. انتخاب V,W مجموعه دو بین دیگر

می�شود.

می�دهیم Ai وزن یک ،i ∈ V رأس هر به ،B (n,m, p) تصادفی دوبخشی گراف در .۴.٢.١ تعریف
شرط با F و می�باشند F مشترک توزیع با توزیع هم و مستقل مثبت، تصادفی متغیرهای {Ai}ni=۱ و

دادیم. می نشان NG(.) با را رأس یک های همسایه مجموعه ساده، های گراف ٣در



١٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

وزن یک j ∈ W رأس هر به مشابه، صورت به می�شود. فرض ۱ میانگین با میانگین، بودن متناهی
متناهی شرط با H و می�باشند H توزیع با F از مستقل تصادفی متغیرهای {Bi}mi=۱ و می�دهیم Bi

سایر از مستقل j ∈ W و i ∈ V بین یال یک وجود می�شود. فرض ۱ میانگین با میانگین، بودن
با و می�نامیم، وزن�دار تصافی دوبخشی گراف را گراف�ها از مدل این می�باشد. pij احتمال با رئوس،

می�دهیم. نشان B (n,m, F,H) نماد
باشند، یکسانی وزن�های داری هم W از راس هر و باشند یکسانی وزن�های داری V از رأس هر اگر
به هم B (n,m, F,H) وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف و می�شود تبدیل ۴ انتقال تابع به F,H تابع
یکسانی وزن�های Wداری از رأس هر اگر و می�شود تبدیل B (n,m, p) تصادفی دوبخشی گراف همان
یک و می�شود تبدیل انتقال تابع به H تابع نباشند، یکسان و بالا تعریف مانند V در وزن�ها و باشند
به زمینه این در می�توانند مندان می�آید(علاقه وجود به B (n,m, F ) وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف

نمایند). مراجعه [۵] منبع

۵ تصادفی اشتراک گراف�های ٣.٢.١

B (n,m, F,H) وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف BGو n,m

(
n,P(m)

)
تصادفی دوبخشی گراف مدل، دو از

بخش این در ما می�شوند. نامیده تصادفی اشتراک گراف که کنیم تعریف تصادفی گراف�های می�توان
کرد. خواهیم استفاده تعاریف این از آتی فصل در که می�کنیم بیان را آن از نمونه چند

BG n,m

(
n,P(m)

)
گراف از V = {v۱, v۲, . . . , vn} رئوس مجموعه با گراف یک .۵.٢.١ تعریف

مشترک همسایه s حداقل vj و vi اگر تنها و اگر می�باشد یال یک (vi, vj) آن در که می�باشد
اشتراک گراف را گراف این است، s ≥ ۱ آن در که Γ(vi) ∩ Γ(vj) ≥ s یعنی باشند. داشته
نشان I G a

n

(
P(m)

)
نماد با اختصار به یا و I G active

n

(
n,P(m)

)
نماد با و گوییم ۶ فعال تصادفی

آورد). خواهیم دست به را نتایج و می�کنیم فرض s = ۱ نامه پایان این در (ما می�دهیم

BG n,m

(
n,P(m)

)
گراف Wاز = {w۱, w۲, . . . , wm}رئوس مجموعه با یکگراف تعریف٢.١.۶.

مشترک همسایه s حداقل wj و wi اگر تنها و اگر می�باشد یال یک (wi, wj) آن در که می�باشد
اشتراک گراف را گراف این است، s ≥ ۱ آن در که Γ(wi) ∩ Γ(wj) ≥ s یعنی باشند. داشته

Heaviside function۴

Random intersection graphs۵

Random active intersection graph۶



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

I G p
m

(
P(m)

)
نماد با اختصار به یا و I G passive

m

(
n,P(m)

)
نماد با و گوییم ٧ منفعل تصادفی

آورد). خواهیم دست به را نتایج و می�کنیم فرض s = ۱ نامه پایان این در (ما می�دهیم نشان

که است آمده BG ۹,۱۷

(
۹,P(m)

)
تصادفی دوبخشی گراف برای مثالی زیر شکل در .٧.٢.١ مثال

حاصل I G p
۱۷

(
P(m)

)
منفعل تصادفی اشتراک و I G a

۹

(
P(m)

)
فعال تصادفی اشتراک گراف�های
است. داده نشان را گراف این از

تصادفی اشتراک گراف�های ،BG ۹,۱۷

(
۹,P(m)

)
تصادفی دوبخشی گراف از نمایشی :۵.١ شکل

I G p
۱۷

(
P(m)

)
منفعل تصادفی اشتراک و I G a

۹

(
P(m)

)
فعال

V = {v۱, v۲, . . . , vn}رئوس مجموعه با یکگراف ،G (n,m, p) تصادفی اشتراک گراف تعریف٨.٢.١.
vi اگر تنها و اگر می�باشد یال یک (vi, vj) آن در که می�باشد B (n,m, p) تصادفی دوبخشی گراف از
(ما است s ≥ ۱ آن در که Γ(vi) ∩ Γ(vj) ≥ s یعنی باشند. داشته مشترک همسایه s حداقل vj و

آورد). خواهیم دست به را نتایج و می�کنیم فرض s = ۱ نامه پایان این در

B (n,m, F,H) گراف از V = {v۱, v۲, . . . , vn} رئوس مجموعه با گراف یک .٩.٢.١ تعریف
داشته مشترک همسایه s حداقل vj و vi اگر تنها و اگر می�باشد یال یک (vi, vj) آن در که می�باشد
وزن�دار تصادفی اشتراک گراف را گراف این است، s ≥ ۱ آن در که Γ(vi)∩Γ(vj) ≥ s یعنی باشند.

Random passive intersection graph٧



١۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

را نتایج و می�کنیم فرض s = ۱ نامه پایان این در (ما می�دهیم نشان G (n,m, F,H) نماد با و گوییم
دارای هم W از راس هر و باشند یکسانی وزن�های دارای V از رأس هر اگر آورد). خواهیم دست به
وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف و می�شود تبدیل انتقال تابع به F,H تابع باشند، یکسانی وزن�های
اشتراک گراف که می�شود تبدیل B (n,m, p) تصادفی دوبخشی گراف همان به هم B (n,m, F,H)

می�باشد. G (n,m, p) تصادفی اشتراک گراف همان نیز G (n,m, F,H) وزن�دار تصادفی
نباشند، یکسان و ۴.٢.١ تعریف مانند V در وزن�ها و باشند یکسانی وزن�های Wداری از رأس هر اگر
وجود به B (n,m, F ) وزن�دار تصادفی دوبخشی گراف یک و می�شود تبدیل انتقال تابع به H تابع
می�دهیم(علاقه نشان G (n,m, F ) نماد با را گراف نوع این از حاصل تصادفی اشتراک گراف� که می�آید

نمایند). مراجعه [۵] منبع به زمینه این در می�توانند مندان

دیگر تعاریف ٣.١

تصادفی(احتمالی) ترتیب در ، Y تصادفی متغیر گوئیم باشند، تصادفی متغیر دو Y و X اگر تعریف١.٣.١.
باشیم: داشته اگر تنها و اگر است X تصادفی متغیر از کوچکتر

P {Y > u} ≤ P {X > u} , ∀u ∈ (−∞,∞)

Y ≤ X نوشت: خواهیم صورت این در باشد، برقرار Y و X تصادفی متغیر دو برای شرطی چنین اگر
.

باشیم: داشته که طوری به باشند گسسته تصادفی متغیر دو Y و X اگر خاص، حالت یک در
P {X = k} = Pk , P {Y = k} = Qk , k = ۰,۱, . . . ,m

می�شود: ساده زیر صورت به بالا شرط

P {Y > u} ≤ P {X > u}

P {Y ≤ u} ≥ P {X ≤ u}
u∑

k=۰

Qk ≥
u∑

k=۰

Pk , u = ۰,۱,۲, . . . ,m

همگرا ضعیفاً یا توزیع در همگرا گوییم را تصادفی متغیرهای از {X۱, X۲, ...} دنباله�ی .٢.٣.١ تعریف
اگر است X تصادفی متغیر به

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)


