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گفتار پيش

آن بر محققان سعی و يافته زيادی اهميت رشته�ای بين موضوعات رياضی شاخه�های ميان در اخير دهه�ی چند در

يکی جبری گراف�های گرايش دهند. پيوند رياضيات کاربردی�تر شاخه�های با را رياضی مجرد مطالب که است

گراف امروزه کنند. ايجاد گراف نظريه�ی و جبر بين پلی دارد سعی که است رشته�ای بين گرايش�های نوع اين از

حتی و پايه علوم و کاربردی رياضيات از گوناگونی زمينه�های در تحقيق برای مناسب بسيار ابزارهای از يکی

بسياری کاربردهای دارای گراف نظريه�ی از منتج نتايج است. شده اجتماعی علوم نظير انسانی علوم از برخی در

به يا و گراف يک خواص مطالعه�ی برای جبری ابزارهای از استفاده می�باشد. تجربی و محاسباتی زمينه�های در

نظريه�ی اهداف مهمترين از يکی جبری ساختار يک خواص بررسی برای گراف يک خواص از استفاده عکس،

است. جبری گراف�های

مقسوم گراف است، شده نوشته بسياری مقالات آن روی بر اخير دهه�ی چند در که جبری گراف�های از يکی

برای که گراف اين شد. معرفی [۱۵] در ۱۹۸۸ سال در ۲ بک توسط بار اولين برای گراف اين است. صفر۱ عليه

دو و می�باشد R حلقه�ی اعضای آن رئوس مجموعه که است ساده گراف يک شده، تعريف جابه�جايی حلقه�های

اندرسون توسط بعدها گراف اين تعريف .x.y = ۰ هرگاه می�شوند وصل هم به گراف اين در y و x متمايز رأس

تعريف صفر عليه مقسوم گراف �رئوس مجموعه�ی ،[۱۱] در دو اين و گرفت، قرار بازبينی مورد ۴ ليوينگستون و ۳

مطالعات جديد گراف روی بر دادند. تغيير Z(R)\{۰} مجموعه�ی به را جابه�جايی حلقه�ی برای بک توسط شده

۱zero-divisor graph ۲Beck ۳Anderson ۴Livigston
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۴ مطالب فهرست

در کرد. اشاره [۳۴] و [۱۲] و [۱۰] ،[۷] ،[۶] به توان می جمله آن از که شد انجام محققان سوی از فراوانی

دهند. بسط جبری ساختارهای ديگر به را گراف اين تعريف بودند علاقه�مند که بودند ديگری محققان حين همين

جبری ساختار روی به را صفر عليه مقسوم گراف مفهوم ،[۱۹] در ۲۰۰۵ سال در ۲ دمير ليزا و ۱ دمير فرانک

ساختار برای را صفر عليه مقسوم گراف مفهوم ۴ جاکل و ۳ هالاس ،۲۰۰۹ سال در همچنين بردند. نيم�گروه�ها

توسط شده تعريف گراف در کردند. تعريف بودند، ۰ عنصر کوچکترين دارای که جزيی مرتب مجموعه�های جبری

تشکيل را گراف رئوس P جزيی مرتب مجموعه�ی عناصر مجموعه��ی می�دهيم، نشان G(P ) نماد با را آن که آنها

۰ رأس گراف اين در که آنجا از .{x, y}ℓ = {۰} هرگاه می�شوند وصل هم به y و x متمايز رأس دو و می�دهند

G(P ) گراف زيرا نمی�آيد نظر به G(P ) گراف ساختار در توجهی جالب رأس لذا است، وصل رئوس تمامی به

که کنيم معرفی را G∗(P ) گراف رساله، اين دوم فصل در خاطر همين به می�کند. تبديل ستاره گراف تظريف به را

حاصل G(P ) گراف رئوس مجموعه�ی از ۰ رأس حذف از که است G(P ) گراف از القايی زيرگرافی واقع در

قرار بررسی و مطالعه مورد را گراف کمر و قطر همبندی، نظير G∗(P ) گراف خواص فصل، اين در می�شود.

گراف که می�کنيم بررسی کامل طور به آن، از استفاده با و می�کنيم تعيين را گراف کلی ساختار همچنين می�دهيم.

می�شود. مسطح صورتی چه در G∗(P )

برای که است کيلی۵ گراف دارد جبری گراف�های نظريه�ی در طولانی سابقه�ای که جبری گراف�های ديگر از

اين تعريف از هدف شد. تعريف گروه جبری ساختار برای [۱۷] در و ۱۸۷۸ سال در ۶ کيلی آرتور توسط بار اولين

در زيادی مقالات سال�ها طی در بود. آن مولد مجموعه�های از استفاده با گروه يک جبری خواص بررسی گراف

،[۳۲] ،[۳۰] ،[۲۸] ،[۱۸] به می�توان جمله آن از که شده نوشته گراف اين بسيار کاربردهای و گراف اين با رابطه

جابه�جايی حلقه�های جبری ساختار برای S = U(R) فرض با [۸] در گراف اين کرد. اشاره [۳۶] و [۳۳]

هم نيم�گروه�ها جبری ساختار برای گراف اين همچنين گرفت. نام R حلقه�ی يکانی۷ کيلی گراف و شد تعريف

نيم�گروه�ها روی کيلی های گراف با مرتبط مقالات جمله از گرفت. قرار بررسی و مطالعه مورد و شده تعريف

۱Frank DeMeyer ۲Lisa DeMeyer ۳Halaš ۴Jukl ۵Cayley graph ۶Arthur Cayley ۷unitary

Cayley graph



۵ مطالب فهرست

مرتب مجموعه�های برای را کيلی گراف مفهوم رساله اين دوم فصل در کرد. اشاره [۳۱] و [۲۹] به می�توان

باشد. P از ناتهی زيرمجموعه�ی يک S و جزيی مرتب مجموعه�ی يک P کنيد فرض می�کنيم. تعريف جزيی

و است P رئوس مجموعه�ی با جهت�دار گرافی S مجموعه�ی به نسبت P جزيی مرتب مجموعه�ی کيلی گراف

به�طوری�که باشد داشته وجود s ∈ S مانند عضويی هرگاه دارد وجود (x, y) کمان y و x متمايز رأس دو بين

به نسبت S مجموعه�ی بودن بسته به وابسته گروه�ها کيلی گراف شدن غيرجهت�دار که آنجا از .y ∈ {x, s}ℓ

بنابراين آمد. نخواهد پديد جهته�ای دو يال هرگز جزيی مرتب مجموعه�های کيلی گراف در می�باشد، معکوس عضو

تعريف P رئوس مجموعه�ی روی بر گرافی صورت به را جزيی مرتب مجموعه�های کيلی غير�جهت�دار کيلی گراف

به�طوری�که باشد داشته وجود s ∈ S مانند عضويی هرگاه مجاورند y و x متمايز رأس دو آن در که می�کنيم

رساله، اين سوم فصل در داد. خواهيم نشان Cay(P, S) نماد با را گراف اين .x ∈ {y, s}ℓ يا y ∈ {x, s}ℓ

بودن درخت گراف، کمر گراف، قطر همبندی، مانند خواصی و می�دهيم قرار مطالعه مورد را Cay(P, S) گراف

P جزيی مرتب مجموعه�ی کيلی گراف مطالعه�ی به فصل، اين چهارم بخش در هچنين می�کنيم. بررسی را گراف

عدد و خوشه�ای عدد رنگی، عدد مانند خواصی و می�پردازيم S مجموعه�ی برای خاص حالات گرفتن نظر در با

می�کنيم. بررسی را آن استقلال

گراف و تام۱ گراف به می�توان جابه�جايی حلقه�های ساختار برای شده تعريف جبری گراف�های ديگر از

باشد جابه�جايی حلقه�ی يک R کنيد فرض شدند. معرفی [۱۳] و [۵] در ترتيب به گراف�ها اين کرد. اشاره يکه۲

تام گراف باشند. R حلقه�ی عليه�های مقسوم و يکه�ها مجموعه�ی ترتيب به Z(R) و U(R) مجموعه�های و

گراف اين در y و x متمايز رأس دو و ،R حلقه�ی عناصر آن رئوس مجموعه که است ساده گرافی ،R حلقه�ی

دو که ،R مجموعه روی بر است ساده گرافی يکه، گراف همچنين .x + y ∈ Z(R) اگر فقط و اگر مجاورند

R جابه�جايی حلقه�ی به گرافی [۱۴] در .x + y ∈ U(R) اگر فقط و اگر مجاورند گراف اين در y و x رأس

باشد. R ضربی بسته�ی زيرمجموعه�ی S کنيد فرض بود. يکه و تام گراف دو از تعميمی واقع در که شد داده نسبت

روی بر ساده است گرافی است، شده داده نمايش ΓS(R) نماد با که ،[۱۴] در شده تعريف گراف صورت اين در
۱total graph ۲unit graph



۶ مطالب فهرست

اين چهارم فصل در .x+ y ∈ S اگر فقط و اگر مجاورند y و x متمايز رأس دو آن در که ،R رئوس مجموعه�

معرفی گراف لاتيس، يک برای اشباع ضربی بسته�ی مجموعه�های و ضربی بسته�ی مجموعه�های تعريف با رساله،

مورد را گراف اين خواص رساله، از فصل اين در و می�بريم. لاتيس جبری ساختار روی به را [۱۴] در شده

و بحث مورد را شده تعريف گراف بودن مسطح چهارم فصل بخش آخرين در و می�دهيم. قرار بررسی و مطالعه

است. شده گردآوری [۳] و [۲] ،[۱] از رساله اين مطالب داد. خواهيم قرار بررسی



١ فصل

نيازها پيش

کلی شاخه�ی دو به رساله اين کنيم. بيان را رساله به مرتبط نياز مورد مقدمات که است اين بر سعی فصل، اين در

شود. پرداخته موضوع به اجمال به بخش هر در شده سعی است. مرتبط ترتيب نظريه�ی و گراف نظريه�ی رياضی،

گراف نظريه�ی مقدمات ۱.۱

آمد خواهند کار به بعدی فصول در که گراف نظريه�ی با مرتبط قضايای و تعاريف که است اين هدف بخش اين در

[۱۶] از فصل اين مطالب يافت. گراف نظريه�ی کلی نام با کتاب هر در می�توان را بخش اين مطالب کنيم. بيان را

است. شده گردآوری [۲۳] و

یک V (G) آن در که می�شود تعریف (V (G), E(G)) زوج صورت به G جهت�دار۱ گراف .۱.۱.۱ تعريف

مرتب زوج�های شامل خانواده�ای E(G) مجموعه�ی و است رئوس۲ مجموعه�ی به موسوم ناتهی مجموعه�ی

۱digraph ۲verterx set

۷
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مجموعه�ی از عضو هر شود. می شناخته G گراف کمان�های مجموعه�ی نام به که است، V (G) عناصر از

یک را می�باشد v آن دوم عنصر و u آن اول عنصر که کمانی و می�نامیم G گراف از رأس۱ یک را V

می�نامیم. v به u رأس از کمان۲

که است شده آورده خاطر اين به بالا تعريف اما داريم. کار و سر غيرجهت�دار گراف�های با رساله اين در

نيز رأس) دو بين يال چند (وجود چندگانه گراف�های هستند. جهت�دار گراف�هايی کلی حالت در کيلی گراف�های

هستند. طوقه۳ بدون و ساده گراف�های تماماً رساله اين در بحث مورد گراف�های نيست. رساله اين بحث مورد

است. شده آورده زير در ساده گراف تعريف

اختصار به یا ساده گراف یک صورت این در باشد. ناتهی مجموعه�ی یک V کنید فرض .۲.۱.۱ تعريف

V مجموعه�ی عضو هر .E ⊆ V ۲ آن در که مجموعه�هاست از (V,E) مرتب زوج G مانند گراف۴ یک

می�گوییم. G گراف یال۵ یک را E مجموعه�ی عضو هر و G گراف از رأس یک را

گرافGهمسايه در v و uرأس دو می�گوييم ندارد. اهميتی يال در جهت ساده گراف تعريف در که کنيد دقت

باشد. G گراف از يال يک {u, v} مجموعه�ی هرگاه می�دهيم، نمايش u− v نماد با را آن و هستند مجاور۶ يا

می�گوييم متناهی را G گراف می�دهيم. نشان |G| نماد با را آن و می�گوييم گراف۷ مرتبه را G گراف رئوس تعداد

.|G| < ∞ هر�گاه

گراف رأس دو هر اگر همچنين باشد. E = ∅ هرگاه می�گوييم کلی۹ ناهمبند يا و تهی۸ گراف را G گراف

Knنشان نماد با را رأس n روی بر کامل گراف است. کامل۱۰ G گراف می�گوييم آنگاه باشند، همسايه هم با G

می�دهيم.

و V ′ ⊆ V هرگاه گوییم می G = (V,E) گراف زیرگراف۱۱ را G′ = (V ′, E ′) گراف .۳.۱.۱ تعريف

.E ′ ⊆ E

۱vertex ۲arc ۳loop ۴graph ۵edge ۶adjacent ۷order of a graph ۸null graph ۹totally

disconnected ۱۰complete ۱۱subgraph
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صورت اين در باشد. G = (V (G), E(G)) گراف از زيرگرافی H = (V (H), E(H)) کنيد فرض

E(H) به متعلق V (H) در مشمول G گراف يال هر گاه هر است، G گراف از القايی۱ زيرگراف H می�گوييم

از خوشه۳ يک .V (H) = V (G) هرگاه گوييم می G گراف از فراگير۲ زيرگراف يک را H گراف زير باشد.

در افزود. آن به ديگری رأس نتوان هرگاه می�گوييم بيشين را خوشه يک است. آن از کاملی زيرگراف G گراف

می�کنيم: تعريف زير صورت به را می�دهيم نشان ω(G) نماد با را آن که G گراف خوشه�ای۴ عدد صورت اين

.ω(G) := max{|W |; است G گراف از بيشين خوشه�ی يک W}

يک آن روی بر القايی زيرگراف که است G گراف رئوس از زيرمجموعه�ای G گراف از مستقل۵ مجموعه�ی يک

آن به ديگری رأس نتوان هرگاه می�گوييم بيشين را مستقل زيرمجموعه�ی يک می�باشد. G گراف از تهی زيرگراف

می�کنيم: تعريف زير صورت به را می�دهيم، نمايش α(G) نماد با را آن که G گراف استقلال۶ عدد افزود.

.α(G) := max{|A|; است G گراف از بيشين مستقل زيرمجموعه�ی يک A}

Ē = و V̄ = V هرگاه می�گوییم G = (V,E) گراف مکمل۷ را Ḡ = (V̄ , Ē) گراف .۴.۱.۱ تعريف

.V ۲ \ E

برقرار آنها رأس�های بین یک به یک تناظر یک هرگاه می�گوییم یکریخت۸ را گراف دو .۵.۱.۱ تعريف

گراف در اگر فقط و اگر می�شوند وصل هم به یالی وسیله به گراف یک در رأس دو که طوری به باشد

باشند. وصل هم به یالی با متناظر رأس دو دیگر،

با است برابر می�دهيم نشان deg(v) نماد با که را v رأس درجه۹ باشد. G گراف از رأسی v کنيد فرض

Nv(G) نماد با را G گراف در v رأس همسايه�های مجموعه�ی همچنين .G گراف در v رأس همسايه�های تعداد

درجه�ی که را G گراف می�گوييم. G گراف تنها رأس يا منفرد۱۰ رأس را صفر درجه از رأس می�دهيم. نشان

می�گوييم. k-منظم گراف يک را است k برابر آن رئوس تمام

۱induced subgraph ۲spaning subgraph ۳clique ۴clique number ۵independent set
۶independence number ۷complement ۸isomorphic ۹degree ۱۰isolated
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V = {v۰, v۱, . . . , vk} آن در که است P = (V,E) مانند ناتهی گرافی مسیر۱ یک .۶.۱.۱ تعريف

معمولا هستند. متمایز رئوس تمامی که طوری به ،E = {{v۰, v۱}, {v۱, v۲}, . . . , {vk−۱, vk}} و

رساله این در نویسیم. می v۰v۱ . . . vn−۱vn مانند رئوسش از طبیعی ای دنباله صورت به را مسیر یک

را مسیر یک یال�های تعداد می�دهیم. نشان v۰ − v۱ − . . . − vn−۱ − vn نماد با را P مانند مسیری

دو این ی فاصله را G گراف در u و v متمایر رأس دو بین مسیر کوتاهترین طول می�گوییم. آن طول

فاصله�ی باشد، نداشته وجود مسیری چنین اگر می�دهیم. نمایش d(u, v) نماد با را آن و می�گوییم رأس

می�دهیم، نشان diam(G) نماد با را آن که ،G گراف قطر۲ می�کنیم. تعریف بی�نهایت را رأس دو این

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را

diam(G) = sup{d(u, v); هستند G گراف در متمایز رأس دو u و v}.

می�کنیم. تعریف بی�نهایت را G گراف قطر آنگاه نباشد، موجود فوق مجموعه�ی سوپریمم اگر

در مسيرها، همانند می�باشد. يکی آن انتهای و ابتدا رئوس که است رأس سه حداقل با مسيری دور۳ يک

يک v۱ − v۲ − . . .− vk − v۱ مثلاً، می�دهيم. نمايش آن طبيعی دنباله�ی صورت به هم را دور يک رساله اين

gr(G) نماد با را آن و می�گوييم G گراف کمر۴ را G گراف در دور کوتاهترين طول می�باشد. k طول به دور

می�کنيم. تعريف بی�نهايت را G کمر آنگاه باشد، دور بدون G گراف اگر می�دهيم. نشان

اين غير در باشد. داشته وجود مسيری آن متمايز رأس دو هر بين هرگاه می�گوييم همبند۵ را G ناتهی گراف

را همبندی لحاظ از G زيرگراف بزرگترين آنگاه باشد، ناهمبند G گراف اگر می�گوييم. ناهمبند۶ را آن صورت

جنگل هر می�گوييم. جنگل۸ يک را نيست دوری هيچ شامل که گرافی می�گوييم. G گراف همبندی۷ مولفه�ی

می�گوييم. درخت۹ يک را همبند

uرأس دو هر ازای به و V (H) = V (G) هرگاه می�گوييم H ساده و همبند گراف تظريف۱۰ را G گراف

۱path ۲diameter ۳cycle ۴girth ۵connect ۶disconnected ۷connected component ۸forest
۹tree ۱۰refinement
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باشند. مجاور نيز G گراف در رأس دو اين که کند ايجاب H گراف در رأس دو اين مجاورت ،G گراف از v و

رنگی تعداد کمترین با است برابر می�دهیم، نمایش χ(G) نماد با که را Gگراف رنگی۱ عدد .۷.۱.۱ تعريف

نباشند. رنگ هم مجاور رأس دو هیچ که طوری به داد نسبت G گراف رئوس به می�توان که

طوری به است G گراف رئوس مجموعه�ی از مجموعه�ای زیر G گراف غالب۲ مجموعه�ی .۸.۱.۱ تعريف

یک باشد. همسایه مجموعه این در رأسی به باشد نشده واقع مجموعه این در که G گراف از رأس هر که

مجموعه�ی همچنان طوری�که به کرد حذف آن از رأسی نتوان هرگاه می�گوییم کمین را غالب مجموعه�ی

زیر صورت به را می�دهیم، نشان λ(G) نماد با که را G گراف غلبه�ای۳ عدد باشد. G گراف غالب

می�کنیم: تعریف

.λ(G) := min{|S|; است G گراف از کمین غالب مجموعه�ی یک S}

مستقل مجموعه�ی k به را آن رئوس مجموعه بتوان هرگاه می�گوییم k-بخشی۴ را G گراف .۹.۱.۱ تعريف

ندارند، قرار خودش به مربوط بخش در که رئوسی تمامی به k-بخشی گراف از رأس هر هرگاه کرد. افراز

می�گوییم. کامل۵ k-بخشی را گراف آن باشد مجاور

شکل به ازهمی جدا اجتماع آن رئوس مجموعه و باشد کامل بخشی -k متناهی گراف يک G کنيد فرض

نماد با را G گراف صورت اين در .|Vi| = ri باشيم داشته ۱ ≤ i ≤ k هر ازای به و باشد V = ∪k
i=۱Vi

می�گوييم. ستاره۶ گراف يک را K۱,n گراف می�دهيم. نشان Kr۱,r۲,...,rk

دو هيچ که کرد رسم طوری بعدی سه فضای در توان می را گراف هر که است شده اثبات گراف نظريه�ی در

نشاندن امکان بررسی برای لازم مقدمات بخش اين در باشند. نداشته تقاطعی انتهايشان و ابتدا در جز به آن يال

است. شده آورده صفحه روی بر گراف يک

۱chromatic number ۲dominating set ۳dominating number ۴k-partite ۵complete k-partite
۶star graph
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آن یال دو هیچ که باشد شده رسم چنان صفحه در که است گرافی شده مسطح گراف .۱۰.۱.۱ تعريف

گراف یک با که است گرافی مسطح۱ گراف نکنند. قطع گذرند می آنها از که رئوسی در جز به را یکدیگر

باشد. یکریخت شده مسطح

گراف به G گراف از دو درجه�ی رئوس حذف با بتوان هرگاه است G′ گراف زيرتقسيم۲ G گراف می�گوييم

برای کافی و لازم شرط و است کوراتوفسکی۳ قضيه�ی به موسوم که زير مهم نتيجه�ی در مفهوم اين رسيد. G′

می�آيد. کار به می�کند، ارائه را گراف يک بودن مسطح

K۳,۳ یا K۵ گراف�های از زیرتقسیمی هیچ شامل اگر فقط اگرو است مسطح گراف یک .۱۱.۱.۱ قضيه

نباشد.

کنيد. رجوع [۲۳] از ۴.۴.۶ قضيه به برهان.

ترتيب نظريه�ی مقدمات ۲.۱

به مربوط مطالب می�کنيم. بيان را جزيی مرتب مجموعه�های و ترتيب نظريه�ی به مربوط مقدمات بخش اين در

است. شده گردآوری [۳۵] و [۲۴] از بخش اين

دوتایی رابطه�ی با همراه P مانند ناتهی است مجموعه�ای جزیی۴ مرتب مجموعه�ی یک .۱.۲.۱ تعريف

می�کند: صدق زیر شرایط در که ⩽

انعکاسی) (خاصیت x ⩽ x ، x ∈ P هر ازای به (١)

پادمتقارن) (خاصیت .x = y کند ایجاب y ⩽ x و x ⩽ y ،x, y ∈ P هر ازای به (٢)

۱planar graph ۲subdivision ۳Kuratowski’s Theorem ۴partially ordered set
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تعدی) (خاصیت .x ⩽ z کند ایجاب y ⩽ z و x ⩽ y ،x, y, z ∈ P هر ازای به (٣)

مجموعه�ی يک P می�شود گفته اغلب چه اگر می�گوييم، جزيی مرتب مجموعه�ی يک را (P,⩽) جفت

قابل را P جزيی مرتب مجموعه�ی از y و x عضو دو باشد. شده شناخته ⩽ ترتيب هرگاه است، جزيی مرتب

موازی يا و مقايسه۲ غيرقابل y و x می�گوييم صورت اين غير در .y ⩽ x يا x ⩽ y هرگاه می�گوييم مقايسه۱

دو هر هرگاه است کلی۳ مرتب P جزيی مرتب مجموعه�ی می�گوييم می�دهيم. نشان x||y نماد با را آن و هستند

نظريه�ی در مهمی نقش جزيی مرتب مجموعه�ی يک از کلی مرتب زيرمجموعه�های باشد. مقايسه قابل آن عضو

کنند. می ايفا جزيی مرتب مجموعه�های

مجموعه�ی از A ناتهی زیرمجموعه�ی باشد. جزیی مرتب مجموعه�ی یک P کنید فرض .۲.۲.۱ تعريف

هر دیگر عبارت به باشد، کلی مرتب ⩽ رابطه�ی با هرگاه می�گوییم P از زنجیر۴ یک را P جزیی مرتب

A = {c۱, c۲, . . . , cn} مانند عنصر n با متناهی زنجیر یک باشند. مقایسه قابل مجموعه این عضو دو

نوشت: زیر صورت به توان می را

c۱ < c۲ < . . . < cn

عضو کمترین که است زنجیری نزولی نامتناهی زنجیر یک است. n−۱ طول از زنجیری چنین می�گوییم

آنگاه ،a < b اگر ندارد. عضو بزرگترین که است زنجیری صعودی نامتناهی زنجیر یک همچنین ندارد.

به و شده شروع a عنصر از که است زنجیری P جزیی مرتب مجموعه�ی در b به a از بیشین۵ زنجیر یک

P زنجیرهای طول مجموعه�ی اگر نمی�شود. واقع b به a از بزرگتری زنجیر هیچ در و می�شود ختم b عنصر

زنجیر�های طول بیشترین و است، متناهی طول دارای P جزیی مرتب مجموعه�ی می�گوییم باشد کراندار

می�گوییم. آن طول۶ را P

آن عضو دو هیچ هرگاه می�گوییم پادزنجیر۷ یک را P جزیی مرتب مجموعه�ی از A مجموعه�ی زیر

۱comparable ۲incomparable ۳totally ordered ۴chain ۵maximal chain ۶length ۷anti-chain
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بیشین۲ پادزنجیر یک است. n عرض۱ دارای عنصر n با پادزنجیر یک می�گوییم نباشند. مقایسه قابل

P پادزنجیرهای های عرض مجموعه�ی اگر نشود. واقع بزرگتری پادزنجیر هیچ در که است پادزنجیری

P عرض را P پادزنجیرهای عرض بزرگترین و است متناهی عرض دارای P می�گوییم باشد، کراندار

می�گوییم.

کرد. خواهيم تعريف جزيی مرتب مجموعه�ی يک در را پوشاندن رابطه بعد تعريف در

و x ⩽ y هرگاه باشند. P جزیی مرتب مجموعه�ی از متمایز عنصر دو y و x کنید فرض .۳.۲.۱ تعريف

می�گوییم ،x ⩽ z ⩽ y که طوری به باشد نداشته وجود P مجموعه�ی در y و x ار متمایز z مانند عنصری

پوشاند. می را x ،y

هستند. تعريف قابل کمين و بيشين عناصر جزيی مرتب مجموعه�های در

باشد. جزیی مرتب مجموعه�ی یک P کنید فرض .۴.۲.۱ تعريف

عنصر هیچ اگر است P جزیی مرتب مجموعه�ی در بیشین۳ عنصر یک m ∈ P عنصر می�گوییم (١)

بزرگترین دارای P مجموعه�ی می�گوییم .p = m کند mایجاب ⩽ p یعنی، نپوشاند، را آن دیگری

.x ⩽ ۱ باشیم داشته ،x ∈ P عضو هر ازای به اگر می�دهیم، نشان ۱ نماد با را آن و است عنصر۴

P از عنصری هیچ هرگاه می�گوییم P مجموعه�ی کمین۵ عنصر را m ∈ P عنصر مشابه طور به (٢)

عضو۶ کوچکترین دارای P مجموعه�ی می�گوییم .x = m کند ایجاب x ⩽ m یعنی، نپوشاند، را

.۰ ⩽ x باشیم داشته x ∈ P هر ازای به گاه هر می�دهیم نمایش ۰ نماد با را آن و است

کراندار جزیی مرتب مجموعه�ی را باشد ۱ عنصر دارای هم و ۰ عنصر دارای هم که جزیی مرتب مجموعه�ی

می�گوییم.
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۱۵ نيازها پيش

می�کنند. ايفا را مهمی نقش رساله اين در زير تعريف در شده تعريف نمادهای و مجموعه�ها

۱ عنصر که P از عناصری مجموعه� باشد، ۱ عنصر دارای جزیی مرتب مجموعه یک P اگر .۵.۲.۱ تعريف

Coatom(P ) نماد با را مجموعه این و می�گوییم P جزیی مرتب مجموعه� �های هم�اتم۱ را می�پوشاند را آنها

عناصری مجموعه باشد، ۰ عنصر کمترین با جزیی مرتب مجموعه�ی یک P اگر همچنین می�دهیم. نشان

نشان Atom(P ) نماد با را آن و می�نامیم P �های اتم۲ مجموعه�ی را می�پوشانند را ۰ عنصر که P از

می�دهیم.

عنصر تنها ۱ آنگاه باشد، ۱ عنصر بزرگترین دارای P جزیی مرتب مجموعه� اگر که است واضح

را P بیشین عناصر مجموعه�ی ما نباشد، ۱ عنصر بزرگترین درای P که صورتی در است. آن بیشین

۰ عضو کوچکترین دارای P جزیی مرتب مجموعه�ی اگر همچنین می�دهیم. نمایش Max(P ) نماد با

دارای P که صورتی در می�باشد. P مجموعه�ی فرد به منحصر کمین عضو ۰ که است واضح آنگاه باشد،

می�کنیم. استفاده Min(P ) نماد از P کمین عناصر مجموعه�ی برای نباشد، ۰ عضو کوچکترین

،P جزیی مرتب مجموعه�ی هاسه۳ نمودار بگیرید. نظر در را P جزیی مرتب مجموعه�ی .۶.۲.۱ تعريف

به P جزیی مرتب مجموعه�ی از عنصر هر که صورت بدین است P جزیی مرتب مجموعه�ی برای نمایشی

بپوشاند. را x عنصر y هرگاه می�شود وصل y به x رأس و می�شود، گرفته نظر در رأس یک عنوان

می�گوییم صورت این در باشد. P جزیی مرتب مجموعه�ی از زیرمجموعه یک S کنید فرض .۷.۲.۱ تعريف

s ∈ S عنصر هر ازای به هرگاه است S مجموعه�ی برای پایین۴ کران یک P مجموعه�ی از x عنصر

هر ازای به هرگاه است S مجموعه�ی برای بالا کران یک y عنصر می�گوییم همچنین .x ⩽ s باشیم داشته

مجموعه�ی و Sℓ نماد یا را S مجموعه�ی پایین کران�های مجموعه�ی .s ⩽ y باشیم داشته s ∈ S عنصر

بنابراین می�دهیم. نشان Su نماد با را S بالای کران�های

Sℓ = {x ∈ P ;x ⩽ s ،s ∈ S هر ازای به }

۱coatom ۲atom ۳Hasse diagram ۴lower bound



۱۶ نيازها پيش

Su = {x ∈ P ; s ⩽ x ،s ∈ S هر ازای به }

هرگاه گوییم می S سوپریمم یا S مجموعه�ی بالا۱ کران کوچکترین را S زیرمجموعه�ی از a بالا کران

مجموعه�ی برای پایین کران یک a اگر همچنین .a ⩽ b باشیم: داشته b مانند S بالای کران هر ازای به

کران هر ازای به اگر است S اینفیمم یا S پایین۲ کران بزرگترین پایین کران بزرگترین می�گوییم باشد S

.b ⩽ a باشیم: داشته b مانند S پایین

تابع یک f : P −→ Q و جزیی مرتب مجموعه�ی دو (Q,⩽Q) و (P,⩽P ) کنید فرض .۸.۲.۱ تعريف

باشد.

.f(x) ⩽Q f(y) کند ایجاب x ⩽P y اگر است ترتیب۳ حافظ f می�گوییم (١)

هرگاه است نشاندن۴ ترتیب f می�گوییم (٢)

.x ⩽P y اگر فقط و اگر f(x) ⩽Q f(y)

باشد، نشاندن ترتیب یک f : P −→ Q اگر باشد. یک به یک باید تابعی چنین که کنید توجه

می�دهیم. نشان f : P ↪→ Q نماد با را تابع این و می�شود نشانده Q در P می�گوییم آنگاه

اگر باشد. نیز پوشا هرگاه گوییم می مرتب۵ یکریختی یک را f مانند نشاندن ترتیب یک (٣)

.P ∼= Q می�نویسیم باشد، مرتب یکریختی یک f : P −→ Q

،P برای زنجیری۶ پوشش یک باشد. متناهی جزیی مرتب مجموعه�ی یک P کنید فرض .۹.۲.۱ تعريف

پوشش زنجیرهای اگر می�سازد. را P مجموعه�ی کل آنها اجتماع که است P زنجیرهای از مجموعه�ای

هستند. P برای جدا هم از پوششی می�گوییم آنگاه باشند، نداشته هم با اشتراکی دو به دو P زنجیری

۱the least upper bound ۲the greatest lower bound ۳order-preserving ۴order embedding
۵order isomorphism ۶chain cover


