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චاری... ণپاس໋�

خود راهنمای استاد از است شایسته بسͬ « الخالق یشͺر لم المخلوق یشͺر لم «من مصداق به

و بخشیدند روشنͬ را دل سرزمین خورشید�، چون کرامتͬ با که امیری حبیب دکتر آقای جناب

نمایم�. تشͺر و تقدیر ساختند��؛ بارور سازنده و ساز کار راهنمایͬ�های با دانشرا و علم سرای گلشن

الحͺمه).� و الͺتاب یعلمهم و یزکیهم (و

وૺنا৯دীه�ات੭ॡࡶජباد ൕঙࣂه ग़عماग़قاक़تزଷشୀୃباد
ࣣੁથه�ی।نازوع࢙مورباد ଘنൊه�یدلاو୍وൈঠه�یبൎند

که مقصودی سعید دکتر و خطیب�زاده هادی دکتر میرزاپور�، فرض�اله دکتر جناب از همچنین

رساله این بهبود باعث خود ارزنده پیشنهادات با و فرمودند تقبل را رساله این مطالعۀ زحمت

دارم�. را امتنان کمال شدند�،

شاه�ষباਦی ૡં༙۱۳۹۰ه



چͺیده

اندازۀ ͷی با پیچش عملͽر Tµ و باشد فشرده موضعاً و شده� تولید فشرده به�طور گروه ͷی G کنید فرض
ارائۀ پایان�نامه این اصلͬ هدف باشد�. K احتمال چͽالͬ ͷی با پیچش عملͽر TK و G روی µ احتمال
،�۱ < p < ∞ که Lp(G) روی TK و Tµ عملͽرهای این�که برای است K و µ روی کافͬ شرایط

باشند�. تحلیلͬ

.�۶۰G۵۰ ،۲۲D۰۵� ،�۶۰B۱۵ موضوعͬ�: رده�بندی

فشرده�. موضعاً گروه مارکف�، عملͽر بودن�، تحلیلͬ کلیدی: واژه�های



پیشͽفتار
تشͺیل تحلیلͬ C۰-نیم�گروه�های و عملͽر�ها آنالیز در را C۰-نیم�گروه�ها و عملͽر�ها از ویژه کلاس ͷی

C۰-نیم�گروه��ها است�، عملͽرها از خاصͬ نوع بودن تحلیلͬ بررسͬ پایان�نامه این در اصلͬ هدف مͬ�دهند�.

مͬ�باشد�. هدف این به رسیدن برای ابزاری

مͬ�کنیم�. یادآوری را نیاز مورد مقدمات اول فصل در

بررسͬ Lp فضاهای روی استاین درون�یابͬ طریق از را عملͽر ͷی بودن تحلیلͬ ابتدا دوم فصل در

است�، مرتبط K چͽالͬ با که TK مارکف عملͽر بودن تحلیلͬ مورد در بحثͬ و برهان به سپس مͬ�کنیم��،

گروه�های روی ابتدا منظور این برای مͬ�پردازیم�، G شدۀ تولید به�طورفشرده و فشرده موضعاً گروه روی

توسعه شده تولید فشرده به�طور و فشرده موضاً گروه�های روی را مباحث سپس و کرد خواهیم بحث لͬ

داد�. خواهیم

مارکف عملͽر آن�ها تحت که کنیم اعمال را شرایطͬ احتمال اندازۀ ͷی روی داریم قصد سوم فصل در

شدۀ تولید فشرده به�طور و فشرده موضعاً گروه روی است احتمال اندازۀ ͷی با پیچش به�صورت که Tµ

گروه�های روی Tµ مارکف عملͽر بودن تحلیلͬ زمینۀ در کوتاهͬ بحث فصل پایان در شود��. تحلیلͬ G

داشت�. خواهیم میانͽین�پذیر



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

است�. بعد فصل�های برای نياز مورد قضيه�های و تعاريف ارائه فصل این هدف

باناخ جبر و هیلبرت فضای باناخ�، فضای مقدماتͬ نظریۀ ١.١

باشد کامل فضایͬ نرم�، وسیلۀ به القایͬ متر به نسبت که را X مانند نرم�دار خطͬ فضای هر .١.١ تعریف

مانند کوشͬ دنبالۀ هر به�ازای هرگاه است باناخ فضای ͷی X دیͽر عبارت به مͬ�نامیم�. باناخ فضای ͷی

.lim ∥xn − x∥ = ۰ به�طوری�که باشد داشته وجود x ∈ X مانند عنصری ،�X در {xn}

Λ خطͬ تبدیل باشد�. خطͬ Λ : X −→ Y و نرم�دار خطͬ فضای دو Y و X کنیم فرض .٢.١ تعریف

که صورتͬ در مͬ�گویند کران�دار را

∥Λ∥ = sup
∥x∥≤۱

∥Λ(x)∥ <∞

X از كراندار خطͬ عملͽرهای تمام مجموعۀ باشند. نرم�دار فضای دو Y و X كنيد فرض .٣.١ تعریف

مͬ�كنيم تعريف زير به�صورت را T نرم ،T ∈ L(X, Y ) هر برای و مͬ�دهيم نمايش L(X,Y ) با را Y به

∥T∥ = sup
{
∥T (x)∥ : x ∈ BX

}
Xاست. نرم�دار فضای يͺه گوی BX اين�جا در كه

نمايش L(X) با را X روی كران�دار خطͬ عملͽرهای تمام فضای باشد�، باناخ فضای ͷی X هرگاه

است��. باناخ فضای ͷی بالا نرم با که مͬ�دهيم

به همͽرا (Tα)α∈A ⊂ L(X) تور مͬ�دهیم�. نشان Ls(X) با را قوی عملͽری توپولوژی با L(X)

.�∥Tαx− Tx∥ → ۰ ،x ∈ X � هر به�ازای اگر تنها و اگر است قوی عملͽری توپولوژی با T ∈ L(X)

١



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

اگر مͬ�شود نامیده انقباض Y و X نرم�دار فضای دو بین Λ : X −→ Y کران�دار عملͽر .۴.١ تعریف

.�∥Λ∥ ≤ ۱

T − λI به�طوری�که است λ اسͺالر�های تمام مجموعۀ T ∈ L(X) عملͽر σ(T ) طیف .۵.١ تعریف

نیست��. معͺوس�پذیر

از (x, y) مانند زوج هر به کنیم فرض و باشد مختلط برداری فضای ͷی H کنیم فرض .۶.١ تعریف

به�طوری�که�: باشد شده منسوب ⟨x, y⟩ مانند C از عنصری H ×H

.⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ (١

.�⟨x۱ + x۲, y⟩ = ⟨x۱, y⟩ + ⟨x۲, y⟩ ، x۱, x۲, y ∈ H اگر (٢

است�. مختلط عدد ͷی α و x, y ∈ H که ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (٣

.�x ∈ H که ⟨x, x⟩ ≥ ۰ (۴

.�x = ۰ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ۰ (۵

مͬ�گویند�. داخلͬ ضرب فضای ͷی را H آن�گاه

آن�گاه ،�∥x∥ = (⟨x, x⟩)
۱
۲ کنیم تعریف و باشد� داخلͬ ضرب فضای ͷی H کنیم فرض .٧.١ قضیه

داریم x, y ∈ H هر به�ازای

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥.∥y∥ شوارتز) (نامساوی , ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ مثلثͬ) (نامساوی

نامیده هیلبرت فضای باشد�، باناخ فضای ͷی ∥x∥ = (⟨x, x⟩)
۱
۲ نرم تحت که داخلͬ ضرب فضای

مͬ�شود�.

فضای ͷی⟨f, g⟩ =
∫
X
fg dµ داخلͬ ضرب L۲(µ)با آن�گاه باشد�، مثبت اندازۀ ͷی µ اگر .٨.١ مثال

است�. هیلبرت

x به نسبت ⟨Tx, y⟩ آن�گاه ،�T ∈ L(H) هرگاه باشد�، هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض .٩.١ تعریف

منحصر �Tی ∗ ∈ L(H) ،�[٢۵] از ٨.١٢ قضیۀ بنابر لذا است��. کران�دار و مزدوج خطͬ y به نسبت خطͬ�،

که دارد وجود فرد به

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ (x ∈ H, y ∈ H)



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

نیز و
∥T ∗∥ = ∥T∥

مͬ�نامیم�. T عملͽر الحاقͬ را T ∗

.�T ∗ = T اگر است ( هرمیتͬ یا ) خودالحاق T ∈ L(H) عملͽر گوییم .١٠.١ تعریف

عملͽر ͷی را T آن�گاه ⟨Tx, x⟩ ≥ ۰ ،��x ∈ H هر به�ازای اگر .��T ∈ L(H) کنیم فرض .١١.١ تعریف

.��T ≥ ۰ مͬ�نویسیم و نامیده مثبت

اگر فقط و اگر ⟨Tx, x⟩ ≥ ۰ ،�x ∈ H هر به�ازای این�صورت در .T ∈ L(H)� کنیم فرض .١٢.١ قضیه

.�σ(T ) ⊂ [۰,∞) و T = T ∗

کنید�. رجوع [٢۵] از ٣٢.١٢ قضیۀ به برهان.

ضرب ͷی آن در که است مختلط میدان روی A مانند برداری فضای ͷی مختلط جبر هر .١٣.١ تعریف

،�A در z و y و x هر به�ازای یعنͬ است��؛ شده تعریف پخش�پذیر و شرکت�پذیر

x(y + z) = xy + xz , (x+ y)z = xz + yz , x(yz) = (xy)z (١)

اسͺالر�، �αی و y, x ∈ A به�ازای که است شده مربوط چنان اسͺالر ضرب با و

α(xy) = x(αy) = (αx)y. (٢)

ضربͬ نامساوی در و کرده بدل نرم�دار خطͬ فضای ͷی به را A که باشد موجود A در نرم ͷی هرگاه

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ (x, y ∈ A) (٣)

کامل متری فضای ͷی A این�، بر علاوه هرگاه مͬ�باشد�. نرم�دار مختلط جبر ͷی A آن�گاه کند�، صدق

که کنید توجه مͬ�نامیم�. باناخ جبر ͷی Aرا آن�گاه باشد��، باناخ فضای ͷیA یعنͬ باشد�، نرم این به نسبت

نمͬ�کنیم شرط نیز ما و است�، نشده شرط (xy = yx ،�A در y و x هر به�ازای (یعنͬ A تعویض�پذیری

بپذیریم�. را آن صریحاً وقتͬ مͽر

به�طوری�که باشد e مانند عنصری هرگاه خوانیم یͺدار را A جبر

xe = ex = x (x ∈ A)

ما .�∥e∥ ≥ ۱ و (e′ = e′e = e) دارد وجود e چنین ͷی حداکثر ،�(٣) بنابر که�، مͬ�شود معلوم آسانͬ به

مͬ�پذیریم��. نیز را ∥e∥ = ۱ اضافͬ فرض



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

x−۱ ∈ A مانند عنصری یعنͬ باشد�؛ معͺوس دارای A در x اگر نامیم معͺوس�پذیر را x ∈ A عنصر

ͷی از بیش �xی ∈ A هیچ که مͬ�شود معلوم آسانͬ به . x−۱x = xx−۱ = e به�طوری�که باشد موجود

ندارد�. معͺوس

عناصر لذا .�(xy)−۱ = y−۱x−۱ زیرا چنین�اند نیز xy و x−۱ باشند�، معͺوس�پذیر A در y و x اگر

مͬ�دهند�.� تشͺیل ضرب به نسبت گروه ͷی معͺوس�پذیر

ͷی از است عبارت A روی برگشت ͷی از منظور Cباشد�. روی جبر ͷی A کنید فرض .١۴.١ تعریف

داریم λ ∈ C و a, b, c ∈ A هر برای به�طوری�که مͬ�شود داده نمایش a 7−→ a∗ با Aکه Aبه از نͽاشت

(a+ b)∗ = a∗ + b∗ , (ab)∗ = b∗a∗ , (λa)∗ = λa∗ , (a∗)∗ = a.

خطͬ نͽاشت B به A از جبری همریختͬ ͷی باشند�. باناخ جبر دو و B و A کنید فرض .١۵.١ تعریف

.�Φ(xy) = Φ(x)Φ(y) ،�x, y ∈ A هر برای به�طوری�که است Φ : A −→ B کران�دار و

نیست��. معͺوس�پذیر x−λe که است λ مختلط اعداد تمام مجموعۀ x ∈ A عنصر طیف تعریف١.١۶.

مͬ�دهیم�. نشان σ(x) با را xطیف ما

است�. ناتهͬ x ∈ A هر برای σ(x) .١٧.١ گزاره

کنید�. رجوع [١۶] از ١.۶ گزارۀ به برهان.

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت x از ρ(x) طیفͬ شعاع ،�x ∈ A هر به�ازای .١٨.١ تعریف

ρ(x) = sup { |λ| : λ ∈ σ(x)} .

،x ∈ A هر به�ازای ( طیفͬ شعاع (فرمول .١٩.١ قضیه

lim
n→∞

∥xn∥۱/n = ρ(x).

( مͬ�باشد�. نتیجه از بخشͬ حد (وجود

کنید�. رجوع [٢۶] از ٩.١٨ قضیۀ به برهان.

پیچش�ها و هار اندازۀ ،�ͷتوپولوژی گروه مقدماتͬ نظریۀ ٢.١

ͷتوپولوژی گروه�

گروه اعمال آن در شده تعریف توپولوژی که G مانند است گروهͬ ͷتوپولوژی گروه ͷی .٢٠.١ تعریف

پیوسته پیوسته�اند���. G به G از x −→ x−۱ و G به G×G از (x, y) −→ xy یعنͬ مͬ�سازد�؛ پیوسته را



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

y حول V و x حول U ͬͽهمسای ،�xy Wحول ͬͽهمسای هر برای که�، است مفهوم این به ضرب بودن

که دارند وجود
UV ⊆ W.

حول V ͬͽهمسای x−۱ حول U ͬͽهمسای هر برای یعنͬ وارون نͽاشت بودن پیوسته فرض نحو��، همین به

که�، است موجود x
V −۱ ⊆ U.

،�x ∈ G و A ⊂ G اگر داد�. خواهیم نشان e با را G همانͬ عنصر باشد�، ͷتوپولوژی گروه ͷی G اگر

مͬ�کنیم تعریف

Ax = {yx : y ∈ A} , xA = {xy : y ∈ A} , A−۱ =
{
y−۱ : y ∈ A

}
مͬ�کنیم� تعریف ،��B ⊂ G اگر و

AB = {xy : x ∈ A, y ∈ B} .

مجموعۀ زیر هر یعنͬ باشد�، گسسته توپولوژی آن توپولوژی هرگاه خوانیم گسسته را G ͷتوپولوژی گروه

باشد�. باز آن

باشد�. فشرده ͬͺتوپولوژی فضای ͷی به�عنوان هرگاه گوییم فشرده را Gͷتوپولوژی گروه .٢١.١ تعریف

ͷی دارای آن نقطۀ هر و بوده هاسدورف هرگاه گوییم فشرده موضعاً توپولوژیGͷرا گروه تعریف٢٢.١.

باشد�. فشرده بستار با ͬͽهمسای

مجموعۀ زیر ͷی شامل اگر مͬ�شود نامیده شده تولید فشرده به�طور G ͷتوپولوژی گروه .٢٣.١ تعریف

یعنͬ�، شود�؛ G همان F توسط شده تولید زیرگروه که باشد F چون فشرده

G = {e}
∪(

∪∞
n=۱

(
F ∪ F−۱

)n)
.

است Xزیرمجموعه�ای ͷتوپولوژی فضای ͷی از Y نسبͬ فشردۀ زیرمجموعۀ یا زیرفضای تعریف١.٢۴.

باشد�. فشرده بستارش که

این�صورت�: در باشد�. Gͷتوپولوژی گروه از زیرگروه ͷیH کنید فرض .٢۵.١ گزاره

است�. هاسدورف G/H باشد�، بسته H اگر (١

است�. فشرده موضعاً نیز G/H باشد�، فشرده موضعاً G اگر (٢



۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

است�. ͷتوپولوژی گروه G/H باشد�، نرمال H اگر (٣

کنید�. رجوع [١۶] از ٢.٢ گزارۀ به برهان.

H آن�گاه باشد ،�Gͷتوپولوژی گروه از نرمال زیرگروه یا گروه زیر نیم�گروه�، زیر ͷیH اگر .٢۶.١ گزاره

است�. G از نرمال گروه زیر یا گروه زیر نیم�گروه���، زیر ͷی ترتیب به نیز

کنید�. رجوع [١٩] از ۵.٣ گزارۀ به برهان.

تمام توسط شده تولید گروه [G,G] کنیم فرض باشد��. فشرده موضعاً گروه G کنیم فرض .٢٧.١ قضیه

زیرگروه [G,G] ) است. G نرمال زیرگروه [G,G] ,�a؛ b ∈ G که باشد aba−۱b−۱ فرم به عناصر

( مͬ�شود�. نامیده G جابه�جاگر

آن�گاه ،�x۰ ∈ [G,G] و x ∈ G اگر برهان.

xx۰x
−۱ =

(
xx۰x

−۱x−۱
۰

)
x۰ ∈ [G,G] [G,G] = [G,G]

زیرگروه نیز G۰ = [G,G] ،�٢۶.١ گزارۀ از استفاده با است�. G از نرمال زیرگروه ͷی [G,G] بنابراین

است�. G از بسته نرمال

Q به�علاوه��، است��. آبلͬ است G جابه�جاگر زیرگروه Q وقتͬ G/Q قسمتͬ خارج گروه .٢٨.١ قضیه

.Q ⊂ N � آن�گاه باشد آبلͬ G/N اگر یعنͬ است خاصیت این با G نرمال زیرگروه کوچ�ͷترین

کنید�. رجوع [٢۴] از ١۴ صفحۀ به برهان.

دو از مجزا اجتماع به�صورت اگر تنها و اگر است همبند X ͷتوپولوژی فضای ͷی .٢٩.١ تعریف

است همبند موضعاً X ͷتوپولوژی فضای ͷی نباشد�. بسته�اند هم و باز هم هردو که ناتهͬ مجموعۀ

فضای ͷی از مؤلفه ͷی دهند�. را X توپولوژی برای باز پایۀ ͷی تشͺیل همبند زیرمجموعه�های اگر

فضای ͷی نباشد�. دیͽری همبند زیرمجموعۀ هیچ در کاملا́ که است همبند زیرمجموعۀ ͷی ͷتوپولوژی

باشند�. نقاط آن مؤلفه�های تمام اگر است ناهمبند کلا́ ͷتوپولوژی

G به R از پیوسته همریختͬ ͷی θ کنیم فرض باشد�، ͷتوپولوژی گروه ͷی G کنیم فرض .٣٠.١ تعریف

مͬ�شود�. نامیده G از پارامتری ͷی زیرگروه ͷی θ(R) آن�گاه باشد�.

فضای G/H آن�گاه �باشد���. G از زیرگروه ͷی H و ͷتوپولوژی گروه ͷی G کنیم فرض .٣١.١ قضیه

باشد�. باز G در H اگر تنها و اگر است گسسته



٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

کنید�. رجوع [١٩] از ۵.٢١ قضیۀ به برهان.

e همانͬ شامل همبندی مؤلفۀ C کنیم فرض و باشد ͷتوپولوژی گروه ͷی G کنیم فرض .٣٢.١ قضیه

است�. G از بسته نرمال زیرگروه C آن�گاه باشد�.

کنید�. رجوع [١٩] از ٧.١ قضیۀ به برهان.

آن�گاه باشد�. G در همانͬ شامل همبندی مؤلفه C و ͷتوپولوژی گروه ͷی G کنیم فرض .٣٣.١ قضیه

است�. ناهمبند کلا́ هاسدورف گروه G/C

کنید�. رجوع [١٩] از ٧.٣ قضیۀ به برهان.

x, y ∈ X مجزای نقطۀ دو هر به�ازای هرگاه مͬ�نامیم T۰-فضا ͷی Xرا ͷتوپولوژی فضای تعریف١.٣۴.

نباشد�. دیͽری شامل ولͬ باشد ͬͺی شامل که باشد موجود بازی مجموعۀ

فرضکنیم Gباشد��. در e همانͬ همبندی مؤلفۀ C و فشرده موضعاً گروه ͷیG فرضکنیم .٣۵.١ قضیه

G̃ در ẽ همانͬ همبندی مؤلفۀ C̃ کنیم فرض و باشد G̃ گروه T۰ روی G از پیوسته باز همریختͬ ͷی f

.�f(C) = C̃ آن�گاه باشد�.

کنید�. رجوع [١٩] از ٧.١٢ قضیۀ به برهان.

با یͺریخت ͷتوپولوژی به�طور G شدۀ تولید فشرده به�طور و فشرده موضعاً آبلͬ گروه هر .٣۶.١ قضیه

است��. F فشرده آبلͬ گروه و a, b نامنفͬ صحیح اعداد برای Ra × Zb × F

کنید. رجوع [١٩] از ٩.٨ قضیۀ به برهان.

مثال عنوان به گرفت�، خواهیم ثابت را مفاهیم بعضͬ شود ذکر که مواردی جز به پژوهش این در

به�ویژه و مͬ�شوند گرفته ثابت که هستند مواردی ازجمله مͬ�شوند تعریف ادامه در که ρ و π۰, G۰, G۱, π

کرد�. خواهیم رجوع آن�ها به ٣ فصل در

شده تولید فشرده به�طور G چون باشد�. شده تولید فشرده به�طور و فشرده موضعاً گروه ͷی ،�G فرضکنیم

تولید را G و (U = U−۱) است متقارن eکه ∈ G همانͬ از U نسبͬ فشردۀ و باز ͬͽهمسای است�،

به�وسیلۀ ρ = ρU : G −→ N آن�گاه مͬ�گیریم�. ثابت مͬ�کند

ρ(g) = inf {n ∈ N : g ∈ Un} , g ∈ G,



٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

همریختͬ π۰ : G −→ G/G۰ فرضکنیم .�Un = {g۱ · · · gn : g۱, . . . , gn ∈ U} که تعریفمͬ�شود

زیر G۰ ،٢٧.١ قضیۀ بنابر است�. G در [G,G] جابه�جاگر زیرگروه بستار G۰ = [G,G] که باشد کانونͬ

است�. فشرده موضعاً ͷتوپولوژی گروه G/G۰،٢۵.١ گزارۀ بنابر حال است�. G از نرمال گروه

داریم�: aG۰, bG۰ ∈ G/G۰ کنیم فرض زیرا است آبلͬ G/G۰

aG۰bG۰ = abG۰ = ba
(
a−۱b−۱ab

)︸ ︷︷ ︸
∈G۰

G۰ = baG۰ = bG۰aG۰

موجود فشرده ،A ⊆ Gپس است شده تولید فشرده به�طور G زیرا است��، شده تولید فشرده به�طور G/G۰

است پیوسته π۰ زیرا است AG۰فشرده = {xG۰ : x ∈ A} طرفͬ از مͬ�کند�. تولید Gرا به�طوری�که است

لذا است شده تولید فشرده G/G۰به�طور پس مͬ�کند تولید G/G۰را ،�AG۰ به�وضوح .�π۰(A) = AG۰ و

Zq۱ × Rq۲ ×M Mبا فشرده آبلͬ گروه و q۱, q۲ ∈ N۰ = {۰,۱,۲, . . .} به�ازای ،�٣۶.١ قضیۀ بنابه

است�. یͺریخت

مͬ�کنیم�: تعریف به�این�صورت را G از G۱ زیرگروه

G۱ = π−۱
۰ ({۰} ×M) .

چون و است بسته لذا است فشرده {۰} ×M درنتیجه است Mفشرده زیرا است�، G بستۀ گروه زیر G۱

است�. بسته π−۱
۰ ({۰} ×M) پس است پیوسته π۰

که π(i) : G −→ R مؤلفه�های با استاندارد همریختͬ را π : G −→ G/G۱
∼= Zq۱ × Rq۲

تصویر نͽاشت p : Zq۱ × Rq۲ ×M → Zq۱ × Rq۲ اگر مͬ�گیریم�. نظر در i ∈ {۱, . . . , q۱ + q۲}

از .G/G۱
∼= Zq۱ × Rq۲ � یͺریختͬ اول قضیۀ از لذا kerp ◦ π۰ = π−۱

۰ ({۰} ×M) چون آن�گاه باشد

است�. G از نرمال زیرگروه G۱ پس مͬ�باشد نرمال زیرگروه همریختͬ هر هستۀ طرفͬ

هار اندازۀ

دارای هرگاه Xگوييم در σ-جبر يك Xرا مجموعۀ مجموعه�های زیر Mاز گردایۀ الف) .٣٧.١ تعریف

باشد��.� زير خواص

�X؛ ∈ M (١

است�؛ X به نسبت A متمم Ac آن در که Ac ∈ M آن�گاه ،A ∈ M هرگاه (٢

.�A ∈ M آن�گاه ،An ∈ M ،n = ۱,۲,۳, · · · به�ازای و A = ∪∞
n=۱An هرگاه (٣

اندازه�پذیر مجموعه�های اعضایMرا و اندازه�پذیر یͷفضای را (Xاختصار به (یا (X,M)این�صورت در



٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مͬ�نامیم�. X در

را f : X −→ Y نͽاشت باشد�، ͷتوپولوژی فضای ͷی Y و اندازه�پذیر� فضای يك X هرگاه ب)

باشد. X در اندازه�پذير مجموعۀ يك f−۱(V ) ،Y در V باز مجموعۀ هر برای هرگاه گوييم، اندازه�پذير

تعريف با تابع باشد، X در اندازه�پذير مجموعۀ يك E هرگاه

χE(x) =

{
۱ x ∈ E
۰ x /∈ E

مͬ�ناميم E مجموعۀ مشخصۀ تابع را χE تابع است، اندازه�پذير تابعͬ

به�طوری�كه است Mتعريفشده مانند σ-جبری روی كه است µ مانند نامنفͬ تابعͬ مثبت، اندازۀ يك پ)

Mداريم مجزای دوبه�دو عناصر از (Ai) دنبالۀ هر برای يعنͬ است، جمعͬ شمارا µ و µ(∅) = ۰

µ(
∞∪
i=۱

Ai) =
∞∑
i=۱

µ(Ai)

مͬ�شود�. نامیده اندازه فضای ͷی (X,M, µ) آن�گاه باشد (X,M) روی اندازه ͷی µ اگر

مͬ�شود�. نامیده σ-متناهͬ A مجموعۀ µ(Ai) < ∞ ،i هر برای و Ai ∈ M که A =
∪∞
i=۱Ai اگر

و B ⊂ A که باشد موجود B ∈ M چون مجموعه�ای µ(A) = ∞ که A ∈ M هر به�ازای چنانچه

مͬ�شود�. نامیده متناهͬ نیمه µ ،۰ < µ(B) <∞ �

ͷی µ(E) = ۰ به�طوری�که E ∈ M چون مجموعه�ای باشد�، اندازه فضای ͷی (X,M, µ) هرگاه ت)

مͬ�شود�. نامیده پوچ مجموعۀ

،µ(F ) < ∞ شرط با F ∈ M هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده پوچ موضعاً E ∈ M چون مجموعه�ای

درست پوچ مجموعۀ ͷی در واقع xهای به�جز x ∈ X نقاط مورد در گزاره�ای چنانچه .µ(E ∩ F ) = ۰

درست x هر تقریباً به�ازای یا است درست ت�.ه) خلاصه به�طور ) جا همه تقریباً گزاره این که مͬ�گوییم باشد

است�.) پوچ جا همه µ-تقریباً یا µ-پوچ مجموعه که گفت خواهیم باشد لازم بیشتری دقت اگر ) است��.

ͷی را M اعضای از {Ei} شمارش�پذیر گردایۀ باشد�. X مجموعۀ در σ-جبر ͷی M کنیم فرض

M بر µ مختلط اندازۀ این�صورت در .�E = ∪Ei و Ei ∩Ej = ∅ , i ̸= j هروقت اگر گوییم E افراز

،�E از {Ei} افراز هر به�ازای که Mاست بر مختلط تابع ͷی

µ(E) =
∞∑
i=۱

µ(Ei) (E ∈ M) (١)

همͽرا است ممͺن سری که مثبت اندازه�های خلاف (بر (١) سری همͽرایͬ اینجا در که کنید ملاحظه

زیر جابه�جایͬ صورت در Ei مجموعه�های اجتماع چون است�. ملزومات از بخشͬ ( ∞باشد به واگرا یا



١٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مطلق به�طور عملا́ سری لذا باشد�. همͽرا باید نیز (١) سری مجدد آرایش هر نمͬ�کند�، تغییر نویس�ها

همͽراست�.

Mبا بر را |µ| مجموعه�ای تابع .٣٨.١ تعریف

|µ| (E) = sup
∞∑
i=۱

|µ(Ei)| (E ∈ M)

تغییر را |µ| مجموعه�ای تابع است�. شده گرفته E از {Ei} افراز�های تمام روی سوپرمم مͬ�کنیم�، تعریف

مͬ�نامند�. کل تغییر اندازۀ ابهام�، از پرهیز برای گاهͬ�، یا µ کل

X از E بورل زيرمجموعۀ هر برای ،X روی δx نقطه�ای) جرم اندازۀ (يا ديراك اندازۀ .٣٩.١ تعریف

مͬ�شود تعريف زير به�صورت

δx(E) =

{
۱ x ∈ E
۰ x /∈ E

نامیده احتمال اندازۀ X فضای مجموعه�های زیر σ-جبر روی µ جمعͬ شمارای اندازۀ .۴٠.١ تعریف

.�µ(X) = ۱ و µ ≥ ۰ اگر مͬ�شود

∗Mموجود Xمانند در σ-جبر کوچ�ͷترین Xباشد�، زیرمجموعه�های از گردایه�ای F اگر .۴١.١ قضیه

.�F ⊂ M∗ به�طوری�که است

کنید�. رجوع [٢۶] از ١٠.١ قضیۀ به برهان.

مͬ�نامند�. F به�وسیلۀ شده تولید σ-جبر ∗Mرا این گاهͬ

مانند σ-جبر کوچ�ͷترین ،�۴١.١ قضیۀ بنابر باشد�. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .۴٢.١ تعریف

بورل مجموعه�های را B اعضای است��. B به متعلق X در باز مجموعۀ هر به�طوری�که هست X در B

مͬ�نامند�. X

فشردۀ هاسدورفموضعاً فضای در بورل مجموعه�های تمام σ-جبر بر تعریفشده µ اندازه تعریف۴٣.١.

هرگاه گوييم بيرونͬ منظم را E ⊂ X بورل مجموعۀ دارد�. نام X بورل اندازۀ X

µ(E) = inf
{
µ(V ) : باز V, E ⊂ V

}
هرگاه گوييم درونͬ منظم را E ⊂ X بورل مجموعۀ مشابه به�طور

µ(E) = sup
{
µ(K) : ,Kفشرده K ⊂ E

}



١١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

ناميده منظم µ صورت اين در باشد، درونͬ منظم هم و بيرونͬ منظم هم X در بورل مجموعۀ هر اگر

مͬ�شود.

مجموعه�های روی متناهͬ�، فشرده مجموعه�های روی اگر مͬ�نامیم رادون را µ بورل اندازۀ .۴۴.١ تعریف

باشد�. درونͬ منظم باز مجموعه�های روی و بیرونͬ منظم بورل

همۀ خانوادۀ U اگر باشد X فشردۀ موضعاً فضای روی رادون اندازۀ µ کنیم فرض .۴۵.١ تعریف

مجموعۀ متمم است µ-پوچ باز مجموعۀ بزرگترین خانواده این اجتماع Xباشد µ-پوچ باز مجموعه�های

است بسته مجموعۀ کوچ�ͷترین µ محمل بنابراین مͬ�دهیم�، نشان supp(µ) با و مͬ�نامیم µ محمل را فوق

همواره لذا است µ-پوچ آن متتم که

µ (X \ supp(µ)) = ۰.

باشد. توپولوژيك فضای يك X كنيم فرض .۴۶.١ تعریف

با همراه C(X) مͬ�دهيم. نشان C(X) با را X روی مختلط-مقدار پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ الف)

را f محمل f ∈ C(X) برای به�علاوه، است. برداری فضای يك اسͺالر ضرب و توابع نقطه�ای اعمال

مͬ�كنيم تعريف زير به�صورت

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ۰}

مͬ�دهيم Cc(X)نشان C۰۰(X)يا با را فشرده محمل Xبا روی مختلط-مقدار پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ

است. C(X) زيرفضای يك كه

موجود X از K فشردۀ زيرمجموعۀ ،ε > ۰ هر برای هرگاه مͬ�شود صفر بͬ�نهايت در f تابع گوييم ب)

مختلط- پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ .|f(x)| < ε باشيم داشته x ∈ X −K هر برای به�طوری�كه باشد

C۰(X) در C۰۰(X) همچنين مͬ�دهيم، نشان C۰(X) با را مͬ�شود صفر بͬ�نهايت در Xكه روی f مقدار

است. چͽال

خطͬ تابعك يك I و هاسدورف فشردۀ موضعاً فضای يك X كنيم فرض ريس). (نمايش .۴٧.١ قضیه

به�طوری�كه دارد وجود X روی µ مانند منظم بورل يͺتای اندازۀ اين�صورت در باشد. Cc(X) روی مثبت

I(f) =

∫
X

fdµ (f ∈ Cc(X)).

.∥I∥ = ∥µ∥ داريم به�علاوه

كنيد. رجوع [٢۶] از ١۴.٢ قضيۀ به برهان.



١٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

غیر رادون Gاندازۀ روی (راست) چپ هار اندازۀ باشد فشرده موضعاً Gگروه فرضکنید تعریف۴٨.١.

و E ⊂ G بورل مجموعۀ هر برای (µ(Ex) = µ(E)) ،µ(xE) = µ(E) در که Gاست روی µ صفر

مͬ�کند�. صدق x ∈ G هر

است متناهͬ µ(G) آن�گاه باشد�. µچپ هار اندازۀ با فشرده موضعاً گروه ͷیG فرضکنید .۴٩.١ قضیه

باشد�. فشرده G اگر تنها و اگر

کنید�. رجوع [١٩] از ١۵.٩ قضیۀ به برهان.

λ(G) < ∞ داریم قبل قضیۀ از باشد G بر چپ هار اندازۀ λ و فشرده گروهͬ G اگر .۵٠.١ تعریف

کنیم تعریف مͬ�توانیم حال

µ =
λ

λ(G)
,

مͬ�توانیم باشد فشرده G اگر بنابراین مͬ�گوییم�. شده نرمال هار اندازۀ را µ که ،�µ(G) = ۱ داریم لذا

.�λ(G) = ۱ یعنͬ بͽیریم نظر در نرمال را هار اندازۀ

.�µ = cλ به�طوری�که هست c ∈ (۰,∞) آن�گاه چپرویGباشند�، هار µاندازه�های λو اگر .۵١.١ قضیه

کنید�. رجوع [١۶] از ٢.٢٠ قضیۀ به برهان.

تعریف x ∈ G برای اگر باشد λچپ هار اندازۀ با فشرده موضعاً گروه ͷیG فرضکنید تعریف۵٢.١.

اندازۀ ͷی دوباره λx ،�y(Ex) = (yE)x انجمنͬ�: قانون از استفاده با آن�گاه ،�λx(E) = λ(Ex) کنیم

و ،�λx = ∆(x)λ به�طوری�که دارد وجود ∆(x) > ۰ عدد ،�۵١.١ یͺتایͬ قضیۀ بنابر است�. چپ هار

مدولار تابع شد تعریف بدین�گونه که ∆ : G −→ (۰,∞) تابع است�. λ اصلͬ انتخاب از مستقل ∆(x)

گروه�های و آبلͬ گروه�های مثال عنوان به .∆ ≡ ۱� اگر مͬ�شود نامیده یͺه مدولار G مͬ�شود�. نامیده G

کنید�. رجوع [١۶] از ٢.۴ بخش به بیشتر جزئیات برای مͬ�باشند�. یͺه مدولار فشرده

تعریف µ(E) = λ(E−۱) توسط که مͬ�شود مربوط µ راست هار اندازۀ λ چپ هار اندازۀ هر به

مͬ�شود�.

و معادل�اند µ و λ .۵٣.١ گزاره

dµ(x) = ∆(x−۱) dλ(x).

کنید�. رجوع [١۶] از ٢.٣١ گزارۀ به برهان.



١٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

باشد. اندازه فضای يك (X,M, µ) كنيد فرض .۵۴.١ تعریف

هرگاه مͬ�شود، Xناميده مجموعۀ روی f مختلط-مقدار تابع برای اساسͬ كران Mيك حقيقͬ عدد الف)

.|f(x)| ≤M باشيم داشته x ∈ X هر تقريباً برای

زير به�صورت f اساسͬ سوپريموم باشد. داشته اساسͬ كران يك اگر مͬ�شود ناميده كراندار اساساً f تابع

مͬ�شود تعريف

ess sup f = ∥f∥∞ := inf
{
M : |f(x)| ≤M ,x هر تقريباً برای

}
.∥f∥∞ <∞ كه مͬ�كنيم تعريف f اندازه�پذير توابع فضای را L∞(µ) يا L∞(X,µ)

برابر همه�جا تقريباً g و f يعنͬ f∥؛ − g∥∞ = ۰ اگر مͬ�گيريم يͺسان را f, g ∈ L∞(X,µ) تابع دو

فضای ∥.∥∞ نرم و توابع نقطه�ای اعمال با همراه L∞(X,µ) اين�صورت در .f ≡ g مͬ�نويسيم و باشند

است. باناخ

شرط با X روی f مختلط-مقدار توابع تمام خانوادۀ ،۱ ≤ p <∞ برای ب)

∥f∥p = (

∫
X

|f |pdµ)۱/p <∞

تشͺيل باناخ فضای بالا نرم و توابع نقطه�ای اعمال Lp(X,µ)با مͬ�دهيم. Lp(µ)نشان Lp(X,µ)يا با را

مͬ�دهد.

[٢۶] است��. باناخ فضای ͷی Lp(X) آن�گاه ،��۱ ≤ p ≤ ∞ کنیم فرض .۵۵.١ قضیه

پیچش�ها

عموماً است�. λ چپ هار اندازۀ ͷی به مجهز G فشردۀ موضعاً گروه هر که مͬ�کنیم فرض قسمت این در

فرضکنیم مͬ�نویسیم�. Lp(G) یا Lp ،�|E| ،�
∫
f ،�dxبه�ترتیب �Lp(λ) و �λ(E) ،�

∫
fdλ �،�dλ(x) به�جای

اندازۀ دو پیچش باشد�. G روی مختلط رادون اندازه�های فضای M(G) و فشرده�، موضعاً گروه ͷی G

ͷی بوضوح I(ϕ) =
∫∫

ϕ(xy) dµ(x) dν(y)اشتͽن تعریفمͬ�کنیم�، زیر شرح به را µ, ν ∈M(G)

نمایش قضیۀ طبق مͬ�کند�. صدق ∥I(ϕ)∥ ≤ ∥ϕ∥sup∥µ∥∥ν∥ در که است C۰(G) روی خطͬ ͷتابع

ν و µپیچش که مͬ�شود داده نسبت ∥µ ∗ ν∥ ≤ ∥µ∥∥ν∥ با µ ∗ ν ∈ M(G) اندازۀ ͷی آن به ریس

مͬ�شود�: ∫نامیده
ϕ d(µ ∗ ν) =

∫∫
ϕ(xy) dµ(x) dν(y) (١)



١۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

،�ϕ ∈ Cc(G) و µ, ν, σ ∈M(G) اگر است�: شرکت�پذیر ∫پیچش
ϕ d[µ ∗ (ν ∗ σ)] =

∫∫
ϕ(xy) dµ(x) d(ν ∗ σ)(y)

=

∫∫∫
ϕ(xyz) dµ(x) dν(y) dσ(z)

=

∫∫
ϕ(yz) d(µ ∗ ν)(y) dσ(z)

=

∫
ϕ d[(µ ∗ ν) ∗ σ].

(١) از لذا ،�ϕ(xy) = ϕ(yx) داریم باشد Gآبلͬ اگر باشد�. Gآبلͬ اگر تنها و اگر است جابه�جایͬ پیچش

باشد x ∈ G در نقطه�ای جرم اندازۀ δx ∈ M(G) اگر دیͽر بیان به .�µ ∗ ν = ν ∗ µ که مͬ�شود نتیجه

∫داریم
ϕ d(δx ∗ δy) =

∫∫
ϕ(uv) dδx(u)dδy(v) = ϕ(xy) =

∫
ϕ dδxy,

نامساوی .�xy = yx اگر تنها و اگر δx ∗ δy = δy ∗ δx بنابراین .�δx ∗ δy = δxy دیͽر�، عبارت به

جبر که مͬ�کند�، تبدیل باناخ جبر ͷی به M(G)را پیچش�، این�که به مͬ�کند اشاره ∥µ ∗ ν∥ ≤ ∥µ∥∥ν∥

است��: ١ در نقطه جرم نام به ،�δ = δ۱ ،�M(G) ضربͬ همانͬ مͬ�شود�. نامیده G روی ∫اندازه
ϕ d(δ ∗ µ) =

∫∫
ϕ(xy) dδ(x) dµ(y) =

∫
ϕ(y) dµ(y) =

∫
ϕdµ

،µ∗(E) = µ(E−۱) به�وسیلۀ µکه −→ µ∗ برگشت ͷیM(G) هم�چنین .�µ ∗ δ = µ مشابه به�طور و

زیرا است برگشت ͷی واقعاً µ −→ µ∗ دارد�. مͬ�شود تعریف
∫
ϕ dµ∗ =

∫
ϕ(x−۱) dµ(x) ∫یا

ϕ d(µ ∗ ν)∗ =

∫
ϕ(z−۱) d(µ ∗ ν)(z)

=

∫∫
ϕ((xy)−۱) dµ(x) dν(y)

=

∫∫
ϕ(y−۱x−۱) dµ(x) dν(y)

=

∫∫
ϕ(yx) dµ∗(x) dν∗(y)

=

∫
ϕ d(ν∗ ∗ µ∗),

.�(µ ∗ ν)∗ = ν∗ ∗ µ∗ بنابراین

از (x, y) −→ xy نͽاشت τ کنیم فرض باشند�. مختلط اندازه�های ،�ν µو کنیم فرض .۵۶.١ قضیه

،�G×G روی f ◦ τ آن�گاه شود�، صفر |µ|-ت.ه. ∗ |ν| که Gباشد روی تابعͬ f اگر Gباشد�. G×Gبه



١۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

روی ×µ|-ت.ه. ν| ،�f ◦ τ تابع ،�f ∈ L۱(G, |µ| ∗ |ν|) اگر بنابراین مͬ�شود�. صفر ×µ|-ت.ه. ν|

و ،�f ◦ τ ∈ L۱(G×G, |µ× ν|) به�علاوه مͬ�شود�. تعریف G×G∫
G

f dµ ∗ ν =

∫
G×G

(f ◦ τ) dµ× ν =

∫
G

∫
G

f(xy) dν(y) dµ(x)

=

∫
G

∫
G

f(xy)dµ(x) dν(y).

کنید�. رجوع [١٩] از ١٩.١٠ قضیۀ به برهان.

|µ|-اندازه ∗ |ν| مجموعۀ هر برای آن�گاه باشند�. ۵۶.١ قضیۀ همانند τ و µ, ν کنیم فرض .۵٧.١ قضیه

و است�، ×µ|-اندازه�پذیر ν| ،�τ−۱(A) ،�A پذیر

µ ∗ ν(A) = µ× ν(τ−۱(A)) =

∫
G

ν(x−۱A) dµ(x) =

∫
G

µ(Ay−۱) dν(y).

کنید�. رجوع [١٩] از ١٩.١١ قضیۀ به برهان.

منفرد µ پیوسته اندازۀ .�µ({x}) = ۰ ،�x ∈ G هر برای اگر مͬ�شود نامیده پیوسته µ اندازۀ تعریف۵٨.١.

باشد موجود B ⊂ X بورل مجموعۀ یعنͬ باشد منفرد λ چپ هار اندازۀ به نسبت µ اگر مͬ�شود نامیده

.�|µ|(Bc) = ۰ و λ(B) = ۰ که

به�وسیلۀ که است تابعͬ g و f پیچش ،�f, g ∈ L۱ اگر .۵٩.١ تعریف

f ∗ g(x) =

∫
f(y)g(y−۱x) dy

مͬ�شود�. تعریف

کرد�: بیان مͬ�توان مختلف فرم چندین در f ∗ g(x)

f ∗ g(x) =

∫
f(y)g(y−۱x) dy

=

∫
f(xy)g(y−۱) dy

=

∫
f(y−۱)g(yx)∆(y−۱) dy

=

∫
f(xy−۱)g(y)∆(y−۱) dy (۵)

است�. G مدولار تابع ∆ : G −→ (۰,∞) که


