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تشͺر و قدردانͬ

عزیزم استاد از است شایسته بسͬ « الخالق یشͺر لم المخلوق یشͺر لم «من مصداق به

سرای گلشن و بخشیدند روشنͬ را دل سرزمین ، خورشید چون کرامتͬ با که شریعتͬ” ”دکتر

نمایم. تشͺر و تقدیر ؛ ساختند بارور سازنده و ساز کار های راهنمایی با را دانش و علم

سپاس چͽونه بخشͬ. مͬ نور را انديشه ظلمت و هستͬ جان ͬͺتاري بخش شماروشنايی

علم تأثير گويم سپاس چͽونه است. يقين و عشق از سرشار كه را شما لطف و مهربانͬ گويم

در آری است. ساخته فروزان وجودم محقر ی كلبه بر را هدايت روشن چراغ كه را شما آموزی

وصف. كلام نه و است سپاس توان نه مرا شما، شͺوه و عظمت همه اين مقابل

گشاده رویی با همواره که دارم را تشͺر کمال ” پژوه حͺیمͬ ”دکتر مشاورم استادِ از همچنین

آورند. مͬ فراهم را دانشجویان تمام و من ذهنͬ ارتقاء ی زمینه شاد ای روحیه و

کنم. تشͺر کشیدند من برای که زحماتͬ تمام خاطر به اللهͬ فتح دکتر از دانم مͬ لازم

مͬ دانشجویان مشͺلات گشای ره همیشه ایمان نیروی با که مهربان و دلسوز متعهد، استادی

باشد. نگهدار و حافظ را عزیزان این خویش پناه در خداوند که است امید باشند.
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چͺیده

به آن صفحاتِ از ͬͺی مرکز در کره نیم برآمدگ̞ͬ با ای دایره خازنِ ͷی ظرفیتِ پژوهش، این در

با خازن ͷی ظرفیتِ ی محاسبه برای کلͬ حالت در است. شده محاسبه محدود اجزاء روش̞

تابع̞ͬ کردنِ کمینه با سپس شده بندی مش صفحات، بین ی ناحیه ابتدا روش، این از استفاده

در موجود هایِ گره تمام̞ͬ در را پتانسیل حاصل، معادلات حل̞ و لاپلاس ی معادله به مربوط

همچنین و پتانسیل این از استفاده با سپس آورده دست به خازن صفحات بین فضایِ در مش

اختلاف و انرژی این داشتن̞ با و شده محاسبه خازن کل̞ انرژیِ المان، ضرایبِ ماتریس̞ ی محاسبه

ͷی برای بعد دو در ابتدا مراحل، این شود. مͬ محاسبه خازن ظرفیتِ صفحات، بین پتانسیل

در پژوهش اصل̞ͬ ی مسئله سپس است. شده گرفته کار به مربعͬ مقطع سطح̧ با انتقال خط˼

برایِ جامع افزاری نرم انسیس افزار نرم است. شده حل انسیس افزار نرم از استفاده با بعد سه

هندسه باشد. مͬ محدود اجزاء روش̞ آن کار اساس̞ و است مهندسͬ و ͷفیزی مسائل̞ انواع̧ حل̞

انتخاب با سپس شود مͬ مدل افزار نرم این در ابتدا پژوهش، این در نظر مورد ی مسئله ی

بین هایِ گره تکِ تک در پتانسیل مرزی، شرایط˼ اعمال از پس و شده بندی مش مناسب، المان

فرمولِ با خازن این ظرفیتِ نتایج، صحتِ بررسͬ برای انتها در شود مͬ محاسبه خازن صفحاتِ

شود. مͬ اثبات آن درست̞ͬ و مقایسه كم، صفحاتِ ی فاصله در ای دایره خازنِ ظرفیتِ

لاپلاس-ظرفیت ی انسیس-معادله افزار محدود-خازن-نرم اجزاء روش کلیدی: کلمات
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١ فصل

پژوهش کلیات

مسئله طرح ١.١

فراوانͬ کاربرد و اهمیت که است جزئͬ مشتقات با دیفرانسیلͬ ای معادله لاپلاس، ی معادله

الͺترومغناطیس(برای چون هایی زمینه به مثال عنوان به دارد. مهندسͬ و ͷفیزی ریاضیات، در

سیالات(تعیین ͷدینامی و جسم) دمای توزیع حرارت(تعیین انتقال پتانسیل)، ی محاسبه

ی حوزه در معادله این مهم کاربردهای از ͬͺی کرد. اشاره توان سیال)مͬ سرعت توزیع

است ͬͺتریͺال المانͬ خازن باشد. مͬ واقعͬ های خازن ظرفیت ی محاسبه الͺترومغناطیس،

کند. ذخیره خود در را ͬͺتریͺال انرژی تواند مͬ و رود مͬ کار به ͬͺترونیͺال مدارهای در که

خازن یعنͬ هستند، آل ایده کاملا́ هایی خازن شوند، مͬ بررسͬ ͷفیزی مسائل در که هایی خازن

خطوط شدن فریز از بتوان که طوری کم، صفحات ی فاصله و بزرگ بسیار صفحات با هایی

ͬͺتریͺال میدان حالتͬ، چنین در کرد. پوشͬ چشم لبه آثار همان یا (Fringing) ͬͺتریͺال میدان

که آید مͬ دست به C = ϵA
d فرمول از خازن ظرفیت و است یͺنواخت کاملا́ ها لبه از دور به

گذردهͬ ضریب ϵو هم از صفحات ی فاصله d خازن، صفحات از ͷی هر مساحت ، A آن در

مͬ رو به رو آنها با عمل در که هایی خازن اما باشد. مͬ صفحات بين ِͷتریͺال دی ͬͺتریͺال

که هنگامͬ یابد. مͬ اهمیت آنها در لبه آثار که محدود صفحات با هستند هایی خازن شویم

نمͬ را دقیق ظرفیت برده نام فرمول شود، مͬ واقع موثر لبه اثرات و نامسطح صفحات، شͺل

علت به ͬͺتریͺال میدان خطوط تغییر همچنین و لبه آثار دقیق، ظرفیت ی محاسبه برای و دهد

١



هایی خازن چنین ظرفیت ی محاسبه که آنجایی از شود. منظور باید صفحات، بودن نامسطح

ممͺن غیر مواردی در یا و مشͺل تحلیلͬ های روش از استفاده با خاص هندسͬ های شͺل با

آورد. روی ظرفیت ی محاسبه برای عددی های روش به باید لذا است

پژوهش روش ٢.١

برنامه و است شده استفاده انسیس افزار نرم ͷكم به محدود اجزاء روش از پژوهش این در

است. شده نوشته فرترن٩٠ زبانِ به موجود، های

پژوهش اهداف ٣.١

آن ی صفحه شͺل که هنگامͬ واقعͬ خازن ͷی ظرفیت ی محاسبه پژوهش، این اصلͬ هدف

اهدافͬ باشد. مͬ محدود اجزاء عددی روش از استفاده با شود، مͬ پدیدار لبه آثار و نامسطح

زیر شرح به بوده پژوهشسهیم این اصلͬ هدف به دستیابی منظور به پژوهش این پیشبرد در که

باشد: مͬ

لاپلاس ی معادله عددی حل های راه چͽونگͬ با ١-آشنایی

خاص مرزی شرط ͷی برای لاپلاس ی معادله ٢-حل

پژوهش ی پیشینه ۴.١

و پژوهشͽران توجه مورد پیش ها مدت از که است موضوعͬ واقعͬ، های خازن در لبه آثار

زمینه این در زیادی های پژوهش است. گرفته قرار برق مهندسͬ و ͷفیزی ی عرصه در محققان

کرد: اشاره زیر موارد به توان مͬ آنها میان از که است گرفته صورت

در پتانسیل ی محاسبه برای فرمولͬ توانست (E.R.Love) لاو نام به فردی ١٩۴٩ سال ١-در

آو̮رد. دست به ای، دایره خازنͬ صفحات بین فضای از نقاط تمام

از استفاده با را عددی حلͬ (D.F.Bartlett) بارلت و (T.R.Corle) ک͒رل ١٩٨۵ سال ٢-در

به ای دایره خازن صفحات بین فضای از نقاط تمام در پتانسیل ی محاسبه برای تکرار روش

٢



کردند. پیشنهاد لبه، آثار انضمام

ماساچوست تکنولوژی ی مؤسسه از (W.C.Chew) چو و (J.A.Kong)١٩٨٠کنگ سال در -٣

صفحات با هایی خازن ظرفیت برای مجانبی فرمولͬ انتگرالͬ، معادلات رویͺرد از استفاده با

ͷتریͺال دی شͺاف توسط که نامتناهͬ موازی های نوار چنین هم و محور هم و یͺسان ای دایره

آوردند. دست به اند، شده جدا هم از

پژوهش ضرورت ۵.١

موازیِ صفحات با خازنͬ یعنͬ گیریم مͬ نظر در آل ایده را خازن ،ͷفیزی مسائل در همیشه

لبه سهم از بتوان نتیجه در و باشد یͺنواخت صفحات بین ͬͺتریͺال میدان طوریͺه به طویل

واقعͬ، دنیای در اما کرد. پوشͬ چشم خازن، ظرفیت و ͬͺتریͺال میدان در خازن صفحات ی

ظرفیتͬ داشتن برای طوریͺه به دارند محدود ای اندازه و دلخواه شͺل با صفحاتͬ ها، خازن

دلخواه، صفحات با خازن همچنین کرد. نظر صرف ها لبه سهم از توان نمͬ قطع طور به دقیق

فضاپیماها، ی بدنه مخابرات، انتقال خطوط از: عبارتند که دارد گوناگونͬ صنعتͬ كاربردهای

العاده فوق دقیق، و درست ظرفیت دانستن کاربردها این ی همه در که ... و خازنͬ های حسͽر

کند. مͬ پیدا اهمیت
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٢ فصل

مسائل در رایج عددی های روش

الͺترومغناطیس

مقدمه ١.٢

دیفرانسیلͬ- یا و انتگرالͬ دیفرانسیلͬ، نوع از توانند مͬ الͺترومغناطیسͬ، مسائل در معادلاتموجود

شوند: مͬ بیان زیر عملͽریِ ی رابطه صورت به کلͬ حالت در معادلات این باشند. انتگرالͬ

Lϕ = g (٢.١)

به g باشد. مͬ انتگرالͬ دیفرانسیلͬ- یا و انتگرالͬ دیفرانسیلͬ، عملͽر ͷی L آن در که

پواسون ی معادله مثال برای شود. تعیین باید که است مجهولͬ تابع Φ و است معروف چشمه

است: زیر شͺل به که بͽیرید نظر در را (Poisson Equation)

−▽2 ϕ =
ρ

ϵ
(٢.٢)

است. ͬͺتریͺال پتانسیل ϕ و است چشمه g = ρ
ϵ و است لاپلاسͬ عملͽر L = −▽2 آن در که

زیر شرح به آنها ترین رایج که دارد وجود معادلات این حل برای متنوعͬ عددی های روش

باشد: مͬ

۴



(Finite Difference Method) محدود تفاضل ١-روش

(Method of Moment) ممان روش -٢

(Finite Element Method) محدود اجزاء ٣-روش

پردازیم. مͬ ها روش این از كدام هر شرح به اختصار به حال

FDM اختصار به یا محدود تفاضل روش ١.١.٢

و است الͺترومغناطیسͬ مسائل حل برای عددی های روش ترین ساده از ͬͺی روش، این

معادلات حل برای مربعات روش عنوان تحت ١٩٢٠ سال در A.Thom تام توسط بار اولین

به دیفرانسیل ی معادله برتبدیل مبتنͬ روش این اساس شد. مطرح خطͬ غير ̞ͬͺهیدرودینامی

زیر تعدادی به مسئله در نظر مورد ی ناحیه مذکور، روش در باشد. مͬ تفاضلͬ ی معادله ͷی

این مرکزیِ نقاط حول مجهول، تابع تیلورِ سری بسط سپس و شود مͬ تقسیم مربعͬ ی ناحیه

بالا(بسته به سوم ی مرتبه یا دوم ی مرتبه جملات از آن از بعد شود. مͬ نوشته مربعͬ نواحͬ

پیوسته تغییرات ترتیب بدین و شود مͬ نظر آوریم)صرف دست به خواهیم مͬ که دقتͬ نوع به

مذکور بسط نوشتن با شود. مͬ گسسته تغییرات نوعͬ به تبدیل زمان و مͺان حسب بر تابع ی

شده حاصل جبری، معادلات از ای مجموعه نظر، مورد ی ناحیه در موجود نقاط ی همه برای

بعداً همزمان(که معادلات دستگاه حل برای موجود عددیِ روشهای از استفاده با آسانͬ به که

ی مرحله سه شامل خلاصه طور به روش این باشد. مͬ حل )قابل شود مͬ بیان فصل همین در

است: زیر اصلͬ

ͷکوچ ی ناحیه زیر تعدادی به مسئله تحلیل̞ مورد ی ناحیه بندی ١-تقسیم

ارز هم تفاضل̞ͬ معادلاتِ توسط مفروض دیفرانسیل̞ͬ معادلات زدن ٢-تقریب

اولیه شرایط˼ و شده تعیین مرزیِ شرایط˼ از استفاده با آمده دست به تفاضل̞ͬ معادلاتِ ٣-حل̞

MOM اختصار به یا ممان روش ٢.١.٢

سال در ( Harrington) هرینگتون و ١٩۶۵ سال در ( Richmond) ریچموند توسط˼ ابتدا روش این

است: زیر اصلͬ ی مرحله چهار شامل و شد مطرح ١٩۶٧

مناسب انتگرال̞ͬ ی معادله آوردنِ دست ١-به
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دیفرانسیلͬ، ی معادله ͷی از مناسب انتگرال̞ͬ ی معادله آوردنِ دست به های راه از ͬͺی

بندیِ فرمول بین اصلͬ ارتباط گرین، تابع است. مسائل نوع اين برای گرین، تابع ساختن

مراجعه [7] مرجع̧ به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای کند. مͬ بیان را دیفرانسیلͬ و انتگرالͬ

کنید.

ماتریسͬ ی معادله به معادله این سازی ٢-گسسته

ماتریس عناصر ی ٣-محاسبه

مطلوب های پارامتر آوردنِ دست به و ماتریسͬ ی معادله ۴-حل

FEM اختصار به یا محدود اجزاء روش ٣.١.٢

روش ترین پرکاربرد و مؤثرترین از ͬͺی است شده استفاده آن از پژوهش این در که روش این

شود. مͬ بیان پرداخت، خواهیم آن به ادامه در که وردشͬ اصل اساس بر و است عددی های

مͬ پرداخته آن به کامل طور به سوم فصل در که است اصلͬ ی مرحله چهار شامل̞ روش این

آمده MOM و FDM هایِ روش از کدام هر با FEM روش̞ ی مقایسه جدولِ دو زیر در شود.

پژوهش این در را آن از استفاده علت همچنین و روش این های مزیت از نمونه چند که است

سازد. مͬ روشن

FEMروش FDMروش

بʿرد مͬ کار به را دلخواهͬ المان نوع هر کند مͬ استفاده مربعͬ المان از تنها

دهد مͬ دقیق جواب گره، معینͬ تعداد با دهد مͬ دقیق گره،جواب زیادی تعداد با

کند مͬ ا˚شغال را کمͬ ی حافظه فضای کند مͬ ا˚شغال را زیادی ی حافظه فضای

است تر کوتاه برنامه، اجرای زمان است تر طولانͬ برنامه، اجرای زمان

FDM,FEM های روش بین ی مقایسه :١.٢ جدول

المان مسئله، تحلیل̞ موردِ ی ناحيه بندیِ تقسیم در ͷکوچ نواح̞ͬ زیر به توضیح:

مͬ نامیده (Node) گره یͺدیͽر، به ها المان اتصالِ نقاط و شود مͬ گفته (Element)

شود.
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FEMروش MOMروش

است مناسب دیفرانسیلͬ معادلات برای است مناسب انتگرالͬ معادلات برای

ندارد گرین تابع ِ ساختن به نیاز دارد گرین تابع ساختن̞ به نیاز

است آسان خطͬ غیر مسائل̞ تمام برای است مشͺل خطͬ غیر مسائل̞ برای

MOM,FEM های روش بین ی مقایسه :٢.٢ جدول

ها وردش حسابِ ٢.٢

مسائل وردشͬ، اصل از استفاده اساس بر FEMروش شد، گفته پیش بخش در که طور همان

دیفرانسیلͬ ی معادله به مربوط (Functional) تابع̞ͬ ابتدا باید روش این در کند، مͬ حل را

اینجا، (در شود اکسترمم تابعͬ، این سپس آید، دست به لاپلاس) ی معادله اینجا، مفروض(در

به پتانسیل) اینجا، (در ϕ مجهولِ تابع آمده، دست به جبری معادلات رویِ از تا شود) کمینه

مͬ دست به نظر مورد تابع̞ͬ مفروض، دیفرانسیلͬ معادلات روی از چͽونه اینکه آید. دست

پردازیم. مͬ آن به ادامه در و شود مͬ مربوط ها وردش حسابِ به که است ای مسئله آید،

بیشینه) (یا کمینه باید که کمیتͬ ها آن در که داریم کار و سر مسائلͬ با ها وردش حساب در

نظر در را زیر انتگرال حالت، ترین ساده عنوان به شود. مͬ ظاهر انتگرال ͷی صورت به شود،

بͽیرید:

I[y] =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx (٢.٣)

وردش حساب اصل̞ͬ ی مسئله است. x, y, y′ = dy
dx تابع̧ ، F(x،y،y’) انتگرالده˼ آن، در که

شود. پایا زیر مرزی شرایط تحت I[y] تابع̞ͬ که طوری به است y(x) تابع یافتن ها،

y(a) = A, y(b) = B (٢.۴)

که مواردی اکثر در اما است زینͬ نقاط و ها بیشینه ها، کمینه ، I[y] پایای مقادیر از منظور

مسئله، این حل از قبل است. کمینه مقدار همان پایا مقدار این داریم، سروکار آنها با ͷفیزی در

تغییر ، y(x) تابع از δyوردش کنیم. معرفͬ دارد، نام وردشͬ نماد که را δ عملͽر که است لازم
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y در تغییر دلیل به است. x مستقل متغیر از ثابت مقدار ͷی ازای به ، y در ͷکوچ نهایت بی

شود: مͬ تعریف زیر صورت به که آید مͬ وجود به F در متناظر تغییری

δF =
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′ (٢.۵)

باشد، F1 = F1(y), F2 = F2(y) اگر بنابراین است، دیفرانسیلͬ عملͽر ͷی با مشابه δ عملͽر

داریم: آنگاه

δ(F1 + F2) = δF1 + δF2 (٢.۶)

δ(F1 F2) = F2 δF1 + F1 δF2 (٢.٧)

δ(
F1

F2
) =

F2 δF1 − F1 δF2

F 2
2

(٢.٨)

δ(F1)
n = n (F1)

n−1 δF1 (٢.٩)

d

dx
(δy) = δ(

dy

dx
) (٢.١٠)

δ

∫ b

a

y(x) dx =

∫ b

a

δy(x) dx (٢.١١)

صفر مساوی آن وردش که است این باشد داشته اكسترمم I[y] تابعͬ اینکه برای لازم شرط

اینکه برای باشد، y(x) در افزایش يك h(x) کنید فرض منظور، این برای ، δI = 0 یعنͬ شود

باید شود، ارضا y(x)+h(x) توسط ی(۴.٢)، معادله

h(a) = h(b) = 0 (٢.١٢)

است: زیر شͺل به ،(٢.٣) ی معادله در I در متناظر افزایش

∆I = I[y + h]− I[y] =

∫ b

a

[F (x, y + h, y′ + h′)− F (x, y, y′)] dx (٢.١٣)

داریم: تیلور بسط بردن كار به با

∆I =

∫ b

a

[Fy(x, y, y
′)h+ Fy′(x, y, y′)h′] dx+ · · · = δI +O(h2) (٢.١۴)

باشد. مͬ δI =
∫ b

a
[Fy(x, y, y

′)h+ Fy′(x, y, y′)h′] dx و Fy = ∂F
∂y , Fy′ = ∂F

∂y′ آن، در که
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داریم: انتگرال در دوم ی جمله برای جزء به جزء گیری انتگرال با

∫ b

a

Fy′(x, y, y′)h′ dx =

∫ b

a

∂F

∂y′
dh

dx
dx = h(x)

∂F

∂y′
|x=b
x=a −

∫ b

a

h(x)
d

dx

∂F

∂y′
dx (٢.١۵)

در و شود مͬ صفر مرز، روی در h(a) = h(b) = 0 شرط دلیل به بالا عبارت در اول ی جمله

داریم: نتیجه

δI =

∫ b

a

[
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

]
h(x) dx (٢.١۶)

یعنͬ شود صفر با مساوی انتگرالده باید شود، δI = 0 اینکه برای حال

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0 (٢.١٧)

(Euler-Lagrange Equation) اویلر-لاگرانژ یا (Euler Equation) اویلر ی معادله معادله، این که

در F(y) تابع که است این باشد داشته اكسترمم ، I[y] اینکه برای لازم شرط پس دارد. نام

ͷی و y ی وابسته متغیر ͷی تنها که بود حالتͬ برای بالا ی ایده کند. صدق اویلر ی معادله

از بیش که است مواردی برای بسط قابل راحتͬ به ایده این اما باشیم، داشته x مستقل متغیر

پردازیم. نمͬ آن به که باشیم داشته وابسته و مستقل متغیر ͷی

(PDE) جزئͬ دیفرانسیلͬ معادلات از تابعͬ ساختن ٣.٢

تابع̞ͬ ͷی بر حاکم متناظرِ دیفرانسیلͬ ی معادله ͷی اویلر، ی معادله که دیدیم قبل، بخش در

تابعͬ ساختن̞ یعنͬ کنیم مͬ دنبال را عکس ی رویه بخش این در کند. مͬ تولید را مفروض

معادله ͷی به مربوط تابعͬ یافتن برای العمل دستور مفروض. دیفرانسیلͬ ی معادله ͷی برای

است: زیر اساسͬ ی مرحله چهار شامل دیفرانسیل، ی

گیری انتگرال و ϕ ی وابسته متغیر از δϕ وردش̞ در Lϕ = g عملͽری ی معادله ١-ضرب

مسئله در نظر مورد یِ ناحیه روی

وردش̞ به مشتق تبدیل برایِ جزء به جزء گیریِ انتگرال یا دیورژانس ی قضیه از ٢-استفاده

δϕ

٩



ها. انتگرال داخل از δ عملͽروردش̞ آوردنِ ٣-بیرون

مرزی شرايط ۴-اعمال

شود. مͬ داده نشان زیر، در مثال ͷی با دستورالعمل این

پواسون ی آوریم.معادله دست به را پواسون ی معادله به مربوط تابعͬ خواهیم مͬ فرضکنید

است: زیر صورت به

▽2ϕ = −f(x, y)

داریم: اول ی مرحله انجام با

δI =

∫∫ [
−▽2 ϕ− f

]
δϕ dx dy = −

∫∫ (
▽2ϕ

)
δϕ dx dy −

∫∫
f δϕ dx dy

زیر متغیرهای تغییر جزء، به جزء گیری انتگرال برای کنیم، مͬ اعمال را دوم ی مرحله حال

دهیم: مͬ انجام را

u = δϕ , dv =
∂

∂x

(
∂ϕ

∂x

)
dx

که طوری به

v =
∂ϕ

∂x
, du =

∂

∂x
δϕ dx

داریم: نتیجه در

−
∫ [∫

∂

∂x

(
∂ϕ

∂x

)
δϕ dx

]
dy = −

∫ [
δϕ

∂ϕ

∂x
−
∫ (

∂ϕ

∂x

)
∂

∂x
δϕ dx

]
dy

بنابراین

δI =

∫∫ [
∂ϕ

∂x

∂

∂x
δϕ +

∂ϕ

∂y

∂

∂y
δϕ − δfϕ

]
dx dy −

∫
δϕ

∂ϕ

∂x
dy −

∫
δϕ

∂ϕ

∂y
dx

کنیم: مͬ اعمال را سوم ی مرحله حالا

δI =
δ

2

∫∫ [(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

− 2fϕ

]
dx dy − δ

∫
ϕ
∂ϕ

∂x
dy − δ

∫
ϕ
∂ϕ

∂y
dx
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