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พ়ࢁඟوदدردای

رياضيدان آری آفريد. ”هندسه” و اساس”حساب” بر را عالم كه را رحيم و رحمان سپاسخداوند و حمد

شͺر هزاران بخشيد. نظم هندسه پايه�ی بر و كرد استوار حساب اساس بر را دنيا چيز همه كه بزرگͬ

كه سپاس صدها و بوده ياور و يار آرزوهايم به نيل در مرا مهرش پر دستان كه را عظيم راهنمای اين

رياضͬ گسترده�ی باب�های از ͬͺي در كوتاه چند هر پژوهشͬ بتوانم تا شد ارزانͬ فرصتͬ پشتيبانيش با

باشم. داشته

و صبر با كه طاهرخانͬ دكتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از مͬ�دانم لازم خود بر اینجا در

محترم داوران از همچنین آورم. جا به را قدردانͬ و تشͺر نهايت بودند بنده راهͽشای و راهنما مهربانͬ

پایان�نامه این داوری که باستانͬ دکتر آقای جناب و ذاکر دکتر آقای جناب محمودیان، دکتر آقای جناب

در كه مͬ�زنم عزيزم مادر و پدر دستان بر بوسه نهایت در دارم. را سپاس نهایت گرفتند عهده بر را

هرگاه که خورشيدهايͬ بودند. تͺيه�گاهم و مشوق تحصيل دوران علͬ�الخصوص زندگͬ دوران تمامͬ

هستند. راهم روشنای مͬ�گرايد ͬͺتاري به برايم دنيا

باشند. پذیرا مرا ͷکوچ سپاس که امید

چهار



چͺیده

عدد است. خوشه�ها و مستقل مجموعه�های به G گراف رأس�های از افرازی G گراف هم�رن�آمیزی

هم�رن�آمیزی ما گرافاست. رأس�های هم�رن�آمیزی برای لازم رن�های تعداد گرافکمترین ͬͽهم�رن

داد. خواهیم ارائه هم�رن�آمیزی برای کران��هایͬ و کرده مطالعه را بحرانͬ هم�رن گراف�های و گراف�ها

و مستقل مجموعه�ی k به Gگراف رأس�های مجموعه از افرازی Gگراف از شͺافته k-رن�آمیزی ͷی

ͷی دارای آن ازای گرافGبه که است kای گرافGکوچ�ͷترین شͺافته�ی ͬͽرن عدد است. خوشه� k

گراف�هایͬ مورد در مطالبͬ گراف�ها شͺافته�ی رن�آمیزی معرفͬ از پس است. شͺافته k-رن�آمیزی

و ͬͽرن عدد شͺافته، ͬͽرن عدد بین ارتباط و بحرانͬ شͺافته�ی گراف�های شͺافته، رن�آمیزی یͺتا با

داد. خواهیم ارائه بحرانͬ شͺافته�ی گراف�های از ساختاری و کرد خواهیم بیان ͬͽهم�رن عدد

شͺافته رن�آمیزی یͺتا شͺافته، ͬͽرن عدد بحرانͬ، هم�رن ،ͬͽهم�رن عدد کلیدی: واژه�های
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پیش�گفتار

مدل�بندی و گراف�ها مطالعه�ی به که است گسسته ریاضیات در مهم موضوع�های از ͬͺی گراف نظریه�ی

که است گسسته مجموعه�ی ͷی برای ریاضͬ مدل ͷی گراف مͬ�پردازد. آن�ها وسیله�ی به مسأ�له�ها

باشند دانشͽاه ͷی دانشجویان مͬ�توانند مجموعه این اعضای دارند. ارتباط هم با طریقͬ به آن اعضای

بین ارتباط و زمین مختلف قسمت�های مͬ�توانند اعضا یا باشد تحصیلͬ رشته�ی هم با آن�ها ارتباط و

١ اویلر کونیͽسبرگ. شهر پل�های مسأله�ی مانند مͬ�کند، مرتبط هم به را آن�ها که باشد پل�هایͬ آن�ها

را گراف نظریه�ی کونیͽسبرگ مسأله�ی حل با ١٧٣۶ سال در سوئیسͬ برجسته�ی فیزیͺدان و ریاضیدان

این نامیدن برای گراف واژه�ی از ١٨٧٨ سال در که بود کسͬ نخستین ٢ سیلوستر اما گذاشت. بنیان

کرد. استفاده ریاضͬ مدل�های

گرافشده نظریه�ی موجبگسترشچشم�گیر آن، کاربردهای در ویژه به ریاضیات در اخیر پیشرفت�های

گوناگون زمینه�های در تحقیق برای مناسبͬ بسیار ابزار گراف نظریه�ی اکنون هم که گونه�ای به است.

است. گردیده زمینه�ها سایر و اجتماعͬ شبͺه�های رایانه�ای، علوم کدگذاری، نظریه�ی مانند

استفاده آن کلͬ رویͺرد است. پرکاربرد و معروف مسائل از ͬͺی گراف رن�آمیزی گراف، نظریه�ی در

کند. رعایت را خاصͬ محدودیت رن�آمیزی این که است یال�ها یا رأس�ها به رن�هایͬ کردن نظیر از

مͬ�شود. نامیده رن�آمیزی اختصار به که است نظر مورد رأسͬ رن�آمیزی حالت ساده�ترین در

مسأله��های بر علاوه دارد. گوناگون تئوری و علمͬ زمینه�های در زیادی کاربردهای گراف رن�آمیزی

١ L. Euler

٢ J. Sylvester

١



رن تعداد حتͬ و رن�آمیزی مختلف روش��های گرفتن نظر در با زمینه، این در شده تعریف ͷکلاسی

این مͬ�شود. حل و تعریف علوم و صنعت در وسیع کاربردهای با متنوعͬ مسأله�های گراف عناصر

است. بیشتر بررسͬ و رشد حال در هنوز علمͬ نظر از مسأله

گراف�های روی بر شده انجام تلاش�های از گراف رن�آمیزی مورد در آمده به�دست نتیجه�های اولین

مشغول ١ گاتری فرانسیس ١٨۵٢ سال در آمد. به�دست نقشه رن�آمیزی مسأله�ی حل برای مسطح

چهار تنها اگرچه است. کافͬ کار این برای رن چهار شد متوجه که بود انͽلستان نقشه�ی رن�آمیزی

رأس�های رن�آمیزی برای اما است نیاز مورد مسطح نقشه�ی ͷی ناحیه�های رن�آمیزی برای رن

است. لازم رن چهار از بیش گاهͬ غیرمسطح گراف�های

کرد. خواهیم معرفͬ را هم�رن�آمیزی عنوان تحت گراف�ها، رأسͬ رن�آمیزی از نوعͬ پایان�نامه این در

پیرامون مطالبͬ و گراف�ها در رن�آمیزی نظریه�ی گراف�ها، اولیه�ی تعاریف دربرگیرنده�ی اول فصل

نظریه�ی و [٣٢] وست گراف نظریه�ی کتاب�های از برگرفته فصل این مطالب است. رمزی نظریه�ی

و کرده معرفͬ را گراف�ها ,j)-رن�آمیزی k) مفهوم دوم فصل در است. [٣] مورتͬ و باندی گراف

کوچ�ͷترین روی و کرد خواهیم بررسͬ را وتری گراف�های بودن ,j)-رن�پذیر k) برای لازم شرایط

معرفͬ را گراف�ها ͬͽهم�رن عدد سپس کرد. خواهیم بحث ندارند ,j)-رن�آمیزی k) که گراف�هایͬ

بیان را است بزرگ ͬͽهم�رن عدد با زیرگرافͬ دارای گراف ͷی شرایط آن تحت که را شرایطͬ و کرده

را بحرانͬ هم�رن مفهوم سوم فصل در است. [١٣] و [١] از برگرفته فصل این مطالب کرد. خواهیم

لازم شرایط و کرد خواهیم بیان [۶] از را هستند بحرانͬ هم�رن که گراف�هایͬ خواص و کرده معرفͬ

فصل این داد. خواهیم قرار بررسͬ مورد را باشد بحرانͬ هم�رن زیرگرافͬ دارای گراف ͷی اینͺه برای

در برد. خواهیم پایان به هستند بحرانͬ هم�رن و بحرانͬ رن که گراف�هایͬ از ساختاری ارائه�ی با را

و کرده معرفͬ را شͺافته رن�آمیزی عنوان تحت گراف�ها، رأسͬ رن�آمیزی از دیͽری نوع چهارم فصل

١ F. Guthrie

٢



عدد شͺافته، ͬͽرن عدد بین ارتباط فصل این در کرد. خواهیم تعریف را گراف�ها شͺافته�ی ͬͽرن عدد

شͺافته رن�پذیر یͺتا گراف�های و بحرانͬ شͺافته�ی گراف�های و نموده بیان را ͬͽهم�رن عدد و ͬͽرن

تأثیر مورد در همچنین داد. خواهیم ارائه را بحرانͬ شͺافته�ی گراف�های از ساختاری و کرده معرفͬ را

[١٣] از برگرفته فصل این مطالب کرد. خواهیم بحث شͺافته ͬͽرن عدد روی یال کردن اضافه و حذف

است. [١۴] و

٣



اول فصل

پیش�نیازها و مقدمات

نظریه�ی مفاهیم با آشنایͬ برای مͬ�شویم. آشنا گراف نظریه�ی اولیه��ی� تعریف�های برخͬ با فصل این در

[١١] دیستل گراف نظریه�ی کتاب ،[٣٢] وست گراف نظریه�ی کتاب به مͬ�توانید قضایا اثبات و گراف

کنید. مراجعه [٣] مورتͬ و باندی گراف نظریه�ی کتاب یا

گراف نظریه�ی اولیه�ی تعریف�های ١.١

در�این�صورت باشد. V ×V از Eزیرمجموعه�ای و ناتهͬ یͷمجموعه�ی V فرضکنید تعریف١.١.١.

اگر مͬ�نامیم. یال�ها مجموعه�ی را E و رأس�ها مجموعه�ی را V گراف، ͷی را G = (V,E) زوج

در گوییم جهت�دار گراف را گراف باشد، مهم E مجموعه�ی اعضای در رأس�ها گرفتن قرار ترتیب

و گراف مرتبه��ی را گراف ͷی رأس�های تعداد مͬ�نامیم. جهت بدون گراف را گراف این�صورت غیر

ͷی به مͬ�دهیم. نشان |E(G)| و |V (G)| با ترتیب به و گوییم گراف اندازه�ی را آن یال�های تعداد
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رأس�های را رأس دو آن باشند متصل هم به یالͬ با رأس دو اگر n-گرافگوییم. ͷی رأسͬ n گراف

یال�های مجموعه و رأس�ها مجموعه اگر مͬ�شود. نامیده طوقه یͺسان سر دو با یال گوییم. مجاور

هیچ اگر است ساده گراف G = (V,E)گراف مͬ�گوییم. متناهͬ گراف را گراف باشد متناهͬ گرافͬ

نباشد. یال ͷی از بیش آن رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�ای

این رأس�های مجموعه باشد. ١.١ شͺل در شده داده نشان گراف G گراف کنید فرض .٢.١.١ مثال

با است برابر گراف

V (G) = {v١, v٢, v٣, v۴, v۵, v۶, v٧},

با است برابر آن یال�های مجموعه و

E(G) = {e١, e٢, e٣, e۴, e۵, e۶, ev, e٨, e٩}.

است. نه اندازه�ی و هفت مرتبه�ی از ساده گراف ͷی گراف این

Gگراف :١.١ شͺل

و ͷی به ͷی تابعͬ اگر تنها و اگر هستند یͺریخت گراف�های H و G گراف دو .٣.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود گراف دو رأس�های مجموعه بین f : V (G) → V (H) به�صورت پوشا

۵



گویند یͺریخت Hرا و Gگراف دو این�صورت در .f(u)f(v) ∈ E(H) اگر تنها و اگر uv ∈ E(G)

.G ∼= H مͬ�نویسند و

هستند یͺریخت اما دارند متفاوتͬ ظاهر اینͺه با ٢.١ شͺل در شده داده نشان گراف دو .۴.١.١ مثال

داریم آن�ها برای و

f(a) = ١, f(b) = ۶, f(c) = ٨, f(d) = ٣, f(g) = ۵, f(h) = ٢, f(i) = ۴, f(j) = ٧.

H و Gریختͺی گراف�های :٢.١ شͺل

را ... و دوبخشͬ گراف کامل، گراف تهͬ، گراف مانند ساده گراف�های انواع بخش این ادامه�ی در

کرد. خواهیم معرفͬ

باشد. نداشته یالͬ هیچ که است گرافͬ تهͬ گراف .۵.١.١ تعریف

نظر در با باشند. مجاور آن رأس دو هر هرگاه گوییم کامل گراف را G ساده�ی گراف .۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Kn با را آن و دارد وجود رأسͬ n کامل گراف ͷی تنها یͺریختͬ گرفتن
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یͷمجموعه�یمستقل نیستند مجاور رأسآن دو هیچ که را V (G) از S زیرمجموعه�ی تعریف٧.١.١.

با Sای ′ مستقل مجموعه�ی هیچ هرگاه مͬ�شود نامیده ماکزیمم S مستقل مجموعه�ی مͬ�نامیم. G از

استقلال عدد را ماکزیمم مستقل مجموعه�ی رأس�های تعداد باشد. نداشته وجود |S| < |S ′| شرط

مͬ�دهیم. نشان α(G) با و نامیم

زیرمجموعه�ی دو به مͬ�توان را آن رأس�های مجموعه که است گرافͬ دوبخشͬ گراف .٨.١.١ تعریف

است Y و X بخش�های با دوبخشͬ گراف ͷی کامل دوبخشͬ گراف کرد. افراز Y و X مستقل

است. متصل Y رأس�های تمامͬ به X از رأس هر آن در به�طوری�که

زیرمجموعه k به مͬ�توان را آن رأس�های مجموعه که است گرافͬ k-بخشͬ گراف .٩.١.١ تعریف

که است گرافͬ کامل k-بخشͬ گراف نͽیرد. قرار زیرمجموعه ͷی در یالͬ هیچ به�طوری�که کرد افراز

است. شده متصل دارند، قرار آن با یͺسان غیر زیرمجموعه�ای در که رأس�هایͬ تمامͬ به رأس هر آن در

بخشͬ سه گراف ͷی H گراف و کامل دوبخشͬ گراف ͷی G گراف ٣.١ شͺل در .١٠.١.١ مثال

است.

H بخشͬ سه گراف و G دوبخشͬ گراف :٣.١ شͺل

از بقیه و n درجه�ی از رأس�ها از ͬͺی و n ≥ ٣ به�طوری�که رأس n+ ١ با گراف هر .١١.١.١ تعریف

در مͬ�دهیم. نشان Wn با را رأسͬ n + ١ چرخ گراف مͬ�نامیم. چرخ یͷگراف را باشند سه درجه�ی

مͬ�شود. نامیده مرکزی رأس n درجه�ی از رأس رأسͬ، n+ ١ چرخ گراف
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مͬ�کنید. مشاهده را رأس نه با چرخ گراف ͷی ۴.١ شͺل در .١٢.١.١ مثال

W٨ گراف :۴.١ شͺل

دو آن در به�طوری�که است V (G) رأس�های با ساده�ای گراف G ساده�ی گراف مͺمل تعریف١٣.١.١.

G با را G گراف مͺمل باشند. غیرمجاور G گراف در رأس�ها آن اگر تنها و اگر هستند مجاور رأس

مͬ�دهیم. نشان

مͬ�کنید. مشاهده را آن مͺمل و گراف ͷی ۵.١ شͺل در .١۴.١.١ مثال

آن مͺمل و Gگراف :۵.١ شͺل

اگر .E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) هرگاه مͬ�نامیم G زیرگراف را H گراف .١۵.١.١ تعریف

داشته هرگاه مͬ�نامیم Gگراف سره�ی زیرگراف را H گراف .H ⊆ G مͬ�نویسیم باشد Gزیرگراف H

که صورتͬ در .H ⊂ G مͬ�نویسیم باشد G سره�ی زیرگراف H اگر .H ̸= G و H ⊆ G باشیم

نامیم. فراگیر زیرگراف را آن کند، صدق V (H) = V (G) شرط در H زیرگراف

٨



رأس�های مجموعه Gکه از زیرگرافͬ باشد. V از ناتهͬ زیرمجموعه�ای V ′ فرضکنید تعریف١.١.١۶.

واقع V ′ در آن�ها سر دو هر که باشد Gگراف از یال�هایͬ مجموعه با برابر آن یال�های مجموعه و V ′ آن

G القایͬ زیرگراف آن به و مͬ�دهیم نمایش G [V ′] با و مͬ�نامیم V ′ توسط شده القا زیرگراف است،

مͬ�گوییم. V ′ رأس�های روی

است G گراف متمایز دو به دو رأس�های از دنباله�ای v رأس به u رأس از یͷمسیر .١٧.١.١ تعریف

یال�های تعداد به هستند. مجاور دنباله این متوالͬ رأس دو هر و مͬ�شود ختم v به و آغاز u از به�طوری�که

مͬ�شود. گفته مسیر طول مسیر ͷی

n از متشͺل n ≥ ٣ شرط با v١, v٢, ..., vn+١ = (v١) به�صورت دنباله�ای دور ͷی .١٨.١.١ تعریف

با را رأسͬ n دور هستند. مجاور دنباله این متوالͬ رأس دو هر به�طوری�که است متمایز دو به دو رأس

مͬ�دهیم. نشان Cn

باشد. داشته وجود مسیر ͷی آن رأس دو هر بین هرگاه گوییم همبند را G گراف .١٩.١.١ تعریف

V (G) از افرازی بنابراین مͬ�دهد. تشͺیل V (G) رأس�های مجموعه روی هم�ارزی رابطه�ی ͷی همبندی

متصل هم به مسیری با v و uرأس دو آن در که دارد وجود Vi و ...،V٢ ،V١ ناتهͬ زیرمجموعه�های به

G [Vi] و ...،G [V٢] ،G [V١] زیرگراف�های باشند. یͺسانͬ Vi به متعلق دو هر اگر تنها و اگر هستند

مͬ�شوند. نامیده Gگراف همبندی مؤلفه�های

همبندی مؤلفه�ی دو با ناهمبند گرافͬ H گراف و همبند گرافͬ Gگراف ۶.١ شͺل در .٢٠.١.١ مثال

است.

درختمͬ�نامیم. را دور بدون همبند گراف ͷی .٢١.١.١ تعریف

بیش طول به القایͬ دور هیچ هرگاه �گوییم شده مثلث�بندی یا گرافوتری گرافGرا تعریف٢٢.١.١.

باشد. نداشته سه از

نیز ٧.١ شͺل در ندارند. دوری هیچ چون هستند. وتری گراف�های درخت�ها تمامͬ .٢٣.١.١ مثال
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H ناهمبند گراف و G همبند گراف :۶.١ شͺل

است. شده داده نشان وتری گراف ͷی

وتری گراف :٧.١ شͺل

G [S] به�طوری�که است V (G) از S مانند زیرمجموعه�ای G گراف از خوشه ͷی .٢۴.١.١ تعریف

G از مستقل مجموعه�ی ͷی S اگر تنها و اگر است G از خوشه ͷی S وضوح به باشد. کامل گرافͬ

ω(G) با را آن و است G گراف از خوشه بزرگ�ترین اندازه�ی با برابر G گراف خوشه�ای عدد باشد.

مͬ�دهیم. نشان

خوشه�ای ͬͽرن گرافعدد ͷی پوشاندن برای نیاز مورد خوشه�های تعداد کمترین به .٢۵.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان θ(G) با را آن و گوییم

یعنͬ گراف دو این مجزای اجتماع این�صورت در باشند، گراف دو H و G اگر .٢۶.١.١ تعریف
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