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چͺیده
مͬ�پردازیم. تجزیه حوزه�های و یͺتا تجزیه حوزه�های بررسͬ به ابتدا پایان�نامه این در
غیریͺه غیرصفر عنصر هر برای اگر گوییم، (HFD) نیم�تجزیه حوزه را R تجزیه حوزه
تحویل�ناپذیر R در ها bj و ها ai که به�طوری ،a١a٢ . . . an = b١b٢ . . . bm باشیم داشته
قرار بررسͬ مورد را نیم�تجزیه حوزه�های ویژگͬ�های سپس .n = m آن�گاه باشند،
،a١a٢ . . . an = b١b٢ . . . bn اگر مͬ�نامیم، OHFD را R تجزیه حوزه هم�چنین مͬ�دهیم.
حداقل ها ai عناصر از کدام هر آن�گاه باشند، تحویل�ناپذیر R در ها bj و ها ai آن در که
UFD با OHFD حوزه�های مͬ�دهیم نشان پایان در باشد. ͷشری ها bj عناصر از ͬͺی با

هستند. معادل ها
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ت

චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

امید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استادان بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ،آذرن البرز دکتر آقای جناب و کرم�زاده علͬ

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این بزرگواران، این ارزنده� راهنمایͬ�های
در که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه مهربانم اساتید تمامͬ از که مͬ�دانم لازم همچنین
و داده قرار عنایت و لطف مورد مرا خود شائبه�ی بͬ کم�ͷهای با تحصیل طول تمامͬ

آورده�اند. فراهم اینجانب پیشرفت برای را زمینه
سبزشان و گرم حضور همواره و شدند یار مرا گونه هر به که دوستانم تمام از سپاس�گزارم و
مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در کردم. احساس را

مͬ�کنم. ستایش را مقدسشان وجود خدا، از بعد و عزیزم

طاଽی ࢯ૱نต౹۱۳۹۲ه
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پیشͽفتار

هر اگر مͬ�نامیم، (UFD) یͺتا تجزیه حوزه ͷی را R صحیح حوزه مͬ�دانید که همان�طور

باشیم: داشته اگر و کرد تجزیه تحویل�ناپذیر عناصر به بتوان را R غیریͺه�ی غیرصفر عنصر

a١a٢ . . . an = b١b٢ . . . bm

آن�گاه: باشند، تحویل�ناپذیر R در ها bj و ها ai که به�طوری

n؛ = m (١)

هرگاه به�علاوه (٢)

a١a٢ . . . an = b١b٢ . . . bn

از ͬͺی با حداقل ها ai عناصر از کدام هر آن�گاه تحویل�ناپذیراند، R در ها bj و ها ai آن در که

شرط در و باشد تجزیه اگر گوییم UFD حوزه ͷی را R واقع در باشد. ͷشری ها bj عناصر

نیم�تجزیه حوزه�های را کند صدق (١) شرط در که را تجزیه حوزه�های کند. صدق (٢) و (١)

مͬ�نامیم. OHFD را کند صدق آن (٢) شرط در که تجزیه�ای حوزه��های و مͬ�نامیم (HFD)

یͺتا تجزیه حوزه�های ویژگͬ�های و مͬ�پردازیم مقدماتͬ مفاهیم یادآوری به اول فصل در

توسیع�های بررسͬ به داریم قصد پایان�نامه این در مͬ�کنیم. بیان را نیم�تجزیه حوزه�های و

حلقه�های روی آن خاصیت که یͺتا تجزیه حوزه�های علͬ�رغم بپردازیم. نیم�تجزیه حوزه�های

صورت این به نیم�تجزیه حوزه�های در مͬ�شود حفظ آن صحیح بستار یا و آن چند�جمله�ای

نیم�تجزیه حوزه�های را خواص این لزوما که آورده�ایم را مثال�هایͬ منظور این برای نمͬ�باشد،



٢ پیشͽفتار

در R آن�گاه باشد HFD ͷی R[x] اگر مͬ�دهیم نشان اول فصل انتهای در نمͬ�کنند. حفظ

حلقه�های در مͬ�دهیم نشان قضیه این به�واسطه و بود خواهد صحیح بسته کسرهایش میدان

مͬ�باشند. معادل R[x١ . . . xn] حلقه�های بودن HFD با R[x] حلقه�های بودن HFD نوتری،

نمͬ�باشد. نیم�تجزیه لزوماً نیم�تجزیه حوزه ͷی صحیح بستار شد، اشاره قبل در که همان�طور

نیم�تجزیه حوزه که مͬ�دهیم نشان و مͬ�سازیم را حلقه�ای مرحله چند طͬ در دو فصل در

کرول، حوزه�های در که باشیم داشته توجه نیست. نیم�تجزیه آن صحیح بستار ولͬ است

نمͬ�باشد صورت این به کلͬ حالت در ولͬ مͬ�باشد نیم�تجزیه نیم�تجزیه، حوزه ͷی توسیع

حلقه ͷی توسیع که کرد مطرح مͬ�توان فرض�هایͬ، افزودن با حدس، ͷی حد در فقط ولͬ

حدس این اصلاح به دوم فصل ادامه در مͬ�نماید. حفظ را بودن نیم�تجزیه خاصیت HFD

و مͬ�کنیم تعریف نیم�تجزیه حوزه ͷی کسرهای میدان روی را نͽاشت مرز و مͬ�پردازیم

ͷی نیم�تجزیه، حوزه ͷی زبرحلقه تحویل�ناپذیر عناصر تمام نͽاشت مرز اگر مͬ�دهیم نشان

است. نیم�تجزیه نیز حوزه آن زبرحلقه�ی گرفت نتیجه مͬ�توان باشد،

چه تا حوزه�ها این مͬ�کنیم بررسͬ و مͬ�پردازیم OHFD حوزه�های به سوم فصل در

ͷی OHFD هر واقع در که مͬ�دهیم نشان و مͬ�باشد ͷنزدی یͺتا تجزیه حوزه�های به اندازه

بررسͬ این�که برای این�رو از مͬ�باشد. معادل UFD با OHFD بنابراین و مͬ�باشد HFD

بدهیم. قرار بررسͬ مورد را آن دوم شرط کافͬ�است است UFD حلقه�ای کنیم

نیم�تجزیه» حوزه صحیح بستار » مقاله�ی دو از برگرفته پایان�نامه این که است ذکر به لازم

(٢٠٠٣) سال در اول مقاله�ی که مͬ�باشد کویͺندل جیم نوشته یͺتا» تحزیه «حوزه مقاله�ی و

کنید. نͽاه [١٨] و [١٧] مراجع به یافته�اند. نشر و چاپ (٢٠١١) سال در دوم مقاله�ی و



١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

تعریف را ارزیاب دامنه جمله از مͬ�کنیم. بیان را مقدماتͬ قضایای و تعاریف فصل این در

دامنه�های بعدی بخش در مͬ�پردازیم. گسسته ارزیاب حلقه�های معرفͬ به ادامه در و مͬ�کنیم

معرفͬ را کلاسͬ گروه سپس مͬ�کنیم. بیان آن�ها اساسͬ قضایای همراه به را کرول و ددکیند

حوزه�های معرفͬ به ادامه در مͬ�کنیم. ذکر اصلͬ ایدال حوزه�های با را آن ارتباط و کرده

بسته�ی کسرهایش میدان در یͺتا تجزیه حوزه هر مͬ�دهیم نشان مͬ�پردازیم. یͺتا تجزیه

عنوان به مͬ�پردازیم. یͺتا تجزیه حوزه�های از خواصͬ ذکر به هم�چنین است. صحیح

آن مبحث سرانجام باشد. مͬ یͺتا تجزیه حوزه یͺتا، تجزیه حوزه ͷی موضع�سازی مثال،

سپس مͬ�رسانیم. پایان به نباشد یͺتا تجزیه حوزه که تجزیه حوزه ͷی از مثالͬ با را قسمت

واقع در مͬ�کنیم. ذکر را آن�ها مهم قضایای و مͬ�پردازیم نیم�تجزیه حوزه�های معرفͬ به

ͷکم نیم�تجزیه حوزه�های شناخت در بتوان آنها واسطه�ی به که مͬ�کنیم مطرح را قضایایͬ

که حوزه�هایͬ از هم�چنین آورد. خواهیم حوزه�ها از این�گونه از مثال�هایͬ آن راستای در و کرد

مͬ�کنیم نشان خاطر مͬ�کنیم. مطرح مثال�هایͬ نمͬ�باشند یͺتا تجزیه ولͬ هستند نیم�تجزیه

نمͬ�باشند. نیم�تجزیه لزوماً نیم�تجزیه، حوزه�های توسیع یͺتا، تجزیه حوزه�های خلاف بر که

٣



۴ مقدمات و تعاریف .١

حوزه��ی آن چندجمله�ای�های حلقه که به�طوری مͬ�آوریم نیم�تجزیه یͷحوزه از مثالͬ رو این از

نیم�تجزیه�ای خواص با چندجمله�ای حلقه�های به فصل این ١.۴ بخش در نباشد. نیم�تجزیه

R حلقه آن�گاه باشد، نیم�تجزیه حوزه ͷی R[x] اگر که دید خواهیم گزاره�ای در مͬ�پردازیم.

رو این از مͬ�باشد کسرهایش میدان در صحیح بسته�ی ͷی و مͬ�باشد نیم�تجزیه حوزه ͷی

دامنه ͷی R (١) برقرارند: شرایط این آن�گاه باشد، نوتری حلقه ͷی R اگر مͬ�گیریم نتیجه

است HFD ͷی R[x١, . . . , xn] (٣) است؛ HFD ͷی R[x] (٢) |Cl(R)|؛ ≤ ٢ با کرول

است. HFD ͷی R[x١, . . . , xn] که دارد وجود n ≥ ١ (۴) n؛ ≥ ١ هر برای

مقدماتͬ تعاریف ٢.١

باشد. R روی مستقل) (متغیری مجهول ͷی x و حلقه ͷی R کنید فرض .١.٢.١ تعریف

یعنͬ باشد. R در ضرایب با ،x حسب بر چندجمله�ای�ها مجموعه R[x] کنید فرض

R[x] = {a٠ + a١x+ . . .+ arx
r : ai ∈ R, r ∈ Z+}.

چندجمله�ای�های g(x) = b٠+ b١x+ . . .+ bsx
s و f(x) = a٠+a١x+ . . .+arx

r کنید فرض

i هر برای و r = s اگر تنها و اگر f(x) = g(x) صورت این در باشند. R[x] در دلخواهͬ

حلقه تشͺیل زیر ضرب و جمع عمل با R[x] ،r ≤ s اگر هم�چنین .ai = bi ،٠ ≤ i ≤ r که

مͬ�دهد.

f(x) + g(x) = (a٠ + b٠) + (a١ + b١)x+ . . .+ (ar + br)x
r + br+١x

r+١ + . . .+ bsx
s

خاص، حالت در .ck =
∑k

i=٠ aibk−i آن در که f(x)g(x) =
∑r+s

k=٠ ckx
k و

p(x) = a٠ + a١x+ هرگاه .ai = ٠ ،i هر برای اگر تنها و اگر a٠ + a١x+ . . .+ arx
r = ٠

مͬ�نامند. p(x) درجه را r و p(x) پیشروی ضریب را ar آن�گاه ،ar ̸= ٠ و . . . + arx
r ̸= ٠

ͷی مͬ�نامند. p(x) ثابت جمله را a٠ هم�چنین مͬ�دهند. نشان deg p(x) با را p(x) درجه



۵ مقدماتͬ تعاریف .٢.١

هم�چنین مͬ�نامند. صفر ثابت با چندجمله�ای را باشد صفر آن ثابت جمله که چندجمله�ای

مͬ�شود. نامیده تͺین چندجمله�ای است، ١ آن پیشروی ضریب که غیرصفری چندجمله�ای

به�طور ،x١, . . . , xn متغیر n با چندجمله�ای�ها خلقه باشد، حلقه ͷی R هرگاه تعریف٢.٢.١.

n با چند�جمله�ای�ها حلقه و است R[x] حلقه همان R[x١] حلقه مͬ�شود. تعریف استقرایͬ

مͬ�باشد. R[x١, . . . , xn−١] حلقه روی xn متغیر با چندجمله�ای�ها حلقه ،x١, . . . , xn متغیر

داریم: و مͬ�دهند نشان R[x١, . . . , xn] با را حلقه این

R[x١, . . . , xn] = {f =
∑

aix
i١
١ . . . xin

n |ai ∈ R; ij ∈ Z+}.

دو g(x) = b٠ + b١ . . .+ bmx
m و f(x) = a٠ + a١x . . .+ anx

n کنیم فرض .٣.٢.١ قضیه

.m > ٠ و بوده F از ناصفر عناصری bm و an و است میدان ͷی R که باشند R[x] از عنصر

به�طوری دارند وجود R[x] در r(x) و q(x) فرد به منحصر چندجمله�ای�های صورت این در

کمتر g(x) درجه�ی از r(x) درجه�ی یا r(x) = ٠ آن در که f(x) = g(x)q(x) + r(x) که

است.

شود. مراجعه ١.۶.۵ قضیه [٢] به برهان.

هرگاه گویند، تحویل�ناپذیر را f(x) ∈ R[x] ثابت غیر چندجمله�ای .۴.٢.١ تعریف

.g(x) درجه یا مͬ�باشد صفر h(x) درجه یا صورت این در f(x) = g(x)h(x)

عاد R[x] در را f(x) چندجمله�ای g(x) گوییم f(x), g(x) ∈ R[x] ازای به .۵.٢.١ تعریف

.f(x) = g(x)q(x) که به�طوری شود یافت q(x) ∈ R[x] اگر مͬ�کند

تحویل�ناپذیر چندجمله�ای ͷی p(x) کنیم فرض باشد. میدان ͷی R گیریم .۶.٢.١ قضیه

کند، عاد r(x), s(x) ∈ R[x] ازای به را r(x)s(x) حاصل�ضرب p(x) هرگاه باشد. R[x] در

کرد. خواهد عاد را s(x) یا r(x) یا p(x) آن�گاه



۶ مقدمات و تعاریف .١

شود. مراجعه ١٨.۶.۵ قضیه [٢] به برهان.

مͬ�توان را f(x) ∈ R[x]ثابت غیر چندجمله�ای هر آن�گاه باشد، میدان R هرگاه .٧.٢.١ قضیه

حد در تجزیه این و کرد تجزیه تحویل�ناپذیر چندجمله�ای�های از حاصل�ضربͬ به R[x] در

است. منحصربه�فرد یͺه عوامل و ترتیب

شود. مراجعه ٢٠.۶.۵ قضیه [٢] به برهان.

بسته�ی زیرمجموعه�ی ͷی را S است. R از زیرمجموعه�ای S کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

.xy ∈ S باشیم داشته x, y ∈ S هر برای و ٠ /∈ S و ١ ∈ S هرگاه مͬ�گویند، R حلقه از ضربͬ

بسته مجموعه ͷی S = R \ P آن�گاه باشد، R حلقه از اولͬ ایدال P اگر .٩.٢.١ مثال

دهیم نشان باید حال .٠ /∈ S پس ٠ ∈ P و ١ ∈ R \ P بنابراین ١ /∈ P زیرا است. ضربͬ

P چون و s١s٢ ∈ P این�رو از ،s١s٢ /∈ S کنید فرض .s١s٢ ∈ S آن�گاه ،s١, s٢ ∈ S اگر که

.s١s٢ ∈ S بنابراین است. تناقض که ،s٢ ∈ P یا s١ ∈ P نتیجه در است اول ایدال

مشابه آن�گاه باشد، R حلقه�ی اول ایدال�های از خانواده�ای {Pi}i∈I هرگاه .١٠.٢.١ مثال

حلقه از ضربͬ بسته�ی زیرمجموعه�ی ͷی S = R \
∪

i∈I Pi که داد نشان مͬ�توان بالا مثال

است. R

روی را ∼ رابطه�ی باشد. R از ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S کنید فرض .١١.٢.١ لم

(a, s), (b, t) ∈ R× S هر ازای به مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به R× S

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(ta− sb) = ٠

است. R× S روی هم�ارزی رابطه�ی ͷی ∼ صورت این در

شود. مراجعه ٢.۴.٣ قضیه [١۶] به برهان.
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(a, s) شامل هم�ارزی رده�ی ،(a, s) ∈ R×S ازای به بالا، فرضیات با (١) .١٢.٢.١ ملاحظه

S−١R صورت این در مͬ�دهند. نمایش RS با را ∼ هم�ارزی رده�های تمام مجموعه و a

s
با را

عمل�های تحت
a

s

b

t
=

ab

st
و a

s
+

b

t
=

ta+ sb

st

حلقه این است. تعویض�پذیر حلقه�ای ،S به متعلق های s, t و R به متعلق های a, b ازای به

معمولا˟ مͬ�نامند. S به نسبت R کسرهای حلقه�ی مͬ�دهند، نشان S−١R یا RS با که را جدید

مͬ�نامند. نیز S به نسبت R موضع�سازی را آن

است. ١/١ آن ضربͬ وهمانͬ ◦/١ ،RS حلقه�ی جمعͬ همانͬ (٢)

وجود t ∈ S اگر تنها و اگر a/s = ◦RS
صورت این در ،s ∈ S و a ∈ R کنید فرض (٣)

.ta = ◦ یعنͬ .t(١a− s◦) = ◦ که باشد داشته

نامیده طبیعͬ هم�ریختͬ ،a ∈ R هر برای f(a) = a/١ ضابطه�ی با f : R −→ RS (۴)

و مͬ�شود

ker(f) = {a ∈ R|ta = ◦ که باشد tموجود ∈ S}.

هم�ریختͬ f : R −→ RS و R حلقه�ی از ضربͬ بسته�ی زیرمجموعه�ی ͷی S اگر (۵)

آن�گاه: باشد، طبیعͬ

است. آن وارون ١/s و است یͺال Rs در f(s) = s/١ ،s ∈ S هر برای (الف)

a/s = صورت به مͬ�توان را s ∈ S و a ∈ R آن در که RS حلقه�ی از a/s عضو هر (ب)

.a/s = (a/١)/(s/١) = (a/١) · (s/١)−١ = f(a)(f(s))−١ زیرا: نوشت. f(a)(f(s))−١

آن�گاه باشد، R در ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S و حلقه ͷی R هرگاه .١٣.٢.١ گزاره

.I ∩ S ̸= ∅ اگر وتنها اگر IS = RS به�علاوه .I ⊴ R که اند IS فرم به دقیقاً RS ایدال�های

شود. مراجعه ۴.٨ گزاره [١] به برهان.
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مجموعه نشان�دهنده�ی را Spec(R) باشد. تعویض�پذیر حلقه ͷی R گیریم تعریف٢.١.١۴.

با را R حلقه ماکسیمال ایدال�های تمام مجموعه هم�چنین است. R اول ایدال�های تمام

مͬ�دهیم. نمایش U(R) با را R حلقه در یͺه عناصر مجموعه و Max(R)

آن�گاه باشد، R در ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S و حلقه ͷی R هرگاه .١۵.٢.١ قضیه

Spec(R) = {PS|P ∈ Spec(R), P ∩ S = ∅}

دارد: وجود زیر مجموعه�ی دو بین شمول حافظ دوسویͬ تناظر واقع در ∑و
= {P ∈ Spec(R)|P ∩ S = ∅} −→ Spec(RS)

P −→ PS

هم�چنین

Max(RS) = {QS|Q ∈ Max(
∑

)}

شود. مراجعه ٣.١١ گزاره [١١] به برهان.

n ≥ ٠ برای P١, . . . Pn ∈ Spec(R) و باشد I, J,K ⊵ R و R کنیم فرض .١۶.٢.١ قضیه

I, J, P١, . . . , Pn ایدال از ͬͺی در K صورت این در .K ⊆ I∪J ∪P١∪ . . .∪Pn که به�طوری

دارد. قرار

شود. مراجعه ١.١١ قضیه [١١] به برهان.

S١ ⊂ که باشند R دامنه�ی در ضربͬ بسته�ی مجموعه�های S٢ و S١ هرگاه .١٧.٢.١ ملاحظه

چون لذا ،P ⊆ Q که باشند اول ایدال�های Q و P اگر هم�چنین .RS١ ⊆ RS٢ آن�گاه ،S٢

.RQ ⊆ RP رو این از ،R \Q ⊆ R \ P
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بسته�ی زیرمجموعه�ی S = R\{◦} و باشد صحیح یͷحوزه R حلقه اگر (١) .١٨.٢.١ تذکر

کسرهای میدان همان دقیقاً S به نسبت R کسرهای حلقه صورت این در باشد، R از ضربͬ

.RS = { r
s
|r ∈ R, s ∈ R, s ̸= ◦} = Q(R) زیرا مͬ�دهند. نشان Q(R) با را آن و است R

s, s′ ∈ S و a, b ∈ R ازای به RS حلقه در و باشد صحیح حوزه�ی ͷی R هرگاه (٢)

از زیرا t(as′ − bs) = ◦ که دارد وجود t ∈ S تعریف مطابق آن�گاه ،a
s
=

b

s′
باشیم داشته

.as′ = bs پس t ̸= ◦ و است حوزه R که آن�جا

آن�گاه باشد، R حوزه�ی در ضربͬ بسته مجموعه ͷی X اگر (٣)

R ⊆ RX ⊆ Q(R).

توجه با زیرا دارند. قرار Q(R) در و هستند R شامل R موضع�سازی�های تمام دیͽر، بیان به

برای گیریم است. ͷی به ͷی f هم�ریختͬ دهیم نشان است کافͬ ،١٢.٢.١ ملاحظه به

این و rt = ◦ که به�طوری دارد وجود t ∈ X ͷی رو این از f(r) = r/١ = ◦ دلخواه، r ∈ R

.R ⊆ RX و است ͷی به ͷی f بنابراین .r = ◦ مͬ�کند ایجاب

شبه�موضعͬ حلقه�ی دارد ماکسیمال ایدال ͷی دقیقاً که را R حلقه�ی .١٩.٢.١ تعریف

ایدال M هرگاه صورت این در مͬ�نامیم. موضعͬ را آن باشد، نیز نوتری ،R هرگاه مͬ�نامیم.

U(R) = R \ M حالت این در به�وضوح .(R,M) مͬ�نویسیم باشد، R یͽانه�ی ماکسیمال

ایدال متناهͬ تعداد فقط که حلقه�ای مͬ�نامیم. R باقیمانده�ای میدان یا هیات را R/M و

مͬ�نامیم. شبه�نیمه�موضعͬ را دارد ماکسیمال

این در .S = R \
∪n

i=١ Pi و P١, . . . , Pn ∈ Spec(R) و حلقه ͷی R اگر .٢٠.٢.١ مثال

١۵.٢.١ قضیه مطابق که کنید توجه ابتدا زیرا است. شبه�نیمه�موضعͬ حلقه ͷی RS صورت

داریم:

Spec(RS) = {PS|P ∈ Spec(R), P ∩ S = ∅} = {PS|P ∈ Spec(R), P ⊆
n∪

i=١
Pi}
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= {PS|P ∈ Spec(R), P ⊆ Pi}

و n = ١ هرگاه خاص حالت در .Max(RS) = {S−١P١, . . . , S−١Pn} نتیجه در

که است واضح حال مͬ�دهیم. نشان RP با را RS کسرهای حلقه�ی معمولا˟ آن�گاه ،P = P١

است. موضعͬ شبه حلقه�ای RP لذا .Max(RP ) = {PP}

را R ماکسیمال ایدال�های همه اشتراک است. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢١.٢.١ تعریف

شبه�موضعͬ حلقه در وضوح به مͬ�دهیم. نمایش J(R) با و مͬ�نامیم R جیͺوبسن رادیͺال

.J(R) = M داریم: M یͽانه�ی ماکسیمال ایدال با R

.١ + J(R) ⊆ U(R) که داد نشان مͬ�توان باشد. حلقه ͷی R گیریم .٢٢.٢.١ ملاحظه

.١+M ⊆ U(R) آن�گاه ،M ماکسیمال ایدال با باشد شبه�موضعͬ R حلقه اگر که است واضح

نشان مͬ�توان باشد. ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ،S و حلقه ͷی R کنید فرض .٢٣.٢.١ تذکر

.(R[x])S ∼= RS[x] که داد

مͬ�نویسیم و باشد F Kزیرمیدان هرگاه Kگوییم، میدان توسیع را F میدان تعریف٢.١.٢۴.

روی برداری فضای ͷی F صورت این در مͬ�نامیم. میدان�ها از توسیع ͷی را آن و K ⊆ F

نامتناهͬ یا متناهͬ توسیع ͷی را F مͬ�دهیم. نمایش [F : K] با را آن بعد که است K

باشد. نامتناهͬ یا متناهͬ [F : K] هرگاه گوییم،

T آنͽاه باشد، زیرحلقه عنوان به R حلقه شامل که باشد حلقه�ای T اگر .٢۵.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. R از حلقه�ای توسیع ͷی را

روی را x ∈ T صورت این در باشد. R حلقه از توسیع ͷی T کنیم فرض .٢۶.٢.١ تعریف

وجود یعنͬ باشد. R روی (ناصفر) تͺین چندجمله�ای ͷی ریشه x هرگاه مͬ�نامیم صحیح R

xn+an−١xn−١+....+a١x+a+٠ = ٠. که طوری به an−١, ...., a٠ ∈ R و n ∈ N باشد داشته
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توان�های پوچ مجموعه از عضو هر باشد، حلقه�ای توسیع ͷی R ⊆ T هرگاه .٢٧.٢.١ مثال

.xn = ٠ که ،n دارد وجود باشد، T از توانͬ پوچ عضو x اگر زیرا است. صحیح R روی T

مͬ�گیریم. نظر در f(t) = tn ∈ R[t] را، تͺین چندجمله�ای بنابراین

تͺین چندجمله�� زیرا است. صحیح R روی t آنͽاه t ∈ R هرگاه .٢٨.٢.١ مثال

f(t) = ٠. داریم که طوری به دارد وجود f(x) = x− t ∈ R[x]

T از عناصری تمام مجموعه باشد. R حلقه از توسیعͬ T کنیم فرض .٢٩.٢.١ تعریف

T در R صحیح بستار را آن و مͬ�دهیم نمایش R′
T یا R با را باشند صحیح R روی که

توسیع را R ⊆ T توسیع و مͬ�نامیم. صحیح بسته T در را R آنͽاه R = R′
T اگر مͬ�نامیم.

T توسیع صورت این در باشد صحیح R روی x ∈ T عضو هر اگر و مͬ�نامیم صحیح بسته

مͬ�نامیم. صحیح توسیع ͷی Rرا روی

آنͽاه باشد صحیح Z روی x ∈ Q اگر مͬ�باشد. Z حلقه از توسیعͬ ͷی Q .٣٠.٢.١ مثال

مͬ�باشد. صحیح بسته ͷی Z نتیجه در x ∈ Z

باشند، صحیح R روی u, v ∈ T و باشد حلقه�ها از توسیعͬ R ⊆ T هرگاه .٣١.٢.١ گزاره

شامل T از زیرحلقه ͷی R بنابراین هستند. صحیح R روی نیز uv و u+ v صورت این در

است. R

شود. مراجعه ١٣ قضیه [٧] به برهان.

است. صحیح توسیع ͷی Z[i] = {a+ bi|i٢ = −١; a, b ∈ Z} که Z ⊆ Z[i] .٣٢.٢.١ مثال

پس هستند صحیح Z روی نیز a, b طرفͬ از است. صحیح Z روی i پس ،i٢ + ١ = ◦ زیرا

است. صحیح Z روی a, b ∈ Z هر برای a+ bi ،٣١.٢.١ گزاره بنابر
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شامل حلقه ͷی از عضوی u و باشد حلقه�ها از توسیعͬ R ⊆ T فرضکنید .٣٣.٢.١ قضیه

R روی u آن�گاه باشد، صحیح R روی T و باشد صحیح T روی u کنید فرض باشد. T

است. صحیح

شود. مراجعه ۴٠ قضیه [٧] به برهان.

کسرهایش میدان در R هرگاه مͬ�نامیم صحیح بسته را R صحیح حوزه .٣۴.٢.١ تعریف

باشد. صحیح بسته

تجزیه حوزه هر ١۵.۵.١ به بنا زیرا است صحیح بسته حوزه ͷی PID هر .٣۵.٢.١ مثال

است، یͺتا تجزیه حوزه ͷی PID هر که آن�جایͬ از و است صحیح بسته حوزه ͷی یͺتا

مͬ�باشد. نیز صحیح بسته حوزه ͷی گرفت نتیجه مͬ�توان

را x ∈ K عنصر باشد، K کسرهای میدان با صحیح حوزه ͷی R گیریم .٣۶.٢.١ تعریف

به�طوری باشد داشته وجود y ∈ D غیرصفر عنصر ͷی اگر مͬ�نامیم D روی صحیح تقریباً

.yxn ∈ D ،n ≥ ٠ هر برای که

R شامل که S زیرحلقه�های مجموعه باشد، S از زیرحلقه ͷی R اگر .٣٧.٢.١ تعریف

در مͬ�شوند. گفته R زبرحلقه�های −S ،[R, S] عضوهای مͬ�دهند. نشان [R, S] با را هستند

R زبرحلقه ͷی ساده به�طور یا R از زبرحلقه −S ͷی باشد، R کسرهای حلقه S که حالتͬ

مͬ�شود. گفته

.R ≤ R ≤ K زیرا است. R زبرحلقه ͷی R باشد، R کسرهای میدان K اگر .٣٨.٢.١ مثال

باشد. Q از متناهͬ توسیع ͷی هرگاه گوییم عددی میدان ͷی را K .٣٩.٢.١ تعریف

است. عددی میدان ͷی Q .۴٠.٢.١ مثال
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مͬ�باشد. نابدیهͬ عددی میدان ͷی Q(i) .۴١.٢.١ مثال

Z روی که به�طوری است α ∈ K عنصر K عددی میدان در جبری عدد .۴٢.٢.١ تعریف

باشد. صحیح

صدق x١+٢ چندجمله�ای در که آن�جایͬ از است، جبری عدد ͷی i ∈ Q(i) .۴٣.٢.١ مثال

مͬ�کند.

.a, b ∈ Z که نوشت a + b
√
−۵ فرم به مͬ�توان را Z[

√
−۵] از عنصر هر .۴۴.٢.١ مثال

که داد نشان مͬ�توان رو این از مͬ�باشند. صحیح Z روی a, b,
√
−۵ ،٨.۴.١ مثال همانند

مͬ�باشد. جبری اعداد Z[
√
−۵] از عنصر هر

را K در Z صحیح بستار صورت این در باشد، عددی میدان ͷی K اگر .۴۵.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان OK با و مͬ�نامیم K از جبری اعداد حلقه

مͬ�باشد، Q در صحیح بسته Z و است Z از توسیعͬ Q اینͺه به توجه با .۴۶.٢.١ مثال

مͬ�باشد. Z ، Q از جبری اعداد حلقه بنابراین

گیریم .K = Q(
√
d) دهیم قرار و مربع، از خالͬ d ∈ Z \ {◦,١} گیریم .۴٧.٢.١ ملاحظه

اگر تنها و اگر است جبری عدد ͷی α که داد نشان مͬ�توان ،α ∈ Q(
√
d)

.a, b ∈ Z برای α = a+ b
√
d (d ≡ ٢ یا ٣(mod ۴)) (١)

.a, b ∈ Z برای α = a+ b−١+
√
d

٢ (d ≡ ١ (mod ۴)) (٢)

بنابراین،

{OK = Z+ Z
√
d = Z[

√
d] d ≡ ٢,٣ (mod ۴)

OK = Z+ Z−١+
√
d

٢ ̸= Z[
√
d] d ≡ ١ (mod ۴)

}
اعداد حلقه باشد جبری عدد ͷی α اگر مͬ�دهد: نشان را مهم کلͬ اصل ͷی (١) حالت در

شود. بزرگتر Z[√α] از اکید به�طور است ممͺن Q(α) عددی میدان از جبری



١۴ مقدمات و تعاریف .١

شود. مراجعه ۴.۴ گزاره [١٣] به برهان.

اعداد حلقه لذا، −۵ ≡ ٣(mod ۴) که آن�جایͬ از K = Q(
√
−۵) گیریم .۴٨.٢.١ مثال

K از جبری

OK = Z[
√
−۵].

است. صحیح بسته�ی OK آن�گاه باشد، عددی میدان ͷی K هرگاه .۴٩.٢.١ ملاحظه

شود. مراجعه ۵.١۴ لم [١٣] به برهان.

در باشد، R ایدال I و آن کسرهای� میدان K صحیح، حوزه�ای R گاه هر .۵٠.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�گوییم، وارون�پذیر را I ایدال .I−١ = {x ∈ K|xI ⊆ R} مͬ�دهیم قرار صورت این

.II−١ = R

است. وارون�پذیر اصلͬ، ایدال هر .۵١.٢.١ مثال

صورت به زنجیرهایͬ طول سوپریمم را، P ارتفاع ،P ∈ Spec(R) هرگاه .۵٢.٢.١ تعریف

این هرگاه مͬ�هیم. نمایش htR(P ) با را آن و مͬ�کنیم تعریف P٠ ⊆ P١ ⊆ . . . ⊆ Pn = P

مͬ�کنیم. قرارداد نامتناهͬ را آن نباشد موجود سوپریمم

.ht(◦) = ◦ آن�گاه باشد، میدان ͷی K اگر .۵٣.٢.١ مثال

شده اشباع را R حلقه�ی اول ایدال�های از P٠ ⊆ P١ ⊆ . . . ⊆ Pn زنجیر .۵۴.٢.١ تعریف

نباشد. دیͽری اول ایدال Pi−١ و Pi بین هرگاه مͬ�نامیم،

ایدال�های از شده اشباع زنجیرهای طول سوپریمم را R حلقه کرول بعد .۵۵.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف R اول) ایدال�های (ارتفاع�های اول

dimR = Sup{n ∈ N|P٠ ⊊ P١ ⊊ . . . ⊊ Pn, Pi ∈ Spec(R)} = Sup{ht(P )|P ∈ Spec(R)}


