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: چ΄یده

و مهندسͬ علوم در که مهمͬ کاربرد دلیل به خطͬ غیر و خطͬ جزیͬ دیفرانسیل معادلات اخیر های دهه در

این دقیق - تحلیلͬ های جواب کردن پیدا است. کرده معطوف خود به را زیادی محققین توجه دارند فیزی

پردازیم. مͬ تقریبͬ - تحلیلͬ های جواب ی مطالعه به دلیل همین به بود، نخواهد آسان ما برای مسائل نوع

یافته) توسعه متعارفͬ، ) هذلولͬ تانژانت کسینوس، - سینوس تابعͬ، متغیر های روش نامه، پایان این در

نهایت در و اند. رفته کار به خطͬ غیر جزیͬ مشتقات با معادلات تحلیلͬ حل برای ساده معادلات و G′

G
بسط-

پردازیم. مͬ ها روش مقایسۀ به

: کلیدی کلمات

برنولͬ دیفرانسیل معادلات ری΄اتͬ، دیفرانسیل معادله معمولͬ، دیفرانسیل معادله جزیͬ، دیفرانسیل معادلات

دقیق. جواب ساده، معادلات روش
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نامه پایان اصالت تعهدنامه

دانشجویͬ شماره با کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دوره سماکوشدانشجوی زاده شفیع اینجانبحامد

معادلات حل عنوان تحت اینجانب نامه پایان این در مندرج مطالب کلیه که مͬ�نمایم تعهد ٩٠۵٢۴٧٧٠۴

راهنمایͬ به که بوده خودم پژوهشͬ فعالیت حاصل ساده، معادلات روش از استفاده با خطͬ غیر جزیͬ دیفرانسیل

استفاده دیͽران علمͬ آثار یا دستاوردها از که جا هر در و است شده تهیه مازندران دانشͽاه اساتید مشاورت یا

در و شده داده ارجاع نامه�، پایان متن در غیرمستقیم یا مستقیم صورت به معنوی مالͺیت حقوق رعایت با شده

است. شده ذکر پایانͬ منابع

موسسات و ها دانشͽاه از ͷی هیچ تر پایین یا بالاتر هم�سطح، مدرک هیچ اخذ برای قبلا́ پژوهشͬ اثر این

دانشͽاه فوق، موارد از ͷی هر خلاف اثبات و تخلف احراز صورت در است، نشده ارائه غیردولتͬ یا دولتͬ

اینجانب تحصیلͬ مدرک ابطال به نسبت غیرقضایͬ، یا قضایͬ مراجع از حͺمͬ به نیاز بدون دارد حق مازندران

اعتراض هرگونه حق اینجانب و است محفوظ مازندران دانشͽاه برای نیز موضوع قضایͬ پیͽیری حق و کند اقدام

مͬ�نمایم. ساقط خود از را

و علمͬ نتایج از استفاده هرگونه و است مازندران دانشͽاه به متعلق اثر، این از حاصل حقوق و نتایج کلیه

موافقت بدون پایان�نامه، از اقتباس و ترجمه نسخه�برداری تͺثیر، و چاپ یا دیͽران به اطلاعات واگذاری عملͬ،

است. بلامانع ماخذ ذکر با مطالب نقل است، ممنوع مشاور، یا راهنما استاد یا مازندران دانشͽاه

دانشجو امضاء و خانوادگͬ نام و نام است. گواهͬ مورد دانشجو امضای صحت

آموزشͬ: گروه مدیر

دانشͺده: پژوهشͬ معاون



گفتار پیش

کامپیوتر، سیالات، ͷانیͺم ) مهندسͬ علوم در خطͬ غیر و خطͬ جزیͬ دیفرانسیل معادلات وسیع کاربرد

به زیادی محققین تا است شده موجب ( ... و شیمͬ ریاضͬ، ،ͷفیزی ) پایه علوم و ( ... و شیمͬ مهندسͬ

برای وجود، صورت در ،( دقیق ) تحلیلͬ های جواب آوردن دست به بپردازند. زمینه این در پژوهش و تحقیق

تحقیق به دانشمندان از بسیاری اخیر، دهه چند در بنابراین است. برخوردار بسیاری اهمیˁت از معادلات از نوع این

از استفاده با خطͬ غیر جزیͬ دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ های جواب آوردن دست به و زمینه این در بررسͬ و

روش روشسینوس-کسینوس، از: عبارتند ها روش این از نمونه چند مثال برای اند، پرداخته گوناگون های روش

. ... و G′

G
بسط روش یافته، توسعه هذلولͬ تانزانت روش متعارفͬ، هذلولͬ تانزانت

در زیادی اهمیˁت از خطͬ غیر و خطͬ جزیͬ دیفرانسیل معادلات دقیق - تحلیلͬ های جواب کردن پیدا

فراهم دقیق - تحلیلͬ های جواب آوردن دست به برای که هایͬ روش از ͬͺی است. برخوردار ͷفیزی - ریاضͬ

معادله حل برای ،٢٠٠۵ سال در کودریاشوف١ توسط ابتدا روش این باشد. مͬ ساده معادلات روش است، آمده

دادند. توسعه ٢٠١٠ سال در را روش این که است شده پیشنهاد فیشر

انتهای در و اند شده آورده جزیͬ دیفرانسیل معادلات به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف از برخͬ اول فصل در

فصل در ایم. کرده بیان را ها آن های جواب همراه به ریͺاتͬ و برنولͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات فصل، این

توسعه متعارفͬ، ) هذلولͬ تانژانت کسینوس، - سینوس تابعͬ، متغیر های روش ،[۴۴] از گرفتن ͷکم با دوم

در سپس و ایم کرده معرفͬ خطͬ، غیر جزیͬ دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل برای را G′

G
بسط روش و ( یافته

١N. A. Kudryashov

٢
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انتها، در و نموده بیان را ها روش از استفاده موارد متفاوت، های مثال ارائه با تا است شده سعͬ روش هر ادامه

است. آمده ها روش معایب و مزایا مورد در توضیحاتͬ

به که جزیͬ دیفرانسیل معادله چند حل به ادامه در و است شده بیان ساده معادلات روش ابتدا سوم فصل در

روش مقایسه به چهار فصل در نهایت، در و پردازیم. مͬ اند، شده حل سوم فصل در شده بیان های روش ͷکم

ایم. پرداخته شده، بیان های روش سایر با ساده معادلات

٣



١ فصل

جزیͬ دیفرانسیل معادلات

۴



اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف ١.١

شود. آورده دیفرانسیل معادلات به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف تا است شده سعͬ قسمت این در

: ( دیفرانسیل معادله ) ١.١.١ تعریف

ارتباط هم با پدیده آن بر حاکم قوانین مطابق که دارد وجود مختلفͬ پارامترهای طبیعت در فرآیند و پدیده هر در

آهن آن در که ای پدیده از حاصل تابعͬ معادله و است تابعͬ معادله ͷی ریاضͬ، زبان به ارتباط این بیان دارند.

شود. مͬ نامیده دیفرانسیل معادله شود، بررسͬ مستقل متغیر چند یا ͷی به نسبت تابع ͷی تغییرات

: ( معمولͬ دیفرانسیل معادله ) ٢.١.١ تعریف

به و گویند معمولͬ دیفرانسیل معادله را دیفرانسیل معادله باشد، مستقل متغیر ͷی دارای دیفرانسیل معادله اگر

دهند. مͬ نشان (ODE) با را آن اختصار

: ( جزیͬ دیفرانسیل معادله ) ٣.١.١ تعریف

گویند جزیͬ دیفرانسیل معادله را دیفرانسیل معادله باشد، مستقل متغیر ͷی از بیش دارای دیفرانسیل معادله اگر

دهند. مͬ نشان (PDE) با را آن اختصار به و

معادلات

ut = kuxx,

ut = k(uxx + uyy),

ut = k(uxx + uyy + uzz).

۵



اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

را بعدی سه و بعدی دو بعدی، ͷی فضای در گرما جریان ترتیب، به که باشند مͬ PDE معادلات از هایͬ نمونه

معادلات و کنند مͬ توصیف

utt = a۲uxx,

utt = a۲(uxx + uyy),

utt = a۲(uxx + uyy + uzz).

توصیف را بعدی سه و بعدی دو بعدی، ͷی فضای در موج انتشار ترتیب، به که هستند PDE معادلات نیز

کنند. مͬ

: ( PDE مرتبه ) ۴.١.١ تعریف

است. موجود آن در که مشتقͬ مرتبه بالاترین از است عبارت PDE ͷی مرتبه

معادلات مثال، عنوان به

ut − ux = ۰,

ut − uuxx = ۰,

ut − uxxx + u− u۲ = ۰.

باشند. مͬ سوم مرتبه و دوم مرتبه اول، مرتبه PDE معادلات ترتیب، به

: ( خطͬ غیر و خطͬ PDE ) ۵.١.١ تعریف

ͷی گاه آن باشند مستقل متغیر n ،k = ۱,۲, · · · , n ،xk که طوری به u = u(x۱, x۲, x۳, · · · , xn) اگر

شود: مͬ داده نشان زیر صورت به کلͬ حالت در PDE

f(xk, u, uxk
, uxkxi

, · · · ) = ۰, i, k = ۱,۲, · · · , n.

صورت این غیر در گویند، خطͬ را PDE شود، ظاهر معادله در خطͬ صورت به آن مشتقات و uبرحسب f اگر

معادلات مثال، عنوان به نامند. مͬ خطͬ غیر را PDE

ut − uxx = ۰,

utt − uxx + u− u۲ = ۰.

هستند. خطͬ غیر دوم مرتبه و خطͬ دوم مرتبه PDE معادله ترتیب به

۶



اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

: ( خطͬ شبه PDE ) ۶.١.١ تعریف

در ( ها متغیر همه به نسبت مشتق ) موجود مشتق مرتبه بالاترین به نسبت هرگاه گویند خطͬ شبه را PDE ͷی

باشد. خطͬ معادله

بͽیرید: نظر در را معادلات مثال، عنوان به

uxxt + uxx − u۲ = ۰,

u۳
t − u۲

xx + uxxt − u = ۰.

جمله ) مشتق مرتبه بالاترین با جمله به نسبت چون ولͬ خطͬ غیر u۲ جمله وجود خاطر به اول، معادله

و u۳
t جملات خاطر به دوم معادله مشابه، بطور و باشد مͬ خطͬ شبه PDE معادله ͷی لذا است خطͬ ،( uxxt

معادله ͷی لذا است خطͬ ،( uxxt جمله ) مشتق مرتبه بالاترین با جمله به نسبت چون ولͬ است خطͬ غیر u۲
xx

معادله اما باشد. مͬ خطͬ شبه PDE

u۲
xxt + uxx − u۳ − ux + ut = ۰.

باشد. نمͬ خطͬ شبه باشد، مͬ مشتق مرتبه بالاترین که ،u۲
xxt جمله بودن خطͬ غیر خاطر به

به دیفرانسیل معادله در ها آن مشتقات همه و وابسته متغیرهای خطͬ، معادله ͷی در که این به توجه با . ١ نͺته

عͺس که حالͬ در است خطͬ شبه خطͬ، معادله که گرفت نتیجه توان مͬ این بنابر شوند، مͬ ظاهر صورتخطͬ

PDE معادله در نیست. درست لزوماً مطلب این

uxxt + uxx − u۲ = ۰.

باشد. نمͬ خطͬ که حالͬ در است خطͬ شبه معادله ͷی معادله این که شود مͬ ملاحظه

: ( خطͬ تقریباً PDE ) ٧.١.١ تعریف

مشتق مرتبه بالاترین ضرائب و بوده خطͬ شبه معادله هرگاه گویند خطͬ تقریباً را جزیͬ دیفرانسیل معادله ͷی

باشند. داشته ͬͽبست مستقل متغیرهای به فقط شوند، مͬ ظاهر معادله در که هایͬ

٧



اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

: ( ناهمͽن و همͽن PDE ) ٨.١.١ تعریف

صورت این غیر در و نامند همͽن را آن باشد آن های مشتق یا مجهول تابع شامل خطͬ معادله جملات تمام اگر

( مستقل متغیر دو با ) بعدی دو لاپلاس معادله مثال برای گویند. ناهمͽن

uxx + utt = ۰.

بعدی دو پواسون معادله که حالͬ در همͽن،

uxx + utt = f(x, t).

باشد. مͬ همͽن غیر است، ( صفر مخالف ) معمولͬ تابعͬ f(x, y) آن در که

: ( PDEجواب ) ٩.١.١ تعریف

گویند. معادله جواب را آن کند صدق دیفرانسیل معادله در آن مشتقات و u تابع اگر

باشد. مͬ ux = uy جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله های جواب از ͬͺی u = ex+y تابع مثال عنوان به

: ( دقیق و تقریبͬ جواب ) ١٠.١.١ تعریف

جواب یا تقریبͬ جواب آید، مͬ دست به مسأله ͷی برای عملیاتͬ مراحل طͬ و محاسبات انجام از که جوابͬ

و کم بدون تساوی ͷی آن اعمال با و کرده صدق مسأله شرایط در که جوابͬ و شود مͬ گفته مسأله آن محاسباتͬ

شود. مͬ نامیده مسأله آن واقعͬ جواب یا دقیق جواب گردد، مͬ حاصل کاست

: ( تحلیلͬ جواب ) ١١.١.١ تعریف

تیلور بسط دارای x = x۰ نقطه در آن جواب هرگاه باشد، مͬ تحلیلͬ جواب دارای x = x۰ نقطه در مسأله گوییم

باشد. مثبت همͽرایͬ شعاع با

: ( سیͽنال ) ١٢.١.١ تعریف

نشان را محیط در ͬͽریخت برهم و آشوب سرعت یا مͺان که محیط از خصوصیتͬ یا گیری اندازه قابل کمیت هر

شود. مͬ نامیده سیͽنال دهد،

٨



اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

: ( موج ) ١٣.١.١ تعریف

نامیده موج کند، حرکت شناختͬ قابل تͺثیر سرعت با دیͽر مͺان به مͺانͬ از که شناختͬ قابل سیͽنال هر

شود. مͬ

: ( آن گوناگون انواع و حرکتͬ موج جواب ) ١۴.١.١ تعریف

ͬͽآشفت تابعͬ چنین گویند. حرکتͬ موج را شوند مͬ داده نمایش u(x, t) = f(x− ct)صورت به که امواجͬ

کند. مͬ حرکت c سرعت با که دهد مͬ نشان را

دارند. حرکتͬ موج های جواب مطالعه به نیاز اند، شده سازی مدل موج های پدیده از که معادلاتͬ مطالعه

حرکتͬ موج های جواب است. ثابت سرعت ͷی با حرکت حال در دائم شͺل از جواب ͷی حرکتͬ موج جواب

آیند. مͬ دست به ها آن با مرتبط ODE معادلات به PDE معادلات تبدیل از معمولا˟

حرکتͬ موج های جواب

u(x, t) = u(ξ), ξ = x− ct.

جبری مستقیم های روش از معمولا˟ کند، مͬ تبدیل ξ متغیر حسب بر PDE معادلات به را PDE معادلات که

آیند. مͬ دست به

بسیاری در سرعت به که انفرادی موج نظریه خاصدر علاقه مورد که حرکتͬ موج جوابهای انواع از تعدادی

از: اند عبارت دارند، وجود پلاسما ͷفیزی در عمق کم آب در آب امواج از علمͬ های زمینه از

: سولیتون١ͬ و انفرادی های موج -١

انفرادی امواج از مخصوص انواع ها سولیتون و هستند ثابت های سرعت با موضعͬ حرکتͬ امواج انفرادی، امواج

که خاصیت این با باشند مͬ

lim
ξ−→±∞

f (n)(ξ) −→ ۰.

١Solitons

٩



اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

کنند. مͬ حفظ دیͽر های سولیتون با تعامل در را خود هویت ها سولیتون همچنین و

: متناوب های جواب -٢

cos(x− t)جواب مانند شوند، مͬ تͺرار متناوب طور به که هستند حرکتͬ موج های جواب متناوب، های جواب

.utt = uxx استاندارد موج معادله برای

: تاب٢ͬ امواج -٣

در تابͬ جواب یابند. مͬ کاهش با افزایش دیͽری حالت به مجانبͬ حالت ͷی از که هستند امواجͬ تابͬ امواج

استاندارد پراکندگͬ برگر معادله شوند. مͬ ͷنزدی صفر به نهایت بͬ

ut + uux = νuxx.

باشد: مͬ زیر تابͬ جواب دارای ν = ۱
۲ بازای که

u(x, t) = ۱ − tanh(x− t), −۱۰ ≤ x, t ≤ ۱۰.

: ( کامپͺتون٣ ) ١۵.١.١ تعریف

یا فشرده پایه با امواجͬ ها کامپͺتون که معنͬ این به هستند، متناهͬ موج طول با هایͬ سولیتون ها، کامپͺتون

لزومͬ ،ξ −→ ∞ وقتͬ سولیتونͬ، جواب برخلاف کامپͺتونͬ جواب هستند. نمایͬ بخش از آزاد هایͬ سولیتون

معادله .f(ξ) −→ ۰ که ندارد

ut + (un)xx + (un)xxx = ۰, n > ۱.

باشد: مͬ زیر کامپͺتونͬ جواب دارای

u(x, t) = cos
۱
۲ (x− t), ۰ ≤ x, t ≤ ۱.

٢Kink waves
٣Compactoon

١٠



دوم مرتبه جزیͬ دیفرانسیل معادلات .٢.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

دوم مرتبه جزیͬ دیفرانسیل معادلات ٢.١

است: چنین دوم مرتبه از دیفرانسیل معادله ͷی کلͬ صورت

L[u] = A
∂۲u

∂x۲
+B

∂۲u

∂x∂y
+ C

∂۲u

∂y۲
−H(x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = ۰. (١.١)

هرگاه که گرفت نتیجه گونه این فوق معادله برای توان مͬ است آمده قبل بخش در که هایͬ تعریف به توجه با

خطͬ تقریباً (١.١) معادله گویند. خطͬ شبه را (١.١) معادله آنͽاه باشند، y و x متغیرهای از توابعͬ C و B ،A

باشند y و x از توابعͬ C و B ،A هرگاه باشند. ∂u
∂y

و ∂u

∂x
،y ،x متغیرهای از توابعͬ C و B ،A هرگاه است

H جانشانͬ با بنابراین گویند. خطͬ را (١.١) معادله آنͽاه باشد ∂u
∂y

و ∂u

∂x
،y ،x از تابع ͷی Hنیز چنین هم و

نوشت: چنین توان مͬ را دو مرتبه از جزیͬ دیفرانسیل معادله ͷی کلͬ صورت

A(x, y)
∂۲u

∂x۲
+B(x, y)

∂۲u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂۲u

∂y۲

+D(x, y)
∂u

∂x
+ E(x, y)

∂u

∂y
+G(x, y) = ۰. (٢.١)

عمومͬ جواب بود. خواهد ناهمͽن صورت این غیر در گویند، همͽن را فوق دیفرانسیل معادله ،G = ۰ اگر

صورت به (٢.١) یا (١.١) معادله

u = u(x, y). (٣.١)

منحنͬ رویه، روی اگر است. بعدی سه فضای در رویه ͷی مشخصکننده و گویند انتͽرال رویه را آن که باشد مͬ

را ها منحنͬ این آنͽاه باشند، نامعلوم و ناپیوسته ∂
۲u

∂y۲
و ∂۲u

∂x∂y
،∂

۲u

∂x۲
روابط ها آن در که باشند موجود هایͬ

گویند. مشخصه های منحنͬ

است زیر صورت به آن پارامتری معادلات که باشد Γ منحنͬ شامل (٣.١) جواب که کنید فرض

x = x(s), y = y(s), u = u(s). (۴.١)

١١



دوم مرتبه جزیͬ دیفرانسیل معادلات .٢.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

هر بازای بنابراین باشند، معلوم ∂u
∂y

و ∂u
∂x

جزیͬ مشتقات ،Γ منحنͬ از (x, y, u) نقطه هر در که کنیم فرضمͬ

و u = u(x, y) داریم ،Γ منحنͬ روی بر واقع (x, y, u) نقطه

du

ds
=

∂u

∂x
· dx
ds

+
∂u

∂y
· dy
ds

. (۵.١)

داریم ،∂u
∂y

= q = q(x, y) و ∂u

∂x
= p = p(x, y) دادن قرار با

dp

ds
=

∂p

∂x
· dx
ds

+
∂p

∂y
· dy
ds

,
dq

ds
=

∂q

∂x
· dx
ds

+
∂q

∂y
· dy
ds

. (۶.١)

و dp

ds
،q ،p ،dy

ds
،dx
ds

،H ،C ،B ،A مقادیر فوق، روابط و (١.١) معادله در که حقیقت این گرفتن نظر در با

نامعلوم مقادیر برای همزمان معادله سه عنوان به توان مͬ را معادله سه این هستند، معلوم Γ از نقطه هر در dq

ds

کرد: تلقͬ ، Γ از نقطه هر در ∂
۲u

∂y۲
و ∂۲u

∂x∂y
،∂

۲u

∂x۲

A
∂p

∂x
+B

∂p

∂y
+ C

∂q

∂y
= H(x, y, u, p, q),

∂x

∂s
· ∂p
∂x

+
∂y

∂s
· ∂p
∂y

=
dp

ds
,

∂x

∂s
· ∂q
∂x

+
∂y

∂s
· ∂q
∂y

=
dq

ds
.

(٧.١)

یͺتا جواب دارای (٧.١) دستͽاه و باشند مͬ · · · و ∂۲u

∂x∂y
=

∂p

∂y
=

∂q

∂x
و ∂۲u

∂x۲
=

∂p

∂x
که کنید توجه

باشد: برقرار زیر رابطه هرگاه ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣است

A B C
dx

ds

dy

ds
۰

۰
dx

ds

dy

ds

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰. (٨.١)

داشت: خواهیم سازی ساده از پس که

A(
dy

ds
)۲ −B(

dx

ds
· dy
ds

) + C(
dx

ds
)۲ = ۰.

شود: مͬ حاصل زیر معادله (ds
dx

)۲ عبارت در فوق رابطه طرفین ضرب با

A(
dy

ds
)۲ −B(

dy

dx
) + C = ۰. (٩.١)

١٢



( ریͺاتͬ و برنولͬ ) دیفرانسیل معادله .٣.١ جزیͬ دیفرانسیل معادلات ١ فصل

شود: مͬ آن جواب و است دو درجه ای جمله چند ͷی فوق معادله

dy

dx
=

۱

۲A
(B ±

√
B۲ − ۴AC ). (١٠.١)

نوشت: زیر شده جدا معادله دو صورت به توان مͬ را (١٠.١) }معادله
۲Ady − (B +

√
B۲ − ۴AC)dx = ۰,

۲Ady − (B −
√
B۲ − ۴AC)dx = ۰.

(١١.١)

زیر صورت به فوق معادلات جواب پس هستند، اول مرتبه دیفرانسیل معادلات فوق، معادلات که این به توجه با

است:

ϕ۱(x, y) = c۱, ϕ۲(x, y) = c۲.

گویند. مشخصه های منحنͬ را، ها منحنͬ این هستند. دلخواه های ثابت c۲ و c۱ آن در که

( ریͺاتͬ و برنولͬ ) دیفرانسیل معادله ٣.١

دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد را ریͺاتͬ و برنولͬ اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات قسمت این در

باشد: مͬ زیر صورت به کلͬ حالت در برنولͬ معادله : برنولͬ معادله -١

G′(ξ) = aG(ξ) + bG(ξ)۲. (١٢.١)

شوند: مͬ آن های جواب که

آنͽاه b < ۰ و a > ۰ که حالتͬ برای .١

G(ξ) =
a exp(a(ξ + ξ۰))

۱ − b exp(a(ξ + ξ۰))
. (١٣.١)

آنͽاه b > ۰ و a < ۰ که حالتͬ برای .٢

G(ξ) = − a exp(a(ξ + ξ۰))

۱ + b exp(a(ξ + ξ۰))
. (١۴.١)

١٣


