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خدا نام به

فولرن گراف�های تحمیلیدر تطابقی عدد
توسط:

ماجدی سمیه
پایان�نامه

لازم تحصیلͬ فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه اخذ برای

رشته در
محض ریاضͬ

دامغان دانشͽاه از
خوب بسیار درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

و ریاضͬ دانشͺده ترکیبیات و گراف گرایش محض ریاضͬ استادیار کلایی متͬ صالحیان بهزاد دکتر

راهنما) (استاد دامغان دانشͽاه کامپیوتر علوم

دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده ترکیبیات و گراف گرایش محض ریاضͬ استاد محمودیان عبادالʓه سید دکتر

راهنما) (استاد شریف صنعتͬ

علوم و ریاضͬ دانشͺده ریاضͬ منطق گرایش محض ریاضͬ استادیار خورمیزی زارع مصطفͬ دکتر

مشاور) (استاد دامغان دانشͽاه کامپیوتر

صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده ترکیبیات و گراف محضگرایش ریاضͬ دانشیار راد جعفری نادر دکتر

اول) (داور شاهرود

کامپیوتر علوم و ریاضͬ عملیاتدانشͺده در کاربردیگرایشتحقیق ریاضͬ استادیار حنیفحیدری دکتر

دوم) (داور دامغان دانشͽاه

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده ͷهارمونی آنالیز محضگرایش ریاضͬ استادیار رمضانپور محمد دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات (نماینده دامغان دانشͽاه



١٣٩٠ بهمن

۴



ଘمقدৎ

ඬر(ࠡج) ஔهතअرتوฮیࠝ�
اमیاৗوسਟی�ඟ໊انع࢙موداিش

ଘمقدৎو
৮درସ୍وБЗرদوارم

وਮ࣪قا৯دঊم�ଏଷభیع࢙م�آड़وزی،ওජ໑ونزॐماتوॐماশࢌ�یൕঙࣂਜพیوਟی�భغاو॥ت.
و

ماतభداکاروෙय़باৣم
وओودش،ما�ଢیاঃیدوਗඟ໋ی�মࡑشز৯دজ࣓ما॥ت.



ণپاسࢂචاری
به داشتن چشم بر و برشمردی بزرگ گناهͬ را رحمتت از ناامیدی و یأس خودت، الهͬ!

مͬ�خــوانم. خویش هدایت برای را تو قلبم، ازصمیم خدایا فرمودی. امر امید، روزنه�های

دانائͬ�ام خدایا، تابد. مͬ تو عشق از که نوری باشد. سراسرشنور که کن هدایتم راهͬ به

مخلوقات اشرف که انسان، نام داشتن لیاقت که کن آنچنانم و کن کم را جهلم و زیاد را

سهیم مͬ�کنͬ، عطا من به که موهبت�هائͬ در هم را دیͽران بتوانم و باشم داشته توست،

برسانم. انجام به را خویش الهͬ رسالت و گردانم

دانش و علم مسیر در مرا و گشود من بر را رحمتش درهای که خدایی از فراوان سپاس با

گشته�ام، تحصیل از مقطع این اتمام به موفق الهͬ، عنایت و لطف با که اینک داد، قرار

سپاسͽزاری کردند، هموار برایم را راه این سختͬ�های که کسانͬ از مͬ�دانم لازم خود بر

نمایم.

توشه�ام ره بی�دریغشان، لطف که مادرم و پدر خصوص به عزیزم خانواده�ی از ابتدا در

متͬ صالحیان بهزاد دکتر آقای بزرگوارم استاد از دارم. را تشͺر نهایت بود، مسیر این در

ارزنده راهنمایی�های از پایان�نامه، ارائه و تحصیل دوران در که سپاسͽزارم بسیار کلایی،

نمودند. بهره�مند مرا خویش علم و

نهایت با که دارم را تشͺر کمال محمودیان عبادالʓه سید پرفسور فرهیخته�ام، استاد از

رساندند. یاری پایان�نامه، امر پیشبرد در مرا اخلاص، کمال با و صبر

رهنمودهای و نظرات با که خورمیزی زارع مصطفͬ دکتر آقای مشاورم استاد از همچنین

. سپاسͽزارم نمودند یاری مرا خود ارزشمند

که سپاسͽزارم حیدری حنیف دکتر آقای و راد جعفری نادر دکتر آقای محترم اساتید از

داشتند. عهده بر را پایان�نامه این داوری زحمت



چͺیده

فولرن گراف�های تحمیلیدر تطابقی عدد

وسیله�ی: به
ماجدی سمیه

در S که طوری به است، M از S زیرمجموعه�ی ،G گراف در M کامل تطابق برای تحمیلͬ مجموعه�ی ͷی

اندازه�ی ،G گراف در M کامل تطابق تحمیلͬ عدد باشد. نشده واقع G گراف از دیͽری کامل تطابق هیچ

هرری توسط ١٩٩١ سال در گراف�ها، در تحمیلͬ عدد مفهوم Mاست. تطابق تحمیلͬ مجموعه�ی کوچ�ͷترین

ͷرندی و کلین توسط ١٩٨٧ سال در آن با مشابه مفهومͬ و شد مطرح بنزنͬ دستگاه�های برای همͺارانش و

مورد فولرن گراف�های برای تحمیلͬ عدد نامه، پایان این در بود. شده ارائه گراف ذاتͬ آزادی درجه�ی عنوان با

پنج�ضلعͬ وجه�هایش همه�ی که است ٣-منتظم و همبند مسطح گراف ͷی فولرن گراف مͬ�گیرد. قرار بررسͬ

ثابت اخیراً که فولرن گراف�های در ۵ دوری یالͬ همبندی و ٢-گسترش�پذیری به توجه با هستند. شش�ضلعͬ و

نشان دارند، یͺتا کامل تطابق که گراف�هایی درباره�ی کوتزی قدیمͬ نتیجه�ی با نتیجه این ترکیب و است شده

از نامتناهͬ تعداد برای کران این نیست. ٣ از کم�تر آن�ها، در کامل تطابق�های برای تحمیلͬ عدد که مͬ�شود داده

است. آمده دست به فولرن، گراف�های

آزادی درجه�ی تحمیلͬ، عدد کامل، تطابق فولرن، گراف کلیدی: واژه�های

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

ز شͺل�ها فهرست

٣ مقدمه ١

٣ . . . . . . . گراف�ها همبندی و گراف مورد در مقدماتͬ قضیه�های و تعریف�ها ١-١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق مورد در اولیه قضیه�های و مفاهیم ١-٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح� گراف�های ١-٣

١۴ فولرن گراف�های ریاضͬ ویژگͬ�های از بعضͬ ٢

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فولرن گراف�های با مقدماتͬ آشنایی ٢-١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فولرن گراف در همبندی مفاهیم بررسͬ ٢-٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فولرن گراف�های گسترش�پذیری ٢-٣

٢۴ . . . . . . . . . . . فولرن درگراف�های کامل تطابق�های تعداد تخمین بررسͬ ۴-٢

٣۶ . . . . . . . دارند. نابدیهͬ دوری ۵-یالͬ برش ͷی که فولرنͬ گراف�های بررسͬ ۵-٢

۴٩ فولرن گراف�های مورد در وحدس�هایی سؤال�ها ٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . فولرن��ها درباره�ی هندسͬ و ترکیبیاتͬ سؤال��های ٣-١

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فولرن گراف�های بودن همیلتنͬ حدس ٣-٢

۵٣ تحمیلͬ تطابق�های ۴

ه�



۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحمیلͬ تاریخچه�ی ١-۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعͬ شبͺه�های برای تحمیلͬ تطابق�های ٢-۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . ابرمͺعب و چنبره برای تحمیلͬ عدد کم�ترین ٣-۴

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توقف علامت�های در تحمیلͬ اعداد ۴-۴

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف�ها در تحمیلͬ تطابقͬ عدد طیف ۵-۴

٨٠ عمومͬ فولرن گراف�های تحمیلͬ عدد کم�ترین ۵

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادگذاری�ها و تعاریف ١-۵

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ قضایای ٢-۵

١٠٠ . . . . . . . . . . . . فولرن گراف�های تحمیلͬ عدد کران بودن دقیق بررسͬ ٣-۵

١٠٣ . . . . . . است. مطرح فولرن گراف��های تحمیلͬ اعداد مورد در که سؤال��هایی ۴-۵

١٠۴ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٠٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

١١٠ مراجع

و



فهرستشکل�ها

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوازده�وجهͬ ٢-١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . h = ٢,٣,۴,۵,۶,٧ ازای به فولرن گراف�های ٢-٢

١٧ . . . . . . . h = ٨ با فولرنͬ به h = ٢ با فولرنͬ گراف تبدیل برای گسترش فرآیند ٢-٣

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٢.٢ قضیه�ی برای تصویرسازی ۴-٢

٢١ . . . . . . . . . . آن�ها متصل�کننده�ی یال�های با همراه ،C ′′ و C ′ دورهای نمایش ۵-٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گوشͬ تجزیه�ی ͷی نمایش ۶-٢

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ϕ(G) =
(m− n)

٢
+ ٢ با گراف ͷی ٢-٧

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢٨.۴.٢ قضیه�ی برهان برای تصویرسازی ٢-٨

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢٩.۴.٢ لم برهان برای تصویرسازی ٢-٩

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e یال اطراف ممͺن ٢-١٠پیͺربندی�های

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (i)٢-١١حالت

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ii)٢-١٢حالت

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصشده. علامت? با که وجهͬ ٢-١٣بررسͬ

٣٣ . . . . . . . . . بود. مشخصشده علامت? با که وجهͬ برای ممͺن ٢-١۴پیͺربندی�های

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (iii)٢-١۵حالت

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (iv)٢-١۶حالت

٣۴ . . . . . . . . . . . شده داده نشان علامت? با که وجهͬ برای ممͺن ٢-١٧وضعیت�های

٣۵ . . . . . . . . . است. مشخصشده علامت?? با که وجهͬ برای ممͺن ٢-١٨حالت�های

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (v)٢-١٩حالت

ز



٣۵ . . . . . . . . . . مشخصشده. علامت? با که وجهͬ برای ممͺن ٢-٢٠وضعیت�های

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (vi)٢-٢١حالت

اختیار را نابدیهͬ دوری ۵-یالͬ برش مجموعه�ی ͷی که فولرنͬ گراف موضعͬ ٢-٢٢ساختار

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�کند.

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-٢٣پنج�کلاه

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R حلقه�ی ممͺن حالت ٢-٢۴شش

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوازده�وجهͬ ͷی در همیلتنͬ ٢-٢۵دور

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r = حالت١,٢ در همیلتنͬ ٢-٢۶دور

دور ͷی موضعͬ ساختار و زوج r + ١ با F در همیلتنͬ دور ͷی موضعͬ ٢-٢٧ساختار

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F̄ در همیلتنͬ

همیلتنͬ یͷدور موضعͬ ساختار و فرد r+١ با F در همیلتنͬ یͷدور موضعͬ ٢-٢٨ساختار

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F̄ در

نابدیهͬ دوری برش۵-یالͬ یͷمجموعه�ی که F فولرن وجه�های از متفاوت مسیر ٢-٢٩چهار

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارد. شش�ضلعͬ حلقه�ی r = ٢ با

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوسته�ای نمودار ͷی ٣-١

یͷشش�ضلعͬ با تکرار قابل مͬ�تواند چͽونه مͬ�دهد نشان که ،٣-١ پوسته�ایشͺل نمودار ٣-٢

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. تنها

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . هم�راستا یال�های با کامل تطابق با R۴ مربعͬ شبͺه�ی ١-۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�مرکز حلقه��های با تطابقͬ ٢-۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعͬ شبͺه�ی در l تقارن خط ٣-۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . آن کامل تطابق ٣ نمایش با همراه G دوبخشͬ گراف نمایش ۴-۴

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C۶�C۴ چنبره�ی نمایش ۵-۴

۶٨ . . . . . . . . . . . . Q۵ ͷی برای ٩ اندازه�ی از تحمیلͬ مجموعه�ی کوچ�ͷترین ۶-۴

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (S١ = P ∗
۵ ⊕ P ∗

۵ ) ٧-۴

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (S٢ = P ∗
۵ ⊕N∗

۵) ٨-۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (S٣ = N∗
۵ ⊕N∗

۵) ٩-۴

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توقف(٣,۵) ۴-١٠علامت

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�آید. دست به C٨ گراف از که G۴ گراف ۴-١١نمایش

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٣ و G٢ گراف�های ۴-١٢نمایش

ح



٧۶ . . . . . . تحمیلͬ عددهای دادن کاهش برای تطابقͬ ٢-تعویض عمل بستن کار ۴-١٣به

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است فرد ،r که وقتͬ ،M تطابق از ۴-١۴الͽویی

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . P٨�P٢۵ برای ١١ اندازه�ی با تحمیلͬ مجموعه�ی ͷ۴-١۵ی

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . P۵�P٢٨ ١٠برای اندازه�ی با تحمیلͬ مجموعه�ی ͷ۴-١۶ی

٨١ . . . . . . . . . . . . . G∗ گراف و ضخیم یال�های توسط القاءشده Gزیرگراف ١-۵

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ ادعای برهان برای تصویرسازی ٢-۵

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ حالت برای تصویرسازی ٣-۵
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پیشگفتار

مورد ریاضیات در طولانͬ مدتͬ برای ٣-منتظم چندوجهͬ�های از رده�ای عنوان به فولرن گراف�های

شیمͬ، دیدگاه از است. رأس ٢٠ با فولرنͬ گراف دوازده�وجهͬ مثال عنوان به گرفته�اند. قرار مطالعه

هر که طوری به مͬ�شود تشͺیل کربن اتم�های از که است کروی یافته�ی شͺل مولͺول ͷی فولرن ͷی

اتم ٣ دقیقاً با کربن اتم هر و است شش�ضلعͬ ͷی صورت به یا بوده پنج�ضلعͬ ͷی یا کربن حلقه�ی

و ١ کروت توسط که است فولرن�هایی از ͬͺی C۶٠ مشهور مولͺول مثال برای دارد. پیوند دیͽر کربن

به (یا مسطح گراف ͷی فولرن گراف ریاضͬ دیدگاه از است. شده کشف ١٩٨۵ سال در همͺارانش

استفاده با دارد. شش�ضلعͬ و پنج�ضلعͬ وجه�های فقط که است ٣-منتظم و ٣-همبند کروی) شͺل

وجه دوازده دقیقاً فولرن گراف هر که مͬ�شود داده نشان ساده، محاسبه�ی ͷی انجام و اویلر فرمول از

تطابق مͬ�شود. نامیده F تطابق ،F فولرن گراف در مستقل یال�های از مجموعه�ای دارد. پنج�ضلعͬ

تطابق�های Mاست. یال ͷی دقیقاً با هم�وقوع F رأس هر آن در که است تطابقͬ F گراف Mدر کامل

M کامل تطابق برای تحمیلͬ مجموعه�ی ͷی مͬ�شوند. نامیده ٢ کͺوله ساختارهای شیمͬ، در کامل

نشده واقع F از دیͽری کامل تطابق هیچ در S که طوری به Mاست از S زیرمجموعه�ی ،F گراف در

یا تحمیلͬ عدد ،F گراف در M کامل تطابق برای تحمیلͬ مجموعه�ی کوچ�ͷترین اندازه�ی باشد.

نقش کͺوله ساختارهای مͬ�شود. داده نشان f(F ;M) نماد با و مͬ�شوند نامیده M آزادی درجه�ی

.[٢٣] مͬ�کنند بازی آلͬ مولͺول�های ͷآروماتی ترکیبات و مولͺولͬ رزونانس انرژی در را مهمͬ بسیار

.[٩] نمͬ�شوند سهیم مولͺولͬ رزونانس انرژی در برابر طور به کͺوله ساختارهای فولرن، ͷی برای

درجه�ی با فولرن�هایی کͺوله�ی ساختارهای که است داده نشان [٢۴ ،٢۶ ،٢٧ ،٢٨] اخیر کارهای

تحمیلͬ عدد هستند. رزونانس نظریه�ی در کوچ�ͷتر آزادی درجه�ی با فولرن�هایی از مهم�تر بزرگ آزادی

١kroto
٢Kekulé structure
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نماد با و است F گراف کامل تطابق�های همه�ی تحمیلͬ اعداد بین در عدد کم�ترین F فولرن گراف

قرار بررسͬ مورد فولرن گراف�های تحمیلͬ تطابقͬ عدد نامه، پایان این در مͬ�شود. داده نشان f(F )

است. شده تنظیم فصل ۵ در نامه پایان این مͬ�گیرد.

دیͽر فصل�های در که مͬ�کنیم بیان را گراف نظریه�ی از مقدماتͬ قضایای و مفاهیم اول فصل •

است. نیاز مورد

ساختاری ویژگͬ�های از تعدادی فولرن گراف�های با بیش�تر آشنایی منظور به دوم فصل در •

مͬ�کنیم. بررسͬ را آن�ها گسترش�پذیری و دوری یالͬ همبندی مانند فولرن گراف�های

. مͬ�شود مطرح ترکیبیاتͬ و هندسͬ لحاظ از فولرن�ها مورد در باز مسائل تعدادی سوم فصل •

و چنبره مربعͬ، شبͺه�های مانند دوبخشͬ گراف�های برای را تحمیلͬ تطابق�های چهارم فصل •

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد گراف�ها از خاص رده�ی تعدادی و ابرمͺعب

ساختاری ویژگͬ دو از استفاده با مͬ�دهد تشͺیل را نامه پایان این اصلͬ قسمت که پنجم فصل •

فولرن گراف�های در کامل تطابق�های تحمیلͬ اعداد که مͬ�شود داده نشان فولرن گراف�های

نیست. ٣ از کم�تر عمومͬ،

٢



١ فصل

مقدمه

فصل این مͬ�پردازیم، است نیاز مورد بعدی فصل�های در که قضایایی و تعاریف بیان به فصل این در

دوم بخش در مͬ�کنیم، بیان را همبندی نظیر گراف اولیه�ی مفاهیم اول بخش در است، بخش ٣ شامل

مسطح گراف�های ابتدایی ویژگͬ�های و مفاهیم به سوم بخش و تطابق به مربوط قضیه�های و تعاریف

مͬ�پردازیم.

همبندی و گراف مورد در مقدماتͬ قضیه�های و تعریف�ها ١-١

گراف�ها

آن در که است (V (G), E(G), ψG) چون مرتب تایی سه از متشͺل ،G گراف .١.١.١ تعریف

و مͬ�باشد یال�ها مجموعه�ی نام به ،V (G) از مجزا مجموعه�ای ،E(G) و رأس�ها مجموعه�ی ،V (G)

مͬ�سازد. مربوط نیستند، مجزا لزوماً Gکه رأس�های از نامرتب جفت به Gرا یال هر که ψG وقوع تابع

این در ،ψG(e) = {u, v} که طوری به باشند، G از رأس�هایی v و u و باشد G در یال ͷی e اگر

تعداد هستند. e یال سر دو ،v و u رأس�های و مͬ�کند متصل را v و u ،e یال که مͬ�شود گفته صورت

مͬ�دهیم. mنمایش با را G یال�های تعداد و n با را G رأس�های

را رأسͬ دو و مͬ�شوند نامیده یال آن با هم�وقوع رأس�های یال، ͷی انتهایی رأس دو .٢.١.١ تعریف

که یالͬ دو طور همین و مͬ�گویند مجاور یا هم�جوار رأس�های هستند، مشترک یال ͷی با هم�وقوع که

هیچ با هم�وقوع که یالͬ دو مͬ�شوند. نامیده مجاور یال دو مͬ�باشند، مشترک رأس ͷی با هم�وقوع

٣



نامیده همسایه رأس دو مجزا، مجاور رأس دو مͬ�شوند. نامیده مستقل یال�های نیستند، مشترکͬ رأس

مͬ�شود. داده نمایش NG(v) نماد با ،v همسایه�ی رأس�های مجموعه�ی مͬ�شوند.

پیوند را مجزا انتهایی نقاط با یال و طوقه را مساوی انتهای و ابتدا نقاط با یال ͷی .٣.١.١ تعریف

مͬ�نامند.

یͺسان آن�ها انتهایی و ابتدا نقاط که را پیوندهایی از بیش�تری تعداد یا جفت ͷی .۴.١.١ تعریف

مͬ�گویند. موازی یال�های هستند،

مͬ�شود. نامیده ساده گراف موازی، یال�های و طوقه بدون گراف .۵.١.١ تعریف

و V (H) ⊆ V (G) اگر ،H ≤ G مͬ�نویسیم و است G زیرگراف H گراف .۶.١.١ تعریف

، H ̸= G ولͬ است H ≤ G که وقتͬ باشد. E(H) به ψG تحدید ψH و باشد E(H) ⊆ E(G)

مͬ�نامیم. G سره�ی زیرگراف Hرا و H < G مͬ�نویسیم

در یعنͬ باشد. G گراف رأس�های همه�ی شامل هرگاه است، G فراگیر زیرگراف H .٧.١.١ تعریف

V (H) = V (G) باشیم داشته واقع

رأس��هایش مجموعه�ی که زیرگرافGرا Vباشد، ناتهͬ Vزیرمجموعه�ی ′ که فرضکنیم تعریف٨.١.١.

زیرگراف است V ′ در انتهایشان دو هر یال�هایGاستکه آن از مجموعه�ای یال�هایش، مجموعه�ی و V ′

مͬ�دهند. نمایش G[V ′] نماد با و مͬ�نامند V ′ وسیله�ی به شده القاء G

زیرگرافͬ مͬ�دهند، نمایش هم G− V ′ صورت به که را G[V \V ′] القایی زیرگراف .٩.١.١ تعریف

دست به واقع�اند، آن�ها بر V ′ رأس�های که یال���هایی با همراه V ′ رأس�های حذف با G از که است

مͬ�آید.

مجموعه�ی که را G زیرگراف باشد، E از ناتهͬ زیرمجموعه�ی E ′ که کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف

Eاستزیرگراف ′ مجموعه�ی یال�هایش، مجموعه�ی Eو ′ در یال�ها انتهای دو از مجموعه�ای رأس�هایش،

زیرگراف G[E ′] واقع در مͬ�دهند. نمایش G[E ′] نماد با را آن و مͬ�نامند E ′ وسیله�ی به القایی Gی

مͬ�باشد. G یال-القایی

یال�های تعداد مͬ�شود، داده نمایش dG(v) نماد با که G گراف در v رأس درجه�ی .١١.١.١ تعریف

و کم�ترین مͬ�آید. حساب به یال دو طوقه هر است. شده واقع آن�ها بر v رأس که است G گراف

مͬ�دهیم. نمایش ،∆(G) و δ(G) با ترتیب به را G رأس�های درجه�ی بیش�ترین

۴



منتظم، گراف و باشد k آن رأس�های همه�ی درجه�ی هرگاه است، k−منتظم ،Gگراف تعریف١٢.١.١.

مͬ�نامند. مͺعبی گراف را ٣-منتظم گراف باشد. منتظم kیی، ازاء به که است گرافͬ

مانند بخش دو به مͬ�توان را آن رأس�های مجموعه�ی که است گرافͬ دوبخشͬ، گراف تعریف١٣.١.١.

Y بخش در آن دیͽر سر Xو بخش در سرش ͷی گراف، این یال هر که طوری به کرد، افراز Y Xو

باشد. داشته قرار

∑
v∈V (G) d(v) = ٢m داریم: باشد، یال�ها نمایشتعداد ،m اگر ،Gگراف هر برای .١۴.١.١ قضیه

شود. مراجعه ١٠ صفحه�ی [٣] مرجع به اثبات برای اثبات.

است. G منتظم −k فراگیر زیرگراف ͷی Gگراف در k−عامل ͷی .١۵.١.١ تعریف

داده نمایش G = G١�G٢ نماد با که G٢ و G١ گراف دو دکارتͬ حاصلضرب .١۶.١.١ تعریف

و است V (G) = V (G١) × V (G٢) صورت به آن رأس�های مجموعه�ی که است گرافͬ مͬ�شود،

و u٢ = v٢ یا u٢v٢؛ ∈ E(G٢) و u١ = v١ که مجاورند صورتͬ در (v١, v٢) و (u١, uرأس(٢ دو

باشد. u١v١ ∈ E(G١)

W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk صورت به ناتهͬ دنباله�ی ،Gگراف در راه یͷگشتیا تعریف١٧.١.١.

،ei یال انتهای دو ،١ ≤ i ≤ k برای که قسمͬ به هستند، یال�ها و رأس�ها متناوباً آن جمله�های که است

رأس�های است. ,v٠)−گشت vk)ͷی یا vk به v٠ از Wگشتͬ مͬ�گوییم هستند. vi و vi−١ رأس�های

در مͬ�نامند. داخلͬ�اش رأس�های را vk−١ . . . ،v٢ و v١ و W انتهای و مبدأ ترتیب به را vk و v٠
عدد نباشند. متمایز است ممͺن نیز رأس�ها بنابراین باشند، متمایز یال�ها، که ندارد لزومͬ گشت، ͷی

مجاور رأس�های از دنباله�ای صورت به را گشت ͷیG ساده�ی گراف در Wمͬ�باشد. طول ،k صحیح

مͬ�نویسیم.

W گشت صورت این در باشند، مجزا W گشت در ek, . . . , e٢, e١ یال�های اگر .١٨.١.١ تعریف

، G گراف در موازی یال�های وجود امͺان دلیل به یال�ها، بودن متمایز وجود با مͬ�نامند. گذر ͷی را

مͬ�کنند. مشخص Wرا طول یال�ها، تعداد نباشند. متمایز رأس�ها است ممͺن

را W باشند مجزا ،vk, . . . , v١, v٠ رأس�های یال�ها، بر علاوه ،W گشت در اگر .١٩.١.١ تعریف

دو به دو رأس�های از دنباله�ای صورت به مسیر ͷی ،G ساده�ی گراف در بنابراین مͬ�نامند. مسیر ͷی

طول هستند. مجاور ،G گراف در دنباله، این متوالͬ رأس دو هر که طوری به مͬ�شوند، نوشته متمایز

مͬ�نامیم. k−مسیر ͷی را k طول به مسیر ͷی است. مسیر آن یال�های تعداد مسیر، ͷی

۵



آن�ها بین مسیر −(u, v) ͷی هرگاه همبندند G گراف vی و u رأس دو مͬ�گوییم .٢٠.١.١ تعریف

بنابراین است. V رأس�های مجموعه�ی در هم�ارزی رابطه�ی ͷی همبندی، رابطه�ی باشد. داشته وجود

v و u رأس دو که طوری به دارد، وجود Vw, . . . , V٢, V١ ناتهͬ زیرمجموعه�های به V از افرازی

باشند. Vi مجموعه�ی ͷی به متعلق دو هر ،v و u اگر تنها و اگر همبندند

دقیقاً G گراف هرگاه مͬ�نامند. G همبندی مؤلفه�های را G[Vw], . . . , G[V٢], G[V١] زیرگراف�های

مؤلفه�های تعداد مͬ�باشد. Gناهمبند اینصورت، غیر استدر همبند باشد، داشته همبندی یͷمؤلفه�ی

مͬ�دهند. نمایش ω(G) با را G

که را G در v و u بین فاصله�ی آن�گاه باشند همبند Gگراف در v و u رأس�های اگر .٢١.١.١ تعریف

نباشد موجود مسیری هیچ اگر است. G در (u, v) مسیر کوتاه�ترین طول مͬ�دهند، نشان dG(u, v) با

مͬ�کنیم. تعریف بی�نهایت را dG(u, v) �آن�گاه کند وصل هم به را v و u که

با را G قطر مͬ�شود. تعریف Gرأس دو هر بین فاصله�ی بزرگ�ترین ،Gگراف قطر .٢٢.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش diam(G)

گذر باشند. ͬͺی آن انتهای و مبدأ و باشد داشته مثبت طول اگر است بسته گشت .٢٣.١.١ تعریف

دور آن یال�های تعداد دور، ͷی طول است. دور باشند، مجزا آن مبدأ و داخلͬ رأس�های که بسته�ای

مربع، ͷی از ۴-دور و مͬ�گوییم مثلث ͷی را ٣-دور مͬ�نامیم. یkͷ−دور را k طول به دور مͬ�باشد.

شده�اند. تشͺیل شش�ضلعͬ ͷی از ۶-دور و پنج�ضلعͬ ͷی از ۵-دور

دوری هیچ دارای G اگر است. G گراف در دور کوتاه�ترین طول ،G گراف کمر .٢۴.١.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف بی�نهایت را G کمر نباشد،

نباشد. فرد طول به دوری هیچ شامل اگر تنها و اگر است دوبخشͬ ،Gگراف .٢۵.١.١ قضیه

شود. مراجعه ١۴ صفحه�ی ، [٣] مرجع به اثبات برای اثبات.

مͬ�نامیم. درخت را دور بدون همبند گراف .٢۶.١.١ تعریف

m = n− ١ داریم: درخت، ͷی در .٢٧.١.١ قضیه

شود. مراجعه ٢۵ صفحه�ی ، [٣] مرجع به اثبات برای اثبات.

درخت جنگل، ͷی مؤلفه�ی هر واقع در مͬ�شود. نامیده جنگل دور، بدون گراف هر .٢٨.١.١ تعریف

است.

۶



جنگل مؤلفه�های تعداد ω mکه = n− ω صورت این در باشد، جنگل ͷی G اگر .٢٩.١.١ قضیه

است. G

مؤلفه�، هر یال�های تعداد برای صورت این در است، ،درخت جنگل ͷی مؤلفه�ی هر چون اثبات.

داریم: و است برقرار (i = ١,٢, . . . , ω) ازای به ، (ni − ١) رابطه�ی

m = (n١−١)+ (n١−٢)+ · · ·+(nω −١) = (n١+n٢+ · · ·+nω)−ω = n−ω

ω(G− e) > ω(G) هرگاه مͬ�گوییم برشͬ یال یا پل ͷی را e یال .٣٠.١.١ تعریف

نباشد. واقع ،G دور هیچ در e اگر تنها و اگر است برشͬ یال ͷی e .٣١.١.١ قضیه

شود. مراجعه ٢٧ صفحه�ی ، [٣] مرجع به اثبات، برای اثبات.

E٢ و E١ ناتهͬ زیرمجموعه�ی دو به بتواند E اگر است برشͬ رأس G از v رأس .٣٢.١.١ تعریف

نابدیهͬ و طوقه بدون G اگر باشند. مشترک v رأس در تنها G[E٢] و G[E١] که طوری به شود افراز

ω(G− v) > ω(G) اگر تنها و اگر است G برشͬ رأس v آن�گاه باشد،

باشد. ناهمبند G− V ′ که طوری به است، V از V ′ زیرمجموعه�ی ،G رأسͬ برش .٣٣.١.١ تعریف

است. عضوی k رأسͬ برش برشk−رأسͬ، مجموعه�ی ͷی

،κ(G) همبندی باشد، داشته متمایز نامجاور رأس جفت ͷی حداقل ،Gگراف اگر .٣۴.١.١ تعریف

با برابر را κ(G) صورت این غیر در دارد. k−رأسͬ برش ،G آن ازای به که است k مقدار کم�ترین

باشد. ناهمبند یا ( رأس(بدیهͬ ͷی شامل گراف ͷیG اگر ،κ(G) = پس٠ مͬ�کنیم. تعریف n−١

همبندی دیͽر بیان به باشد. k ≤ κ(G) اگر مͬ�گویند k−همبند گراف را Gگراف .٣۵.١.١ تعریف

مͬ�باشد. همبند −k ،Gگراف آن ازای به که است k مقدار بزرگ�ترین ،κ(G) یعنͬ ، Gگراف

در انتهایشان ͷی که یال�هایی مجموعه�ی ،V (G) از S ′ و S زیرمجموعه�های برای .٣۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش [S, S ′] وسیله�ی به را است S ′ در دیͽرشان انتهای و S

زیرمجموعه�ی ،S آن در استکه [S, S]صورت Eبه از زیرمجموعه�ای ،G برشیالͬ تعریف٣٧.١.١.

یالͬ برش ͷی E ′ و نباشد بدیهͬ G اگر واقع در است. S = V (G)\S و V (G) از ناتهͬ سره�ی

است. عضوی k یالͬ برش برشk−یالͬ، ͷی است. ناهمبند ،G− E ′ آن�گاه باشد،

−kبرش ͷی ،Gگراف آن ازای به که است k مقدار کم�ترین ،κ′(G) یالͬ همبندی تعریف٣٨.١.١.

است. صفر κ′(G) باشد، ناهمبند یا بدیهͬ G اگر دارد. یالͬ

٧



باشد. k ≤ κ′(G) هرگاه مͬ�گوییم یالͬ k−همبند را Gگراف .٣٩.١.١ تعریف

κ ≤ κ′ ≤ δ .۴٠.١.١ قضیه

شود. مراجعه ۴٣ صفحه�ی [٣] مرجع به اثبات برای اثبات.

ͷی ،Gرأس هیچ اگر مͬ�گویند رأسͬ Gدرونͬ-مجزای در را مسیرها از خانواده�ای .۴١.١.١ تعریف

نباشد. خانواده مسیر ͷی از بیش برای درونͬ رأس

دو هر اگر تنها و اگر است ٢-همبند رأس، n ≥ ٣ با G گراف : ١ ویتنͬ) (قضیه�ی .۴٢.١.١ قضیه

باشند. متصل هم به -مجزا درونͬ مسیر دو حداقل وسیله�ی به ،Gرأس

شود. مراجعه ۴۵ صفحه�ی [٣] مرجع به اثبات برای اثبات.

مͬ�شود: حاصل ٢-همبند گراف�های مورد در زیر نتیجه�ی ، ۴٢.١.١ قضیه�ی از

قرار مشترک دور ͷی روی G رأس دو هر آن�گاه باشد، ٢-همبند ، G گراف اگر .۴٣.١.١ نتیجه

مͬ�گیرد.

کرد. بیان ٢-همبند گراف�های مورد در مͬ�توان را زیر قضیه�ی معادل طور به و

هستند. ٢-همبند گراف�های مشخص�کننده�ی و معادلند زیر شرایط ،n > ٣ اگر .۴۴.١.١ قضیه

نیست. برشͬ رأس هیچ دارای و است همبند G •

دارد. وجود مجزا-درونͬ مسیرهای ،y و x بین ،x, y ∈ V (G) هر ازای به •

دارد. وجود y و x بین دور ͷی ، x, y ∈ V (G)رأس دو هر ازای به •

مͬ�گیرند. قرار مشترک دور ͷی روی ،G یال�های از جفت هر و δ(G) > ١ •

طوری به مͬ�کند، تبدیل مؤلفه دو به را Gگراف آن�ها برداشتن که یال k مجموعه�ی .۴۵.١.١ تعریف

مجموعه�ی این مͬ�شود. نامیده دوری یالͬ k−برش مجموعه�ی ͷی باشد، دور ͷی شامل مؤلفه هر که

باشد. k طول به منفردی دور شامل مؤلفه دو این از ͬͺی حداقل اگر است بدیهͬ برشͬ

حذف باید را یال k حداقل اگر مͬ�گوییم، یالͬ k−همبند دوری طور به را Gگراف .۴۶.١.١ تعریف

ͷی شامل مؤلفه�ها، این از ͷی هر که طوری به شود، تبدیل همبندی مؤلفه�ی دو به G گراف تا کرد

�باشد. دور

١Whitney
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