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چ΋یده

X ضعيف پوچ�ساز را {a ∈ R | xa ∈ nil(R) ∀x ∈ X} مجموعه�ی ،R حلقه��ی در X زيرمجموعه�ی يك برای
R[x;α, δ] اور ͳتوسيع حلقه�ی روی ضعيف پوچ�ساز خواص پايان�نامه اين در م�ͳدهيم. نشان NR(X) به و گوييم R در
عنصر هر م�ͳدهيم نشان ،P(R) = nil(R) و باشد ,α)-سازگار δ) حلقه�ی يك R كه اين فرض با م�ͳكنيم. ͳبررس را
كه م�ͳگيريم نتيجه و هستند پوچ�توان R در آن ضرايب كه است R[x;α, δ] از عنصری دقيقاً R[x;α, δ] در پوچ�توان
R Xدر زير�مجموعه�ی هر برا�ی اگر م�ͳدهيم نشان ,R[x;αاست. δ] در ایده�آل ,R[x;αيك δ] پوچ�توان عناصر مجموعه�ی
زير�مجموعه�ی هر برای آنΎاه شود، توليد پوچ�توان عضو يك توسط راست ایده�آل يك عنوان NR(X)به ،X ⊈ nil(R) كه
توليد پوچ�توان عضو يك توسط راست ایده�آل يك عنوان NR[x;α,δ](U)به ،U ⊈ nil(R[x;α, δ]) كه R[x;α, δ] در U

م�ͳشود.

.١۶N۶٠ و ١٣B٢۵ بندي: رده كد
پوچ�توان. خوب چندجمله�ا�ی و پوچ�توان وابسته�ی اول ايده�آل ضعيف، پوچ�ساز كلماتكليدي:



١ فصل

مقدمه

مقدمه ١.١

م�ͳگيريم. نظر در ͳناته را زير�مجموعه�ها همه�ی و ي΋دار حلقه�ها همه�ی پايان�نامه اين در

R در X راست پوچ�ساز را {a ∈ R | xa = ۰ ∀x ∈ X} مجموعه�ی ،X ⊆ R و باشد حلقه يك R اگر

نشان lR(X) به و م�ͳشود تعريف مشابه طور به R در X چپ پوچ�ساز م�ͳدهند. نشان rR(X) به و گويند

م�ͳدهند.

م�ͳدهند. نمایش (lR(x)) rR(x) به ساده طور به را (lR(X)) rR(X) باشد عضوی Έت X = {x} اگر

طوری�كه به باشد موجود R از X زير�مجموعه�ی هر�گاه گويند (چپ) راست پوچ�ساز را R از I ايده�آل

.(I = lR(X)) I = rR(X)

قديم�ͳترين از مدول�ها، به آن تعميم سپس و حلقه يك در (چپ) راست پوچ�سازها�ی مطالعه�ی

حلقه�هاست. نظريه مباحث

نظريه��ی وارد گلدی١ توسط پيشتر حلقه يك پوچ�سازهای روی (ͳنزول) صعودی زنجير شرط مطالعه�ی

حلقه�ی يك زير�حلقه�ی هر لذا م�ͳرسد، ارث به زير�حلقه�ها به حلقه�ها از خاصيت اين چون و شد حلقه�ها

پوچ�سازهاست. روی افزاينده زنجير شرط دارا�ی نوتری

حلقه�ی در جمله�ای چند يك f(x) و ͳجابجاي حلقه�ی يك R اگر كه م�ͳكند بيان مك�كوی٢ از قضيه يك

f(x) پوچ�ساز طوری�كه به است)، R روی نامعين�ها از مجموعه يك ،X) باشد متغير تعداد هر با R[X]

Goldie١

McCoy٢



مقدمه .١ ٢فصل

مطالعه�ی ͳطبيع طور به قضيه اين است. ناصفر نيز R و f(x) پوچ�ساز اشتراك آنΎاه باشد ناصفر R[X] در

دارد. دنبال به را جمله�ای�ها چند حلقه�ی در پوچ�سازها سازی مشخص

وجود D ⊆ R زير�مجموعه�ی آيا باشد، S حلقه�ی در C پوچ�ساز A و C ⊆ R[X] = S كنيد فرض سوال:

اشاره آن ΁پاس چند به زير در است؟ R حلقه�ی در D پوچ�ساز B آن در كه A = B[X] طوری�كه به دارد

م�ͳكنيم.

[٩]) P = Max{rR(D)|۰ ̸= D ⊆ R} كه L = P [X] پس L = Max{rS(C) | ۰ ̸= C ⊆ S} اگر .١

ببينيد.) را

آنΎاه باشد خوب جمله�ا�ی چند يك f(x) و f(x) = a۰ + a۱x+ ...+ anx
n ∈ S اگر .٢

.rS(f(x)) =
∩n

i=۰ rR(ai[X])

ببينيد.) را (۶-۶٧) لم ٢٣۴ صفحه�ی [١۴])

است. شده مطالعه گسترده�تری صورت به [٢،٨،٩،١۶،١٧] در پوچ�ساز�ها خواص

خواص و كرده ͳمعرف را حلقه يك در زير�مجموعه يك ضعيف پوچ�ساز مفهوم �پايان�نامه اين در

م�ͳكنيم. ͳبررس را R[x;α, δ] اور ͳتوسيع حلقه�ی روی ضعيف پوچ�ساز

استفاده آنها از بعدی فصل�های در كه است مدول�ها و حلقه�ها نظريه�ی از ͳمطالب شامل دوم فصل

م�ͳكنيم.

پوچ�ساز مفهوم سپس م�ͳكنيم، بيان [١١] از را ,α)-سازگار δ) حلقه�های تعريف ابتدا سوم فصل در

يك R اگر م�ͳكنيم. ͳبررس را آن خواص ͳبعض و كرده ͳمعرف را حلقه يك در زير�مجموعه يك ضعيف

در X ضعيف پوچ�ساز را {a ∈ R | xa ∈ nil(R) ∀x ∈ X} مجموعه�ی آنΎاه ،X ⊆ R و باشد حلقه

طور به را NR(X) باشد، عضوی Έت X = {x} که ͳصورت در م�ͳدهيم. نشان NR(X) به و گوييم R

م�ͳدهيم. نشان NR(x) به ساده

قضيه�ها از بسياری در كه كنيم ͳم اثبات را [١۵] در ماتژاك۵ و ۴ͳلروي لم٣، از ͳلم چهارم فصل در

برای ،P(R) = nil(R) و باشد ,α)−سازگار δ) حلقه�ی يك R اين�كه فرض با م�ͳگيرد. قرار استفاده مورد
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مقدمه .١ ٣فصل

اگر تنها و اگر f(x) ∈ nil(R[x;α, δ]) که م�ͳدهيم نشان f(x) = a۰+ a۱x+ ...+ anx
n ∈ R[x;α, δ] هر

م�ͳآوريم: دست به را زير مهم نتيجه�ی دو و ai ∈ nil(R) ،۰ ⩽ i ⩽ n هر برای

است. R[x;α, δ] ايده�آل يك nil(R[x;α, δ]) .١

.nil(R[x;α, δ]) = nil(R)[x;α, δ] .٢

عنوان به NR(X) ،X ⊈ nil(R) كه R در X زير�مجموعه�� هر برای اگر که م�ͳدهيم نشان بالا فرض�های با

كه R[x;α, δ] در U زير�مجموعه�ی هر برای آنΎاه شود توليد پوچ�توان عضو يك توسط راست ايده�آل يك

م�ͳشود. توليد پوچ�توان عضو يك توسط راست ايده�آل يك عنوان NR[x;α,δ](U)به ،U ⊈ nil(R[x;α, δ])

م�ͳكنيم. بيان را ضعيف پوچ�ساز از مختلف مثال�های پنجم فصل در

دليل به ͳجابجاي جبر در ايده�آل�ها اين م�ͳكنيم. بيان [١] از را وابسته اول ايده�آل تعريف ششم فصل در

را زيادی توجه اخير سال�های در و هستند شده شناخته ͳخوب به دارند اوليه تجزيه�ی در كه ͳمهم نقش

كه كردند ثابت كردن، ͳموضع نظريه�ی از استفاده با هينزر٧ و برور۶ [٧] در اند. كرده جلب خود به

ͳيعن هستند، يافته توسعه R[x] جمله�ای چند حلقه�ی با وابسته اول ايده�آل�های R ͳجابجاي حلقه�ی در

استفاده با [١٠] در فيس٨ .A۰ = A∩R ∈ Ass(R) كه است A = A۰[x]صورت به A ∈ Ass(R[x]) هر

بدون را بالا نتاي; همان آورد، دست به خوب جمله�ای�های چند مورد در [١۶] در شاك٩ كه ͳنتايج از

نتاي; كه داد نشان آنين١٠ [١] در كرد. اثبات ͳجابجاي جبر ابزار�های ديΎر يا كردن ͳموضع كاربرد

R حلقه�ی كه R[x, α] حلقه�ی روی M [x] جمله�ای چند مدول يك در كل�ͳتر، حالت در هينزر و برور

ͳجابجاي حلقه�ی يك در وابسته اول ايده�آل�های خواص بنابراين هستند. برقرار باشد، ͳناجابجاي م�ͳتواند

اول ايده�آل�های مطالعه�ی به [١،٧،١٠] نتاي; از استفاده با يابند. تعميم ͳناجابجاي حالت به م�ͳتوانند

م�ͳپردازيم. هستند، وابسته اول ايده�آل�های از ͳتعميم كه اور ͳتوسيع حلقه�ی روی پوچ�توان وابسته�ی

اگر است راست شبه-اول ايده�آل يك I گوييم باشد. R حلقه ناصفر راست ايده�آل يك I كنيد فرض

.NR(I) = NR(I
′
) باشيم داشته ،I ′ ⊈ nil(R) که I

′ ⊆ I راست ايده�آل هر برای و I ⊈ nil(R)

ͳصورت در گوييم R پوچ�توان وابسته�ی اول R از A ايده�آل باشد. R حلقه ايده�آل Έی nil(R) فرضكنيد

Brewer۶
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مقدمه .١ ۴فصل

ايده�آل�های همه�ی مجموعه��ی .A = NR(I) طوری�که به باشد داشته وجود I شبه-اول راست ايده�آل كه

يك R اين�كه فرض با پايان در م�ͳكنيم. مشخص NAss(R) ی �وسيله به را R پوچ�توان وابسته�ی اول

که: م�ͳدهيم نشان ،P(R) = nil(R) و باشد ,α)−سازگار δ) حلقه�ی

NAss(R[x;α, δ]) = {A[x;α, δ] | A ∈ NAss(R)}.

چند�جمله�ای هر برای و است R[x;α, δ] از ايده�آل يك A[x;α, δ] كه

f(x) = a۰ + a۱x+ ...+ anx
n ∈ R[x;α, δ]

.ai ∈ A ،۰ ≤ i ≤ n هر برای اگر تنها و اگر f(x) ∈ A[x;α, δ]



٢ فصل

نياز�ها پيش

اول ايده�آل و پوچ�توان عناصر ١.٢

به باشد داشته وجود n ͳطبيع عدد ،a ∈ R برای اگر باشد. حلقه يك R كنيد فرض تعريف١.١.٢

گويند. R حلقه�ی پوچ�توان عنصر را a ،an = ۰ طوری�كه

� م�ͳدهند. نمايش nil(R) با را R حلقه�ی پوچ�توان عناصر مجموعه�ی

،a = ۰ دهد نتيجه a۲ = ۰ كه a ∈ R هر برای اگر باشد. حلقه Έی R كنيد فرض تعريف٢.١.٢

گويند. يافته تقليل را R حلقه�ی

� .nil(R) = ۰ داريم R يافته�ی تقليل حلقه هر برای �وضوح به

.nil(S) = ۰ آنΎاه nil(R) = ۰ و R ∼= S اگر باشند. حلقه دو S و R كنيد فرض ٣.١.٢ لم

صورت به حلقه�ای ͳريخت΋ي پس .R ∼= S كنيم فرض اثبات.
φ : R→ S

r 7→ s

φ كه آنجا از .sn = ۰ كه دارد وجود n ͳطبيع عدد رو اين از .s ∈ nil(S) كنيم فرض دارد. وجود

پس .φ(rn) = ۰ ازين�رو و ۰ = sn = φn(r) لذا .s = φ(r) كه دارد وجود r ∈ Rپس است، ͳريخت΋ي

■ .nil(S) = ۰ لذا و s = φ(r) = ۰ بنابراين .r = ۰ داريم ،nil(R) = ۰ كه آنجا از و rn = ۰



نياز�ها پيش .٢ ۶فصل

R از B و A ایده�آل دو هر برای هرگاه گويند، اول را R حلقه�ی از P سره�ی ایده�آل تعريف١.٢.۴

� .B ⊆ P يا A ⊆ P كه دهد نتيجه AB ⊆ P که

که R از A ایده�آل هر برای هرگاه گويند، نيم�اول را R حلقه�ی از P سره�ی ایده�آل ۵.١.٢ تعريف

.A ⊆ P که دهد نتيجه A۲ ⊆ P

است. نيز نيم�اول اول، ایده�آل هر كه است ΀واض

م�ͳدهند. نشان P(R) به را R اول ایده�آل�های همه�ی اشتراك

�

باشد. حلقه يك R كنيد فرض ۶.١.٢ قضيه

باشد. R اول ایده�آل�های از ͳاشتراك I اگر وتنها اگر است نيم�اول R در I ایده�آل .١

.P(R) ⊆ nil(R) .٢

ببينيد. را (١١-١٠) قضيه�ی ١۶٨ صفحه [١٣] .١ اثبات.

ببينيد. را (١٣-١٠) تعريف ١۶٨ صفحه [١٣] .٢

■

� گويند. ٢-اوليه را R حلقه�ی آنΎاه P(R) = nil(R) اگر تعريف٧.١.٢

� است. ٢-اوليه يافته، تقليل حلقه�ی هر �وضوح به ٨.١.٢ مثال

ایده�آل يك نيز nil(R) ،R ٢-اوليه�ی حلقه�ی در پس است، R حلقه�ی ایده�آل يك P(R) که آنجا از

،R لزوماً آنΎاه باشد R حلقه�ی ایده�آل nil(R) اگر كه داد خواهيم نشان (١۶.١.٢) مثال در است. R

نيست. ۲-اوليه

ببينيد. را [٣،۴،۵،۶] ٢-اوليه حلقه�های بيشتر خواص و مثال�ها مطالعه�ی برای

هرگاه گويند ͳموضع پوچ�توان را S ⊆ R مجموعه�ی باشد. حلقه يك R كنيد فرض تعريف٩.١.٢

كه طوری به باشد داشته وجود m ͳطبيع عدد ،{s۱, s۲, ..., sn} ⊆ S ͳمتناه زيرمجموعه�ی هر برای

پوچ�توان ایده�آل�های همه�ی جم΄ . شود صفر {s۱, s۲, ..., sn} مجموعه�ی از عنصر m هر حاصل�ضرب

� م�ͳدهند. نمايش L− rad(R) با و م�ͳنامند R ͳلويتزك رادي΋ال را R ͳموضع
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از عنصر n هر ضرب ͳيعن ،n ∈ N كه Tn = ۰ از منظور ،R حلقه�ی در T زير�مجموعه�ی يك برای

است. صفر برابر T مجموعه�ی

طوری به باشد داشته وجود n ∈ N اگر باشد. R حلقه�ی از ایده�آل يك I کنید فرض تعريف١٠.١.٢

� گويند. R پوچ�توان ایده�آل را I آنΎاه In = ۰ كه

ایده�آل يك نيز A+B پس باشند. R ͳموضع پوچ�توان ایده�آل�های B و A كنيد فرض ١١.١.٢ گزاره

است. R ͳموضع پوچ�توان

A+B از زير�مجموعه�ای F = {x۱, x۲, ..., xn} فرضكنيد است. R ایده�آل يك A+B �وضوح به اثبات.

و G = {a۱, a۲, ..., an} دهيد قرار .bi ∈ B و ai ∈ A كه xi = ai+ bi ،i = ۱, ۲, ..., n هر برای لذا باشد.

GN۱ = ۰ كه دارد وجود N۱ ∈ N پس است، ͳموضع پوچ�توان A و G ⊆ A چون .H = {b۱, b۲, ..., bn}

و K = {ai۱ ...aikbj | j = ۱, .., n} دهيد قرار .HN۲ = ۰ كه دارد وجود N۲ ∈ N ترتيب همين به و

B و A چون .k ≤ N۲ و bi۱ , ..., bik ∈ G ،k ≤ N۱ ،ai۱ , ..., aik ∈ G كه L = {bi۱ ...bikaj | j = ۱, .., n}

B و A كه آنجا از .H ∪K ⊆ B و G∪L ⊆ A رو اين از .H ⊆ B و L ⊆ Aپس هستند، R ایده�آل�های

اكنون .(H ∪K)N۴ = ۰ و (G ∪L)N۳ = ۰ كه دارند وجود N۳, N۴ ∈ N پس هستند، ͳموضع پوچ�توان

(ai۱+bi۱)...(aiN+biN صورت( به كه F Nعنصر حاصل�ضربهر در .N = ۲Max(N۳, N۴) فرضكنيم

آنΎاه که دهيم نشان | b | با را �bijها تعداد و | a | با را �aijها تعداد j = ۱, ۲, ..., N هر برای اگر است،

از و | b |≥ ۱
۲N يا | a |≥ ۱

۲N بنابراين .| a | + | b |= N داريم حاصل�ضرب اين بسط از جمله هر در

جمله�ای تك هر آنΎاه | a |≥ N۳ اگر كه ديد م�ͳتوان ساده ͳبررس با .| b |≥ N۴ يا | a |≥ N۳ رو اين

آنΎاه | b |≥ N۴ اگر مشابه طور به شد. خواهد صفر برابر لذا و است G ∪ L از عنصر N۳ حداقل شامل

FN = ۰ رو اين از شد. خواهد صفر برابر لذا و است H ∪K از عنصر N۴ حداقل شامل جمله�ای تك هر

■ است. ͳموضع پوچ�توان A+B بنابراين و

١٢.١.٢ گزاره

است. R ͳموضع پوچ�توان ایده�آل بزرگترين L− rad(R) .١

است. R اول نيمه ایده�آل L− rad(R) .٢

كنيم فرض .١ اثبات.
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{x۱, x۲, ..., xn} ⊆ L− rad(R)

هر برای بنابراین است، R ͳموضع پوچ�توان ایده�آل A كه L− rad(R) =
∑
A كه این به توجه با

رو اين از و xj ∈
∑
A داريم j = ۱, ۲, ..., n

xj = yij۱ + ...+ yijr(j)

پس است. R ͳموضع پوچ�توان ایده�آل Aijh(j)
و yijh(j)

∈ Aijh(j)
، h = ۱, ۲, ..., r(j) هر برای كه

لذا .xj ∈ Aij۱
+ ...+Aijr(j)

، j = ۱, ۲, ..., n هر برای

{x۱, x۲, ..., xn} ⊆
∑n

j=۱Aij۱
+ ...+Aijr(j)

∑n
j=۱Aij۱

+ ... + Aijr(j) که م�ͳگیریم نتیجه استقرا از استفاده با و (١١.١.٢) گزاره�ی طبق

مجموعه�ی از عضو m هر ضرب كه دارد وجود m ∈ N لذا است. R ͳموضع پوچ�توان ايده�آل

تعريف به توجه با و است ͳموضع پوچ�توان L− rad(R) بنابراين شود. صفر برابر {x۱, x۲, ..., xn}

م�ͳآيد. دست به نظر مورد نتيجه�ی (٩.١.٢)

برای است. R ͳموضع پوچ�توان ايده�آل A۲ آنΎاه A۲ ⊆ L− rad(R) كه باشد R از ͳايده�آل A اگر .٢

i, j = ۱, ۲, ..., n هر برای اگر باشد. A از زير�مجموعه يك {a۱, a۲, ..., an} كنيم فرض منظور این

ͳموضع پوچ�توان ايده�آل A۲ چون .{aij | i, j = ۱, ۲, ..., n} ⊆ A۲ آنΎاه ،aij = aiaj دهيم قرار

،k = ۱, ۲, ...,m هر برای كه طوری به aij۱aij۲ ...aijm = ۰ كه دارد وجود m ∈ N لذا است،

ai۱aj۱ai۲aj۲ ...aimajm = ۰ داريم ،aij = aiaj كه اين به توجه با .aijk ∈ {aij | i, j = ۱, ۲, ..., n}

مجموعه�ی از عنصر m۲ هر ضرب پس .aik , ajk ∈ {a۱, a۲, ..., an} ،k = ۱, ۲, ...,m هر برای كه

رو اين از و است ͳموضع پوچ�توان ايده�آل نيز A بنابراين است. صفر برابر {a۱, a۲, ..., an}

(١١.١.٢) گزاره�ی� به توجه با و است R نيم�اول ايده�آل L− rad(R) لذا .A ⊆ L− rad(R)

داريم:

P(R) ⊆ L− rad(R)

■
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R در ضرايب با جمله�ای�ها چند آن عناصر که اور ͳتوسيع حلقه�ی ١٣.١.٢ گذاري نماد تعريفو

ضرب a ∈ R هر برای و م�ͳشود تعریف ͳمعمول صورت به جم΄ م�ͳدهند. نشان R[x;α, δ] به و هستند

است، R α−مشتقΎير يك δ و ͳريخت درون يك α كه م�ͳپذیرد انجام xa = α(a)x+δ(a) رابطه�ی تحت

.δ(ab) = δ(a)b+ α(a)δ(b) كه ͳجمع نΎاشت يك Ͷيعن

R[x; δ] به را آن است ͳهمان α که ͳحالت در و R[x;α] به را R[x;α, δ] حلقه�ی ،δ = ۰ که ͳحالت در

� است. R[x] حلقه�ی همان اور ͳتوسیع حلقه�ی آنΎاه باشد ͳهمان α و δ = ۰ اگر م�ͳدهند. نشان

ͳیعن I[x;α, δ] باشد. R از مجموعه زیر Έی I کنید فرض

{u۰ + u۱x+ ...+ unx
n ∈ R[x;α, δ] | ui ∈ I}

تنها و اگر f(x) ∈ I[x;α, δ] ،f(x) = a۰ + a۱x+ ...+ anx ∈ R[x;α, δ] جمله�ای چند هر برای واق΄ در

.ai ∈ I ،۰ ≤ i ≤ n هر برای اگر

م�ͳشوند، جابجا R عناصر با و ي΋ديΎر با ها ti كه T = {ti | i ∈ Z} و حلقه يك R کنید فرض

،m ∈ N طوری�كه به هستند ∑m
r=۱ αjt

n۱
i۱
t
n۲
i۲
...tnr

ir
صورت به عناصر R[T ] جمله�ای چند حلقه�ی در

.j = ((i۱, n۱), (i۲, n۲), ..., (ir, nr)) و {n۱, n۲, ..., nr} ⊆ {N ∪ {۰}} ،{i۱, i۲, ..., ir} ⊆ Z

گويند، α-پوچ�توان را r ∈ R عنصر باشد. R حلقه�ی ͳريخت خود يك α فرضکنید تعريف١.٢.١۴

طوری�كه به باشد داشته وجود n = n(m) > ۲ ͳطبيع عدد ،m ∈ N هر برای اگر

rαm(r)...αm(n−۱)(r) = ۰ (١.٢)

،m ∈ N هر برای طوری�كه به باشد داشته وجود n ∈ N اگر گويند، كراندار مرتبه�ی با α-پوچ�توان را r و

كند. صدق (١.٢) معادله�ی در n

�

اعداد از صعودی اكيداً دنباله�ی يك A = {a۱, a۲, ..., ag | g ∈ N} كنيد فرض گذاري١.٢.١۵ نماد

طوری�كه به است k-جمله�ای ͳحساب تصاعد يك شامل A كه ،g ͳطبيع عدد كوچ΋ترين باشد. ΀صحي

. م�ͳدهند نشان G(k, r) با را ،aj+۱ − aj ≤ r ،۱ ≤ j ≤ g هر برای

روی جمله�ای�ها چند حلقه�ی K[T ] ،T = {ti | i ∈ Z} ميدان، يك K كنيد فرض ١۶.١.٢ مثال

،K[T ] در {tn۱tn۲tn۳ | n۳ − n۲ = n۲ − n۱ > ۰, n۱, n۲, n۳ ∈ Z} توسط شده توليد ايده�آل I ،K ميدان
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،i ∈ Z هر برای طوری�كه به است S روی ͳخودريخت يك α آن در كه باشد R = S[x;α] و S =
K[T ]

I

.P(R) ̸= nil(R) و است R ايده�آل Έی nil(R) كه دهيم Ͷم نشان .α(ti) = ti+۱

م�ͳكنيم. اثبات و بيان را زير قضيه�ی ابتدا منظور اين برای

يك r ∈ R اگر باشد. R ͳخودريخت يك α و ͳجابجاي حلقه�ی Έی R كنيد فرض ١٧.١.٢ قضيه

در ͳموضع پوچ�توان راست ايده�آل يك (rxR)[x;α] آنΎاه باشد كراندار مرتبه�ی با α-پوچ�توان عنصر

است. R[x;α] حلقه�ی

عنصر بدون حلقه�ی زير S فرضكنيم است. R[x;α]راست ایده�آل Έی (rxR)[x;α] �وضوح به اثبات.

،j = ۱, ..., n هر برای كه باشد H = {rs۱xi۱ , ..., rsnxin} توسط شده توليد ،(rxR)[x;α] در Έی

مرتبه�ی و m = Max{i۱, ..., in} كنيم فرض است. پوچ�توان S که دهيم نشان بايد .ij ∈ N و sj ∈ R

عناصر چون .Sl = ۰ كه م�ͳكنيم ادعا و l = G(k,m) م�ͳدهيم قرار باشد. k با برابر r ͳپوچ�توان-α

صفر H عنصر l هر ضرب كه دهيم نشان است ͳكاف م�ͳشوند، توليد H مجموعه�ی اعضای توسط S

لذا و p = (rst۱x
i۱)(rst۲x

i۲)...(rstlx
il) م�ͳدهيم قرار م�ͳشود.

p = (rαi۱(r)αi۱+i۲(r)...αi۱+...+il(r))(st۱st۲ ...stl)x
i۱+i۲+...+il

هر برای ͳطرف از است. ΀صحي اعداد از صعودی اكيداً دنباله�ی يك ۰, i۱, i۱ + i۲, ..., i۱ + i۲ + ... + il

و jy − jy−۱ = im داريم ،y = ۱, ..., l كه jy, jy−۱ ∈ {۰, i۱, i۱ + i۲, ..., i۱ + i۲ + ...+ il} Ͷمتوال جمله دو

k-جمله�ای ͳحساب دنباله�ی يك شامل {۰, i۱, i۱ + i۲, ..., i۱ + i۲ + ...+ il} پس l = G(m, k) كه آنجا از

م�ͳشود. ثابت ح΋م و p = ۰ لذا است، k برابر r ͳپوچ�توان-α مرتبه�ی چون است.

■

برم�ͳگرديم. (١۶.١.٢) مثال به اكنون

لذا نباشد. R اول ايده�آل (۰) كنيم فرض .P(R) = (۰) که م�ͳدهيم نشان ابتدا

f(x) = a۰ + a۱x+ ...+ anx
n, g(x) = b۰ + b۱x+ ...+ bmx

m ∈ R

در .f(x)xjg(x) = ۰ ،j ≥ ۰ هر برای بنابراين .f(x)Rg(x) = ۰ و an, bm ̸= ۰ كه دارند وجود

.anαn+j(bm) = ۰ ،j ≥ ۰ هر برای لذا است. درجه بزرگترين با جمله�ی anx
nxjbmx

m اخیر حاصل�ضرب

.aαk(b) = ۰ ،k ≥ n هر برای كه طوری به دارند وجود S در b = bm و a = an ناصفر عناصر بنابراين
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جمله�ای تك دو هر ضرب كه ديد م�ͳتوان ͳراحت به kبزرگ ͳكاف اندازه�ی به ͳطبيع عدد انتخاب با اما

aαk(b) ̸= ۰ پس نيست. دهد، ͳحساب تصاعد تش΋يل انديس�هايشان كه نامعين سه شامل ،aδk(b) در

.P(R) = (۰) رو اين از و است R اول ايده�آل (۰) لذا است. تناقض كه

ti ͳپوچ�توان-α مرتبه�ی ،i ∈ Z هر برای لذا .tiα(ti)α۲(ti) = titi+۱ti+۲ = ۰ داريم ti ∈ R هر برای

. L− rad(R) ̸= (۰) كه م�ͳگيريم نتيجه (١٧.١.٢) قضیه�ی به باتوجه رو اين از است. ٣ برابر

م�ͳدهيم قرار است. R ايده�آل Έی nil(R) كه م�ͳدهيم نشان و م�ͳآوريم دست به را L− rad(R) حال

كه s = p + I لذا .s ∈ S كه h = s +M ،h ∈ S

M
هر برای واق΄ در . S

M
≃ K داريم .M =

∑
tiS

رو اين از .p ∈ K[T ]

p =
∑m

r=۱ αjt
n۱
i۱
t
n۲
i۲
...tnr

ir

م�ͳتوانيم بنابراین .j = ((i۱, n۱), (i۲, n۲), ..., (ir, nr)) و {i۱, i۲, ..., ir, n۱, n۲, ..., nr} ∈ Z ،m ∈ N كه

صورت به را p

αu +
∑m

r=۱,j ̸=u αjt
n۱
i۱
t
n۲
i۲
...tnr

ir

آنجا از است. ناصفر nd که دارد وجود ۱ ≤ d ≤ r ،∑m
r=۱,j ̸=u αjt

n۱
i۱
t
n۲
i۲
...tnr

ir
جمله�ی هر در كه بنويسيم

داريم αj ∈ K كه

∑m
r=۱,j ̸=u αjt

n۱
i۱
t
n۲
i۲
...tnr

ir
∈
∑

i∈Z tiS

�رو اين از و

∑m
r=۱,j ̸=u αjt

n۱
i۱
t
n۲
i۲
...tnr

ir
+ I ∈M

صورت به ψ نΎاشت که ديد م�ͳتوان ͳراحت به �س .α ∈ K كه h = α+M آنΎاه h ∈ S

M
اگر لذا

ψ :
S

M
→ K

α+M 7→ α

كنيم فرض است. ͳريخت΋ي يك

A =MxR =
∑

i∈Z(tiS)(xR)


