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R��Ţººſř�ŹřŶººĪƿ�ƹ�ƵřƺººŴƫŵ�ƶººƤƬů��Ŷººǀƴĩ�ƉźººƟ)(RSpecr��)(RSpec���)(RMaxr���

( )rPrim R���ƶƗƺưŬƯƵŶƿř�ƶưƷƩōŢſřŹ�Ʃƹř�įŚƷ���ŢºſřŹ�ƶºǀƫƹř��ŢſřŹ�ƲǀƄǀŝ��Ěģ�Ʃƹř��ŻřR�ƹ

}|)({)( PeRSpecPeRU rr �ŶƃŚŝ�����Ŷºǀƴĩ�ƉźºƟ�ƲǀºƴĤưƷ
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 A�

ƶĩ�İƿŚū��ŶƃŚŝ})/(|)({)( PQRRSpecQRSpec rr
P
r 

���ƱŚƿŚě�Ʋƿř�Źŵ��ƾºſŹźŝ�ƶŝ�ŚƯ�ƶƯŚƳ

ƺěƺţ�Ǝƿřźƃ�ƹ�ƶƤƬů�ƅřƺų�ƾųźŝ�ƍŚŞţŹřƽƹŹ�Ĩƿĥƺƫ)(RSpecr���ƾĪºƀƿŹřŻ�ƽĥƺƫƺěƺţ�ƅřƺų�ƹ

ƽƹŹ�ƞǀƘƋA�Ţųřŵźě�ƮǀƷřƺų��ƶƤƬůR���ƽżºĩźƯ�Ʊō�Ʊřƺţŵƺų�źƇŚƴƗ�ƶưƷ�ƵŚĭźƷ�ƮǀƯŚƳ�ƾƬŝō�řŹ

ƹŵ�řŹ�Ʊō�ƹ�ŶƴƃŚŝ��Ʃƹř��ƩŚºĪƿŵřŹ�Źŵ�ƩƺưƄƯ�Ʊō�ƱřƺŤģƺě�źƇŚƴƗ�ƶưƷ�źĭř�ƮǀƯŚƳ�ƱƺĭƩƹřR��ŶƴºƃŚŝ��

��ƾºƬŝō�ƶºƤƬů�ƽřźŝ�ƶĩ�ŵřŵ�ƮǀƷřƺų�ƱŚƄƳR�������Ʊřƺºţŵƺų�ƶºưƷ�ƶºƗƺưŬƯ�Ʋǀºŝ�ƾƿƺºſƹŵ�Ĩºƿ���įŚºƷR�

ƶƗƺưŬƯƹŻŚŝ�ƽŚƷ��Źŵ�ƶŤƀŝ)(RSpecrŵŹřŵ�ŵƺūƹ��ƾƯ�ƱŚƄƳ�ƲǀƴĤưƷƶƤƬů�ƮǀƷŵ�įŚƷ����ƹ�ƮƔƴºƯ

ƾƯ�řŹ�ħŚě����ŵźºĩ�ƆŴºƄƯ�ŚºƸƳō�Ʃƹř�ƞºǀƏ�Ĩƿĥƺƫƺěƺţ�ƅřƺų�Śŝ�Ʊřƺţ������ƶºƤƬů�ƽřźºŝ�źºƿŻ�ŪƿŚºŤƳR�

ƾƯ�ŢſŶŝŶƿō���

ƞƫř��ƵŶƿř�źƷ�ƲǀƄǀŝ�ƩōR�źĭřŚƸƴţƹźĭř�Ţſř�ƶƟźƏƹŵA����ƾĪºƀƿŹřŻ�ƽĥƺºƫƺěƺţ�Śŝ�ƾƿŚƌƟ

źƷ�įřźŝ�źĭřŚƸƴţƹźĭř�ŶƃŚŝQ A� QƵŶƿř�Ĩƿ�ƱřƺƴƗ�ƶŝŹŵ�ŢſřŹ�Ʃō RŶƃŚŝ�źƿŸěŚƳ�ƪƿƺŰţ���

ś�����ŻŚºŝ�ƶºƗƺưŬƯ�źºƷ�įřźŝ����ŶºƴƳŚƯ�ƶŤºƀŝ U�Źŵ )(RSpecr����Ʊřƺºţŵƺų�źºƈƴƗ eŹŵ R�

ƶĩ�ƾưƀƣ�ƶŝ�ŵŹřŵ�ŵƺūƹ )(eRUU r���

ũ��źĭř R�ƹŵ�Śƿ�ƾƬŝō�ƶƤƬů��Ʃƹř���Ʊřƺºţŵƺų�źºƈƴƗ�źºƷ�įřźŝ�ƵŚĮƳō��ŶƃŚŝ�Ʊƺĭ eŹŵ R� 

)(eRU rƶƗƺưŬƯŻŚŝ�ƽř��Źŵ�ƶŤƀŝ )(RSpecrŢſř���

ŵ��)(RSpecr��źĭřŚƸƴţƹźĭř�Ţſř�ŶƴŞưƷ)(RSpec�ŶƃŚŝ�ŶƴŞưƷ���

��
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ƶƯŶƤƯ��

ƱŚƿŚě�Ʋƿř�ŹŵƶƤƬů�ƾƯŚưţ�ƶƯŚƳƩƹŶƯ�ƹ�ŹřŶĪƿ�ŚƷŶƴŤƀƷ�ƾƳŚĪƿ�ŚƷ���

ƵŶƿřŢſřŹ�Ʃō���ĚģƶƟźƏƹŵ��ƵźſP�ƶƤƬů�ŻřR���ƵŶºƿř�Ĩºƿ�řŹ�ŢºſřŹ�Ʃƹř�Ʃō����Ěºģ�Ʃƹř

Ʃƹř��Żř�ƵŚĭźƷ�ƮǀŗƺĭPaRb �ƮƿźǀĮŝ�ƶŬǀŤƳPa�ŚƿPb����Ŷºǀƴĩ�ƉźƟR���ƹ�ƶºƤƬů�ĨºƿM�

�ĨƿRó�ŶƃŚŝ�ŢſřŹ�ƩƹŶƯ��ŶǀƷŵ�Źřźƣ}0|{  MxRxM r���ƩƹŶƯźƿŻ�źƷ�įřźŝ�ŭƺƋƹ�ƶŝ

N�ŻřM�}|{)/( NMxRxNM r 
���Ƶźſ�ƩƹŶƯźƿŻK�ŻřM��įřźºŝ�ƵŚĭźƷ�ƮǀƯŚƳ�Ʃƹř�řŹ

Mm�ƹRx�źººĭř��KmRx ��ƵŚººĮƳō�ŶººƃŚŝKm�Śººƿ rNMx )/(�����ƶººưƷ�ƶººƗƺưŬƯ

ƩƹŶƯźƿŻƩƹř�įŚƷM�Śŝ�řŹ)(MSpecr��ŢºſřŹ�ƞǀƏ�Ʊō�ƶŝ�ƹ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳM��Ʈǀŗƺºĭ�����Ţºſř�ŮºƋřƹ

ƵŶƿř�ƶĩŢſřŹ�Ʃƹř�ƩōP�ƶƤƬů�ŻřRŻř�ƾƫƹř�ƩƹŶƯźƿŻ��RR�ƾƯŶƃŚŝ���

�Ŷººººººǀƴĩ�ƉźººººººƟM��ĨººººººƿRó���ŢººººººſřŹ�ƩƹŶººººººƯN�ƹ�Ʊō�Żř�ƾƫƹŶººººººƯźƿŻ

}|)({)( KNRSpecKNU rr �ŶƃŚŝ��źĭř)(M�ƶƗƺưŬƯźƿŻ�ƶưƷ�ƶƿřŵźĭƪĪƃ�ƶŝ�įŚƷ

)(NUU r�ŢſřŹ�ƞǀƏ�ŻřM�ƪƯŚƃ�ƵŚĮƳō��ŶƃŚŝ)(RSpecr���Ţºſř�ƾºƸţ�ƶƗƺưŬƯ�ƹ����ƲǀºƴĤưƷ

ƾƯ�ƶŤƀŝ�řŹŚưƃ�ƕŚưŤūř�ŢŰţŶƃŚŝ��ƶĤƳŚƴģ )(M��ŶºƃŚŝ�ƶŤƀŝ�żǀƳ�ƾƷŚƴŤƯ�ħřźŤƃř�ŢŰţ MřŹ R

��ƮǀƯŚƳ�ŢſřŹ�źţźŝ�ƩƹŶƯ��ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ )(MSpecr��Ĩºƿĥƺƫƺěƺţ�ƽŚºƌƟ�Ĩƿ�ƶƗƺƋƺƯ�ƩƺƇř�Źŵ�

ƶƗƺưŬƯ�ƽřźŝƾƯ�ơŶƇ�ŻŚŝ�įŚƷ�Ʈǀŗƺĭ�ƹ�ŶƴĩMĨƿR�������ƾĪºƀƿŹřŻ�ƽĥƺºƫƺěƺţ�Śºŝ�ŢºſřŹ�ƩƹŶƯ

Ţſř��Ʈǀŗƺĭ�ƲǀƴĤưƷR����ƵŚºĭźƷ��Ţºſř�ŢºſřŹ�źţźŝ�ƶƤƬů�ĨƿRR��Ĩºƿ R������ŢºſřŹ�źºţźŝ�ƩƹŶºƯ

ŶƃŚŝ���



́ 
 

Ŷǀƴĩ�ƉźƟR����ŶºƃŚŝ�ƶºƤƬů�Ĩºƿ���źºĭř)(R����ƶºƗƺưŬƯźƿŻ�ƶºưƷ�ƶºƿřŵźĭ�����ƪĪºƃ�ƶºŝ�įŚºƷ

))((
1
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 �Żř)(RSpecr�ŶƃŚŝ�ƶĩ�ƾƿŚūS
iL�ƵŶƿřŻř�ƾŤſřŹ�ƩōR�ƹS���ŮǀŰºƇ�ŵŶƗ

Ţſř�ƾŤŞŨƯ�ƹ�İƸţ�ƶƗƺưŬƯ�ƪƯŚƃ�ƵŚĮƳō��)(RSpecr��ƾºƯ�ŶºƃŚŝ�������ƹ�řŹŚưºƃ�ƕŚºưŤūř�ŢºŰţ�ƲǀºƴĤưƷ

�Ţºſř�ƶŤƀŝ�ƾƷŚƴŤƯ�ħřźŤƃř���řŸºƫ)(RSpecr��������ƽřźºŝ�Ĩºƿĥƺƫƺěƺţ�ƽŚºƌƟ�Ĩºƿ�ƶƗƺºƋƺƯ�ƩƺºƇř�Źŵ

ƶƗƺưŬƯƾƯ�ơŶƇ�ŻŚŝ�įŚƷŶƴĩ�����ƞǀƘºƋ�ƾĪºƀƿŹřŻ�ƽĥƺºƫƺěƺţ�řŹ�ƪƇŚů�ƽĥƺƫƺěƺţ��ƮǀƯŚºƳ���źºĭřR�

ƶƤƬůƵŶƿř�ƽřŹřŵ�ƶĩ�ŶƃŚŝ�ƽřƵŚĮƳō��ŢƀǀƳ�ƶƟźƏƹŵ�ƶĩ�Ţſř�ƾŤſřŹ�ƲǀƄǀŝ�Ʃō )(RSpecr���Śºŝ�ƾƿŚƌƟ

ƾưƳ�ƾĪƀƿŹřŻ�ƽĥƺƫƺěƺţ�Śŝ�ƾƿŚƌƟ�ŚƯř�Ţſř�ƞǀƘƋ�ƾĪƀƿŹřŻ�ƽĥƺƫƺěƺţŶƃŚŝ���

�ƶºĩ�ŵřŵ�ƮǀƷřƺų�ƱŚƄƳ�Ʃƹř�ƪƈƟ�ŹŵR��ƶºƤƬů����ƵŶºƿř�źºƷ�ƶºĩ�Ţºſř�ƽř���Ʊō�ŢºſřŹ�ƲǀºƄǀŝ�Ʃō

��źĭřŚººƸƴţƹźĭř�Ţººſř�ƶºƟźƏƹŵ
Pr ( )

( )
r

P
r

P im R
Spec R



 A��ŶººƃŚŝ�ƾĪººƀƿŹřŻ�įĥƺººƫƺěƺţ�Śººŝ�ƾƿŚººƌƟ

źƷ�įřźŝ�źĭřŚƸƴţƹźĭřQ A���Q�ƵŶƿř�ƱřƺƴƗ�ƶŝŻř�ŢſřŹ�İƫōR�ƪƿƺŰţ��ŶºƃŚŝ�źƿŸºěŚƳ���ƶºƤƬůR��řŹ

ƵŶƿř�Żř�ŢƠū�źƷ�ƽřźŝ�ƵŚĭźƷ�ƮǀƯŚƳ�ŶƳŚƠƬĭƩōżƿŚưŤƯ�ƹ�ŢſřŹ�ƲǀƄǀŝ�ƽŚƷ1M�ƹ2M�ŻřRƵŶƿř��Ʃō�

ƽŚƷ1I�ƹ2I�ŻřR�������ƶºƧ�ƾưºƀƣ�ƶºŝ�ŶƴºƃŚŝ�ƶŤºƃřŵ�ŵƺºūƹ1 1I M�� 2 2I M�ƹ 1 2 0I I ���źºĭř

)(RJ���Ʊƺºƀŝƺĩřĥ�ƩŚĪƿŵřŹR���ƵŚºĮƳō��ŶºƃŚŝ)(/ RJR����źĭřŚºƸƴţƹźĭř�Ţºſř�ŶºƳŚƠƬĭ��A���ƾƿŚºƌƟ

ŶƃŚŝ�ƝŹƹŶſŚƷ���

ƶƤƬůR�Ĩƿpm��ŢſřŹ�ƶƤƬů�pm���Ěģ�ƶƤƬůpm��ƶƤƬů���ƵŶºƿř�źƷ�ƵŚĭźƷ�ƮǀƯŚƳ�Ʃō

ŢſřŹ�Ʃƹř�Ʃƹř��Ěģ�Ʃƹř���Źŵ�ƩƺưƄƯ�ƱōƵŶƿř�ŢºſřŹ�ƲǀƄǀŝ�Ʃō����ƲǀºƄǀŝ��Ěºģ�ƲǀºƄǀŝ�����ƶºŝ�źºƈŰƴƯ

ŶƃŚŝ�ƽŵźƟ���



̂ 
 

ƩŚŨƯ�ƭƹŵ�ƪƈƟ�ŹŵŻř�ƾƿŚƷR��ƩƹŶƯƾƯ�ƶŗřŹř�ŢſřŹ�źţźŝ�ƽŚƷ���ŵźºĩ�ƮǀƷřƺºų�ŢŝŚŧ�ƹ�ƮǀƷŵ

ƮƔƴƯ�ƶƤƬůR�����ºƃŚŝ�Ěºģ�Śºƿ�ŢºſřŹ�źºţźŝ�ƶƤƬů�źĭřŚƸƴţƹźĭř�ŶƃŚŝ�ƾƬŝō�źĭřŚƸƴţƹźĭř�Ţſř�ŶƳŚƠƬĭ���Ŷ

�źĭřŚºƸƴţƹźĭřpm�������ŶºƃŚŝ�Ěºģ�Śºƿ�ŢºſřŹ�ƶºƤƬů����ƾºƯ�ƱŚºƄƳ�ƲǀººƴĤưƷ�ƮǀºƷŵ R���Ţººſř�ƮƔƴºƯ�ľŚºƿƺƣ

ŶƃŚŝ�ƮƔƴƯ�ƾƬŝō�źĭřŚƸƴţƹźĭř���

Ʊřƺţŵƺų�źƈƴƗ eŹŵ�řŹ RŻŚŝ������ƵŶºƿř�źºƷ�ƽřźºŝ�ƵŚºĭźƷ��ƮǀƯŚƳ�ƶŤƀŝƩƹř�Ʃō PŻřR�źºĭř�� 

PeƵŚĮƳōPe1���ƶƤƬů RŻŚŝ�řŹ��Ʊřƺţŵƺų�ƶưƷ�źĭř�ƮǀƯŚƳ�ƶŤƀŝ�ŻŚºŝ�Ʊō�ƽŚƷ����ŶƴºƃŚŝ�ƶŤºƀŝ� 

)(RSpecrƶƿŚě�ƵŚĭźƷ�Ţſř�ƽŶƘŝźƠƇƶƗƺưŬƯ�Żř�ƪĪƄŤƯ�įřįŚƷ�ŻŚŝ���ŶºƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ƶŤƀŝ����ƪºƈƟ�Źŵ

ƾƯ�ŢŝŚŧ�ƭƺſƾƿŚŬŝŚū�ƶƤƬů��Ʈǀƴĩ R�ƶºưǀƳ�źĭřŚƸƴţƹźĭř�Ţſř�ƮƔƴƯ��ƹ�Ʃƹř )(RSpec��ƽŶƘŝźƠºƇ

ŶƃŚŝ���ƾƿŚºŬŝŚū�ƶƤƬů�ƲǀƴĤưƷ R���źĭřŚºƸƴţƹźĭř�Ţºſř�ħŚºě )(RSpec����ŶºƃŚŝ�ƽŶƘŝźƠºƇ�ľŚºƿƺƣ���Źŵ

ƾƯ�ƱŚƄƳ�ŢƿŚƸƳƾƬŝō�ƶƤƬů�ƽřźŝ�ƮǀƷŵR�Źŵ�Ʊřƺºţŵƺų�źƇŚƴƗ�Żř�ƪĪƄŤƯ�ƾƫƺŝ�ƶĪŞƄƯ�� R��ƶĪŞºƄƯ�ƹ

ƶƗƺưŬƯ�ƪƯŚƃ�ƾƫƺŝŻŚŝ�įŚƷ��Źŵ�ƶŤƀŝ )(RSpecrŶƴŤƀƷ�ŢŴƿźĪƿ��źĭř R�ƶºƤƬů���ŶºƃŚŝ�ƵřƺºŴƫŵ�ƽř

ƺưŬƯ�źººººººƷ�įřźººººººŝŹŵ�ŻŚººººººŝ�ƶººººººƗ)(RSpecr�)()( RMaxRMinSpec r�)(RSpec�

)()( RMaxRMinSpec �Ʊřƺººººţŵƺų�� eŹŵ R���ƶººººĩ�ƾưººººƀƣ�ƶººººŝ�ŵŹřŵ�ŵƺººººūƹ 

( ) ((1 ) )r rU U eR V e R   A Aƶĩ�ƾƿŚū�� A�)(RSpecr� )()( RMaxRMinSpec r

� )(RSpec� )()( RMaxRMinSpec ��Ţſř���

ƵŹřżĭƶƤƬů�Źŵ�źƿŻ�įŚƷ RŶƴƫŵŚƘƯ���

ƞƫř� )(RSpecŢſř�ŶƴŞưƷ���

ś� )(RSpecrŢſř�ŶƴŞưƷ���



˺˹ 
 

ũ� )(RSpeclŢſř�ŶƴŞưƷ���

ŵ��Ʊřƺţŵƺų�ŚƸƴţŻŚŝ�ƽŚƷ��Źŵ�ƶŤƀŝ R�0�ƹ1�ŶƴŤƀƷ���

Ƶ� )()( RMaxRMinSpec Ţſř�ŶƴŞưƷ���

ƹ� )()( RMaxRMinSpec rŢſř�ŶƴŞưƷ���
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ƞƿźƘţæ�æ�ƉźƟ�ŶǀƴĩR�ŶƃŚŝ�ƶƤƬů�Ʀƿ��ƵŶƿřŢºſřŹ�Ʃō�Ěģ��ƶƟźƏƹŵ���ƵźºſP�ŻřR��řŹ�ƵŶºƿř�

ŢſřŹ�Ʃƹř�Ʃō��ƩƹřĚģ��Ʃƹř��ƵŚĭźƷ�Ʈǀŗƺĭ��

������������������������������������.b P��Śƿ, ;a b R aRb P a P    ��

�ƲǀƴĤưƷƵŶƿřƩōP��řŹľǈƯŚƧ�Ʈǀŗƺĭ�Ʃƹř�źƷƵŚĭ��

���������������������������������������.b P��Śƿ, ;a b R ab P a P    ��

ƵŶƿř�ƶƧ�Ţſř�ƾƸƿŶŝƩōľǈƯŚƧ�ƽŚƷ�Ʃƹř��Ʃƹř�ƽŚƷ�Ʃō�ƵŶƿř�ƹ�Ʃƹř���ƩƹřŶƴŤƀƷ�Ěģƹ�ŢſřŹ���

ŵŚººưƳƽŹřŸººĭ����ƵŶººƿř�ƶººưƷ�ƶººƗƺưŬƯƩō��ŢººſřŹ�ƽŚººƷ��Ěººģ��ƶººƟźƏ�ƹŵ��ƶººƤƬůR�řŹ��Śººŝ

2( ( ), ( )) ( )l rId R Id R Id R�ƵŶººƿř�ƶººưƷ�ƶººƗƺưŬƯ�ƹƩōŢººſřŹ�Ʃƹř�ƽŚººƷ����Ěººģ�Ʃƹř�Ʃƹř� �řŹŚººŝ

( ( ), ( )) ( )l rSpec R Spec R Spec R�ƹ�ƵŶººƿřƩōŢººſřŹ�ƲǀººƄǀŝ�ƽŚººƷ���ƲǀººƄǀŝ��Ěººģ�ƲǀººƄǀŝ��Śººŝ�řŹ

( ( ), ( )) ( )l rMax R Max R Max R��ƹƵŶººƿřƩō�ƲǀººưƧ�Ʃƹř�ƽŚººƷ�ƶººƤƬůR�Śººŝ�řŹ( )MinSpec R�

ƂƿŚưƳ�ƾƯƮǀƷŵ���

ƵŹřżĭç�æ��ŶºǀƴƧ�ƉźƟR��ºƤƬů�Ʀºƿƶ�ƹ( ( )) ( )l rM Max R M Max R ��Źŵ���šŹƺºƇ�Ʋºƿř

( ( )) ( )l rM Spec R M Spec R ����

šŚŞŧř��ƽřźŝ�ŶǀƴƧ�ƉźƟb R�ƹa��aRb M�ƾƫƹ�ŶƃŚŝa M���ƱƺºģM����Ţºſř�ƲǀºƄǀŝ��

�řŸƫ��

������������������������������1 ( , )

.

R M aR m ar m M r R

b mb arb M

       

   
��

�Ʋƿř�źŝŚƴŝ( )rM Spec R��Ƒ��
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ŶǀƴƧ�ƉźƟR�ƶƤƬů�Ʀƿ�M�ƦƿR����ŢºſřŹ�ƩƹŶºƯ�ƹN��Żř�ƾƫƹŶºƯźƿŻM���ŶºƃŚŝ���ŶºǀƷŵ�Źřźºƣ

{ | 0}rM x R Mx
  ��ŭƺƋƹ�ƶŝ( / ) { | }rM N x R Mx N

  �� �

ƞƿźƘţè�æ�ǀƴƧ�ƉźƟŶM�Ʀƿ�R��ŶƃŚŝ�ŢſřŹ�ƩƹŶƯ��Ƶźſ�ƩƹŶƯ�źƿŻK�ŻřM��řŹ��Ʈǀŗƺºĭ�Ʃƹř

ƽřźººŝ�ƵŚººĭźƷm M�ƹx R���źººĭřmRx K�ŶººƃŚŝ�ƵŚººĮƳōm K�Śººƿ( / )rx M K 
��

ƩƹŶƯźƿŻ�ƶƗƺưŬƯŚƷƩƹř�ƽM��Śºŝ�řŹ( )rSpec M��ŚºƄƳƱ����ŢºſřŹ�ƞºǀƏ�Ʊō�ƶºŝ�ƹ�ƵŵřŵM��Ʈǀŗƺºĭ��

ƩƹŶƯźƿŻK�řŹP��Ʈǀŗƺĭ�ŢſřŹ�Ʃƹř�ƵŚĭźƷ( / )rM K P
���ƩƹŶºƯźƿŻ�ƶƗƺưŬƯ�ƽŚºƷP���Ʃƹř

Żř�ŢſřŹM�Śŝ�řŹ( )P
rSpec M�ƮǀƷŵ�ƾƯ�ƱŚƄƳ���

ŨƯƩŚé�æ�ŶǀƴƧ�ƉźƟp�ŶƃŚŝ�Ʃƹř�ƽŵŶƗ�ŹŵšŹƺƇ�Ʋƿř{0}�ƩƹŶƯźƿŻ�ŚƸƴţ�Ʃƹř�ŻřZ���ƩƹŶƯpZ�

Ţſř���

ƱŚƷźŝ��]æîƩŚŨƯ�ƵŹŚưƃ�[���

ƞƿźƘţê�æ�R��ŢſřŹ�ƩƹŶƯ�ƹ��źƠºƇŚƳM�Ź��ƾºƯ�Ʃƹř�ƩƹŶºƯ�ř�ƮǀƯŚºƳ����ƽřźºŝ�ƵŚºĭźƷ����ƩƹŶºƯźƿŻ�źºƷ

źƠƇŚƳN�ŻřM��r rM N �ŶƃŚŝ���

ƩŚŨƯë�æ�ŶǀƴƧ�ƉźƟR�ŹřŶƨƿ�ŮǀŰƇ�ƵŻƺů�Ʀƿ�źƠƇŚƳ�ƹ�ŶƃŚŝ��ŹŵšŹƺƇ�ƲƿřRR����ƩƹŶºƯ�Ʀºƿ

Ţſř�Ʃƹř���

ƵŹřżĭì�æ�ǀƴƧ�ƉźƟŶR��ƹŶƯƩM�ŶƃŚŝ�Ʃƹř��Źŵ��šŹƺºƇ�ƲºƿřrM ��ƵŶºƿř��ƶºƤƬů�Żř�Ʃƹř�ƾºƫōR�

Ƶŵƺŝ�ƹƱō�ƶŝ�ƵŶƿřƶŤƀŝřƹ�Ʃƹř�ƩōRM�Ʈǀŗƺĭ���

šŚŞŧř��ƶƧ�Ţſř�ŮƋřƹrM ����Ţºſř�ƶŤºƀŝ�Ɩºưū�ƶŝ�ŢŞƀƳ����ŶºǀƴƧ�ƉźºƟrx M 
�ƹr R��ŶºƃŚŝ��

ƮƿŹřŵ 
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���������������������������������( ) ( ) 0 .

( ) ( ) 0 .

r

r

M rx Mr x Mx rx M

M xr Mx r xr M





    

   
��

ƲƿřźŝŚƴŝrM �ƵŶƿřŢſř�ƶƟźƏƹŵ�ƾƫō��Ʊŵƺŝ�źƠƇŚƳ�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝM��ƵŶƿř�ƲƿřŢſř�Ƶźſ�Ʃō����ƱŚºƄƳ�ƩŚů

ƾƯƮǀƷŵrM �Ţſř�Ʃƹř��ƽřźŝ�ŶǀƴƧ�ƉźƟb R�ƹa��ƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ��

������������������������������������������
, 0

( ) 0, 0

( ) .

r r

r

aRb M ab M Ma

Ma b Ma

b Ma

 



   

  

 

��

ƲƿřźŝŚƴŝrM �ƵŶƿřŢſř�Ʃƹř�ƾƫō�Ƒ� �

ƵŹřżĭí�æ�ŶǀƴƧ�ƉźƟM�ƦƿR��ƹ�ŢſřŹ�ƩƹŶƯK�Żř�ƾƫƹŶƯ�źƿŻM��ŶºƃŚŝ��Źŵ���šŹƺºƇ�Ʋºƿř

( )rK Spec M�ŚƸƴţƹźĭřźĭř/M K�ŶƃŚŝ�Ʃƹř�ƾƫƹŶƯ���

šŚŞŧř��ŶǀƴƧ�ƉźƟK�Żř�ƾƫƹř�ƩƹŶƯźƿŻM��ŶºƃŚŝ���řŸºƫK��ƹ�Ƶźºſ/M K���Ţºſř�źƠºƇŚƳ����ƉźºƟ

�ŶǀƴƧT�źƠƇŚƳ�ƩƹŶƯźƿŻƽ�Żř/M K�ŶƃŚŝ��žě/T N K�ƶƧN�Żř�ƾƫƹŶƯźƿŻM��ƹ�ŹƺƏ�ƶŝ

ƯŚƃ�ƵźſƪK�Ţſř��ƲƿřźŝŚƴŝ 
�������������������������

( / )

( / ) ;( ( ))

( / ) ( / ) ;(*)

r

r r

r r

x N K Nx K

x M K K Spec M

N K M K 







 

 









��

ƾƟźƏ�Żř��

����������������������������������
( / )

;( )

( / )

( / ) ( / ) (**)

r

r

r r

x M K Mx K

Nx K Nx Mx

x N K

M K N K
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�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ(*)ƹ(**)�ƮƿŹřŵ���
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�����������������������������������������������( / ) ( / )r rM K N K ��

ƲƿřźŝŚƴŝ /M K�ƫƹŶƯƾ�Ţſř�Ʃƹř���

�žƨƗźŝ�ŶǀƴƧ�ƉźƟ /M K�ƫƹŶƯƾ��ŶºƃŚŝ�Ʃƹř���řŸºƫ K���Ƶźºſ�ƩƹŶºƯźƿŻŻř�ƽř M��Ţºſř����ƽřźºŝ

m M�ƹx R��ŶǀƴƧ�ƉźƟ mRx K�ƹ m K�ŹŵšŹƺƇ�Ʋƿř��

������������������������������(( ) / ) ( / )r rK K mR K mR K M K 
    ��

ƾƟźƏ�Żř��

��������������������������( ) (( ) / )       rK mR x Kx mRx K x K mR K��

�������������������������������������( / ) rx M K��
������������������������������Ƒ( ) .  rK Spec M� �

ƞƿźƘţî�æ�ƶƤƬůR��řŹƿƦpm��ŢſřŹ�ƶƤƬů�pm���Ěģ�ƶƤƬůpm��ƶƤƬů��ƮǀƯŚƳ���ƵŚºĭźƷ��źºƷ

ƵŶƿřŢſřŹ�Ʃƹř�Ʃō��Ʃƹř��Ěģ�Ʃƹř��ƵŶƿř�Ʀƿ�Źŵ�ƩƺưƄƯ�Ʊō�ŢºſřŹ�ƲǀƄǀŝ�Ʃō��ƲǀºƄǀŝ��ƲǀºƄǀŝ�Ěģ��

ŶƃŚŝ�ŵźƟ�ƶŝ�źƈŰƴƯ���

ƩŚŨƯæå�æ��ƾƘƋƺƯ�ƶƤƬů�źƷƦƿpm��ř�ƶƤƬůŢſ���

ŶǀƴƧ�ƉźƟM�ƦƿR��ƹ�ŢſřŹ�ƩƹŶƯN�źƿŻŻř�ƾƫƹŶƯM�ŶƃŚŝ��ŹřźƣƮǀƷŵ�ƾƯ��

�����������������������������������( ) { ( ) | }

( ) { ( ) | }.
r r

r

U N K Spec M N K

M U N N M

  

 
��

ƶººƧ�Ţººſř�ƾƸƿŶººŝ( )M�ƪƯŚººƃ�ƹ�ƾººƸţ�ƶººƗƺưŬƯ( )rSpec M�ƾººƯ�ŶººƃŚŝ�řźººƿŻ})0({rU�ƹ

( ) ( )r rU M Spec M�� �
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ƵŹřżĭææ�æ�ŶǀƴƧ�ƉźƟM�ƦƿR��ŢſřŹ�ƩƹŶƯ�ƹ( )N  ��ƵŵřƺƳŚų�ƩƹŶºƯźƿŻ�Żř�ƽř�ƽŚºƷ

M�ŶƃŚŝ��ŹŵšŹƺƇ�Ʋƿř( ) ( )r rU N U N 
 



  ���řŸƫ( )M�����ƶŤºƀŝ�ƵřƺºŴƫŵ�ƕŚºưŤūř�ŢŰţ

Ţſř���

šŚŞŧř���

���������������������������������( ) ; ( ) 





     r rK U N K U N��

���������������������������������������;    N K��

����������������������������������������������N K



 ��

�����������������������������������Ƒ( ).rK U N 



  ��

ƞƿźƘţæç�æ�ƮǀŗƺĭR��ŢſřŹ�ƩƹŶƯ M����Ţºſř�ŢºſřŹ�źºţźŝ���ƵŚºĭźƷ ( )M����ƥřźŤºƃř�ŢºŰţ

ŶƃŚŝ�ƶŤƀŝ�ƾƷŚƴŤƯ��źĮƿŵ�šŹŚŞƗ�ƶŝ���ƩƹŶºƯźƿŻ�Żř�ŢºƠū�źƷ�ƽřźŝ�ŚºƷƽ 1Lƹ 2L���Żř�ƾƫƹŶºƯźƿŻ M�

ƴƳŚƯŶ H��ƶŤƃřŵ�ŵƺūƹŶƃŚŝ�İưƀƣ�ƶŝ�ƶƧ 1 2( ) ( ) ( )r r rU H U L U L ��ŹŵšŹƺƇ�Ʋƿř ( )M�

�ƩƺƇř�Źŵ�ƶƗƺƋƺƯ�Ʀƿ�Ʀƿĥƺƫƺěƺţ�ƽŚƌƟ��ƶºƗƺưŬƯ�ƽřźºŝ����ƾºƯ�ơŶºƇ�ŻŚºŝ�ƽŚºƷ�ŶºƴƧ����įĥƺºƫƺěƺţ

�ƪƇŚůƮǀƯŚƳ�İĪƀƿŹřŻ�įĥƺƫƺěƺţ�řŹ��Ʈǀŗƺĭ�ƲǀƴĤưƷ R��Ʀƿ�Ţſř�ŢſřŹ�źţźŝ�ƶƤƬů��ƵŚĭźƷ RR�

�ƦƿR��ŶƃŚŝ�ŢſřŹ�źţźŝ�ƩƹŶƯ���

Ʈƫæè�æ�ƉźƟ R�ƶƤƬů�Ʀƿ� M�ƵŶºƿř�Żř�ƾƴǀºƄǀŝ�Ʃō R�ƹ 1 { | }r M x R rx M   �ŶºƃŚŝ��

Źŵźĭř�šŹƺƇ�Ʋƿř r M��ƵŚĮƳō 1 ( )rr M Max R ���

šŚŞŧř�ŝƾƯ�ƵŶƿŵ�ƾĭŵŚſ�ƶƶƧ�ŵƺƃ 1r M�ƵŶƿřŢſřŹ�Ʃō�Ƶźſƽř�ƶƤƬů�Żř R�Ţſř��ŶǀƴƧ�ƉźƟ��
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�1r M�ŶƃŚŞƳ�ƲǀƄǀŝ��Ʊƺģ R�ƿŢſř�ŹřŶƨ��řŸƫ�Ƶźſ�ŹƺƏ�ƶŝ�ƵŶƿř�Źŵ�ƩƺưƄƯ�ŶºƴƳŚƯ�ƲǀƄǀŝ�ƾƫō M �

Ţſř��ƲƿřźŝŚƴŝ��

�������������������������

1

1

1

\

, ;

(1 )

1

1 .

s M r M rs M

R rsR M

t R m M r rst m

r st m M

st r M

sR r M







   

  

     

   

  

  

��

ƾƟźƏ�Żř1sR r M M  �ƹřŸƫ1 M ���Ţºſř�ƊƣŚƴţ�ƶƧ���ƲƿřźŝŚºƴŝ1r M��ƵŶºƿř��Żř�ƾƴǀºƄǀŝ�Ʃō

ƶƤƬů R�řŢſ�Ƒ��

Ʈƫæé�æ��ƉźºƟ��ŶºǀƴƧ R���ƶºƤƬů�Ʀºƿ�ƹ( )P Spec R��ŶºƃŚŝ���ƵŚºĭźƷ( ) ( )P
i ri I P Spec R �

ƵŚĮƳō( )P
i r

i I
P Spec R



����

šŚŞŧř���ŭƺƋƹ�ƶŝ�ƥřźŤƃřƵŶƿř�Żř�ƵřƺŴƫŵƩōŢſřŹ�ƽŚƷ��ƵŶƿřŢſř�ŢſřŹ�ƾƫō���řŸºƫi
i I

P


��ƵŶºƿř�Ʃō

ƶƤƬů�Żř�ƾŤſřŹ R�Ţſř��ƾƯ�ƱŚƄƳ�řŶŤŝřƮǀƷŵ( / ( ))i r
i I

R P P


 ��ƮƿŹřŵ��

��������������������������������������

; ( / )

;

( / ( )) .

j r

j

i
i I

i r
i I

y P j I y R P

j I Ry P

Ry P

y R P















   

 









��

ƱŚƄƳ�ƩŚů�ƾƯƮǀƷŵ i
i I

P


�ƵŶƿřŢſř�Ʃƹř�Ʃō��ŶǀƴƧ�ƉźƟRba ,�ŶƃŚŝ��ƮƿŹřŵ��

����������������������������������;i j
i I

aRb P j I aRb P
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Ʃƹř�ŢƫŚů��źƷ�ƽřźŝ�źĭřj I��ja P�ƵŚĮƳōi
i I

a P


 ���

ƭƹŵ�ŢƫŚů��źĭřj I�Ƨ�ŶƃŚŝƶ��ja P�ƵŚĮƳō( / )j rb R P ����

řŸƫ i
i I

P


�ƵŶƿřƫōƾ�Ţſř�Ʃƹř�Ƒ��

ƉźƟ R��ƶºƤƬů�Ʀƿ�ƹ( )rI Id R��ŶºƃŚŝ����ƵŶºƿř�ƲƿźºŤĭŹżŝ��Źŵ�ƩƺưºƄƯ�ƶºƟźƏƹŵ�ƩōI��Śºŝ�řŹI �

ƾƯ�ƂƿŚưƳƮǀƷŵ���

ƞƿźƘţæê�æ�ƉźƟ R�ƶƤƬů�Ʀƿ�ŶƃŚŝ��ƵŶƿř�ƶưƷ�ƥřźŤƃřƩō�ƶºƤƬů�Ʃƹř�ƽŚƷ R���Ʃƹř�ƩŚºƨƿŵřŹ�řŹ

ƵŶǀƯŚƳ�ƶƤƬů�ŝ�ƹŚ( )N R�ƮǀƷŵ�ƾƯ�ƱŚƄƳ���

ƵŹřżĭæë�æ�ƉźƟ RƶƤƬů�Ʀƿ�ŶƃŚŝ��Źŵ���šŹƺºƇ�Ʋºƿř��ƶºƤƬů�Ʃƹř�ƩŚºƨƿŵřŹR��Śºŝ���ƶºưƷ�ƥřźŤºƃř���

ƵŶƿřƩƹř�ƽŚƷ�Ʃō��ŢſřŹƶƤƬů R�Ţſř�źŝřźŝ���

šŚŞŧř��ƿŹřŵƮ 

�����������������������
( ) ( ), ( )

( ) .
rrP Spec R P Spec RP P P Spec R

N R P P P
  

  


  � �

ƵŶƿř�źƷ�ƾƟźƏ�Żř�ƩōƩƹř��žě�ŢƀƷ�żǀƳ�ŢſřŹ�Ʃƹř��

�������������������������������������
( ) ( )

( ).
rP Spec R P Spec R

P P N R
 

  � �

ƲƿřźŝŚƴŝ
( )

( )
rP Spec R

N R P


 �Ƒ��
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ƞƿźƘţæì�æ�ŶǀƴƧ�ƉźƟM�ƦƿR��ƹ�ŢſřŹ�ƩƹŶƯK�źƿŻŻř�ƾƫƹŶƯM�ŶƃŚŝ��ƾƣŚŰƫřK��ºŝ�řŹŚ

)(KadjƾƯ�ƞƿźƘţ�Ʋǀƴģ�ƹ�Ƶŵřŵ�ƂƿŚưƳƮǀƴƧ���

������������������������������( ) { | \ ; }adj K t R y M K yRt K    ��

Ţſř�źƧŷ�ƶŝ�ƭŻǇ( )adj K��ŢƀǀƳ�ƶŤƀŝ�Ɩưū�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƵŹřƺưƷ��ŶǀƴƧ�ƶūƺţ�źƿŻ�ƩŚŨƯ�ƶŝ���

ƩŚŨƯæí�æQ��řŹ�ƱřƺƴƗ�ƶŝZ��ƩƹŶƯ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�2 Z�źƿŻ�Żř�ƾƫƹŶºƯQ���ºƯř�Ƶŵƺºŝ��Ʊō�ƾƣŚºŰƫř�Ś

���ŢººƀǀƳ�ƶŤººƀŝ�Ɩººưū�ƶººŝ�ŢŞººƀƳ���źººĭř�řźººƿŻ1 2t  ��ƹ2 3t ��ŚººĮƳōƵ2(2 adjt  Z )�ƹ1t�ººƯřŚ�

2(21 adjtt  Z )���

Ʈººƫæî�æ��ŶººǀƴƧ�ƉźººƟR��ƹ�ƶººƤƬů�ƦººƿP�ƵŶººƿřŻř�ƾŤººſřŹ�Ʃƹř�ƩōR�ŶººƃŚŝ��Źŵ�šŹƺººƇ�Ʋººƿř

( )P Spec R�ƹ1( ) ( / )r
r R

P adj P R P r P 



   ����
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