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افق در بهینه کنترل مسایل بهینه، کنترل مسایل شف، ͳچب و لژاندر های ای جمله چند کلیدی: واژگان
.ͳرالΎانت قیود با بهینه کنترل مسایل ،Ίبن-Ίبن بهینه کنترل مسایل ،ͳنامتناه

چ΋یده
ی نظریه در است. برخوردار ͳخاص های ͳپیچیدگ از ͳواقع ی بهینه کنترل های سیستم حل
است آن نظریه این ی عمده نقص دارند. اهمیت ͳورودی-خروج های سیΎنال تنها کنترل، Έکلاسی
روش Έی ی ارایه رو این از است. استفاده قابل زمان از مستقل ͳخط های سیستم مورد در تنها که
ͳم برخوردار ͳتوجه قابل اهمیت از ͳواقع بهینه کنترل های سیستم حل برای کارآمد و مناسب عددی
مسایل حل برای لژاندر و شف ͳچب متعامد ایهای جمله چند ͳمعرف به ابتدا نامه پایان این در باشد.
ͳخاص ͳان΋م هم نقاط از گیری بهره با سپس پردازیم. ͳم دوم ی درجه معیار ͳتابع با ͳخط بهینه کنترل
مسیر) کوتاهترین مسأله جمله (از ͳخط غیر ی بهینه کنترل مسایل بتوان تا داده توسی΄ را شده ارایه روش
علاوه دهیم. ͳم قرار ͳبررس مورد را ͳنامتناه افق در بهینه کنترل مسایل همچنین نمود. حل نیز را
برای باشد) ͳم لژاندر های ای جمله چند بر ͳمبتن (که هموار قطعه به قطعه کارای روش Έی این بر
و ͳرالΎانت قیود با بهینه کنترل مسایل پایان در شود. ͳم ارایه Ίبن-Ίبن ناهموار بهینه کنترل مسایل

دهیم. ͳم قرار حل و ͳبررس مورد را ͳرو-دیفرانسیلΎاینت
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೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به

تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و

م�ͳداری. دوست

تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن ش΋نجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

امید برق که توست ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها

م�ͳکنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن

فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، در تلاش توفیق من به

ͳگستاخ ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین س΋وت، در

بداند، دوست ب�ͳآن΋ه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب

کن. روزی

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

.ͳشریعت ͳعل دکتر از ͳ١مناجات



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس

جناب خود، راهنمای استاد بخش امید های تشویق و ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در

ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ،ͳفراه هادی محمد دکتر آقای

این مشاوره و مطالعه زحمت که طارقیان رضا محمد دکتر آقای جناب از نم�ͳرسید. انجام به مجموعه این

قرار ͳراهنمای مورد را اینجانب احسن نحو به نامه، پایان این سازی آماده در و فرمودند تقبل را نامه پایان

دارم. را امتنان کمال دادند،

نیاز که ͳمهم ͳعلم مناب΄ گذاشتن اختیار در خاطر به نیز ͳآوج محسن و کین΋ید دیوید آقایان جناب از

. دارم را تش΋ر کمال ام داشته

محمد صمدی، نوید رضا امید ،ͳابریشم رضا آقایان جمله از عزیزی دوستان از دانم ͳم لازم همچنین

تحقیقات راستای در که شیرازیان محمد و موسوی مهدی حیدرنیا، ͳعرفان خلیل اس΋ندری، نوری هادی

ای ویژه تش΋ر اند داده یاری نظری مباحث و تایپ ،ͳنویس برنامه امور در را بنده پژوهش این در شده انجام

خواهانم. را همراهان و هم΋اران این افزون روز موفقیت متعال خداوند از نمایم.

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در

امیدبخشوجودشان، گرمای و سرشار پاسعاطفه به عزیزم برادر از م�ͳکنم تش΋ر و را مقدس�شان وجود م�ͳکنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که

شده ارایه های روش خصوص در ͳسوال گونه هر داشتن صورت در نامه پایان این خوانندگان ضمن در

نمایند حاصل تماس حقیر با زیر های ایمیل طریق از توانند ͳم مربوطه عددی های مثال و

emrantohidi@gmail.com etohidi١١٠@yahoo.com

඼෻ࠫان৔وনیدی
৘඼ෙ७ور۱۳۹۰
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فصل١

مقدمه

کنترل، Έکلاسی ی نظریه در است. برخوردار ͳخاص های ͳپیچیدگ از ͳواقع بهینه کنترل های سیستم حل

کنترل Έکلاسی نظریه بفرد منحصر ی مشخصه دارند. اهمیت خطا و ͳورودی-خروج های سیΎنال تنها

تنها که است آن نظریه این ی عمده نقص است. ͳمبتن ها سیستم ͳورودی-خروج رابطه بر که است این

است. استفاده قابل اند، ͳخروج Έی و ورودی Έی دارای که زمان از مستقل ͳخط های سیستم مورد در

های سیستم و ͳخط غیر های سیستم زمان، به وابسته های سیستم توان ͳنم نظریه این دیدگاه از بنابراین

سیستم مورد در Έکلاسی های روش علاوه به داد. قرار تحلیل و ͳبررس مورد را ͳخروج ورودی-چند چند

روش Έی ی ارایه رو این از ندارند. کاربردی اغلب زمان، به وابسته ͳغیرخط رفتار دارای بهینه کنترل های

است. برخوردار ͳتوجه قابل اهمیت از ͳواقع بهینه کنترل های سیستم حل برای کارآمد و مناسب عددی

بهینه کنترل مسائل برایحل عددی روشهای ١.١

های روش و ١ مستقیم غیر های روش ͳکل ی دسته دو به بهینه کنترل مسایل حل برای عددی های روش

Έی اساس بر جواب پیداکردن بر ͳمبتن کار اساس مستقیم غیر روش در .[١] شوند ͳم تقسیم ٢ مستقیم

ͳم دست به پونتریاگین۴ ماکزیمم اصل و ٣ تغییرات حساب از که است ͳΎبهین برای لازم شرایط از مجموعه

حل برای که دهند ͳ۵م (HBVP) ͳهامیلتون مرزی مقدار مسأله Έی تش΋یل لازم شرایط این .[٣،٢] آیند

ضریب به توان ͳم مستقیم غیر های روش اولیه های مزیت از کرد. استفاده عددی روش Έی از توان ͳم آن

(HBVP) اول مرتبه لازم شرایط ارضای دلیل به که کرد اشاره آمده دست به عددی جواب بالای اطمینان

Indirect methods ١

Direct methods ٢

Calculus of variation ٣

Pontryagin Maximum Principle ۴

Hamiltonian boundary-value problem ۵

١



٢ مقدمه .١

اول مرتبه لازم شرایط این΋ه اول باشند. ͳم زیادی معایب دارای ها روش این حال عین در اما باشد. ͳم

دوم نیست. پذیر ام΋ان ͳراحت به موارد اغلب در که آیند دست به ͳتحلیل صورت به بایست ͳم (HBVP)

مرزی شرایط برای که ͳمعن این به باشند ͳم Έکوچ ͳرایΎهم شعاع دارای مستقیم غیر های روش این΋ه

غیر های روش موارد، از بسیاری در که این سوم بالاخره است. لازم دقیق بسیار اولیه حدس Έی مجهول

باشند، ͳم شهودی غیر عمل در ١که وضعیت هم معادلات برای دقیق اولیه حدس Έی به نیازمند مستقیم

هستند.

برنامه مسأله Έی به آن تبدیل و بهینه کنترل مسأله سازی گسسته بر ͳمبتن ͳاصل ایده مستقیم، روش در

موجود پیشرفته های الΎوریتم آمده، دست به (NLPP) عددی حل برای است. ٢ (NLPP) ͳغیرخط ریزی

که این از است عبارت مستقیم غیر های روش بر مستقیم های روش های مزیت گیرند. ͳم قرار استفاده مورد

ها روش این علاوه، به نیست. (HBVP) اول مرتبه لازم شرایط یافتن به نیازی Ϳهی مستقیم های روش در

مرزی شرایط برای دقیق ی اولیه حدس Έی به نیازی بنابراین و هستند بزرگتر بسیار ͳرایΎهم شعاع دارای

به عددی جواب است مم΋ن که این همه، این با باشد. ͳنم وضعیت هم معادلات برای همچنین و مجهول

هاست. روش این معایب جزو نباشد، ͳاصل بهینه کنترل مسأله ی بهینه جواب (NLPP) برای آمده دست

نظریه ۴و کنترل نظریه تقریب٣، نظریه همچون قوی نظریه سه در ریشه ͳسادگ عین در مستقیم های روش

جواب تقریب ۶برای متعامد تواب΄ از استفاده مستقیم های روش های مشخصه از ͳ΋ی ۵دارند. سازی بهینه

ͳم ثابت ای قطعه ای پایه تواب΄ شامل اول دسته شوند. ͳم تقسیم عمده دسته سه به متعامد تواب΄ باشد. ͳم

متعامد های ای چندجمله از دوم دسته ،... و ٩ هار تواب΄ ،٨ بلاک-پالس تواب΄ ،٧ والش تواب΄ مانند باشد،

دسته و ،... و ١٣ لاگر ،١٢ هرمیت ،١١ شف ͳچب ،١٠ لژاندر های ای چندجمله مانند شود، ͳم تش΋یل

ͳسینوس تواب΄ دیΎر بندی تقسیم Έی در البته باشد. ͳم ١۴ فوریه سری در ͳکسینوس و ͳسینوس تواب΄ سوم

ای پایه تواب΄ و گیرند ͳم قرار پیوسته ای پایه تواب΄ از رده Έی در متعامد های ای چندجمله و ͳکسینوس و

قطعه ای پایه تواب΄ گیرند. ͳم قرار پیوسته ای قطعه ای پایه تواب΄ نام به دیΎری ی رده در ثابت ای قطعه

Costate equations ١

Nonlinear programming problem ٢

Approximation theory ٣

Control theory ۴

Optimization theory ۵

Orthogonal functions ۶

Walsh functions ٧

Block-pulse functions ٨
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Chebyshev Polynomials ١١

Hermite polynomials ١٢

Laguerre polynomials ١٣

Fourier series ١۴



٣ بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش .١.١

جهش دارای ͳعبارت به یا ͳذات های ͳΎناپیوست دارای خود تعریف دامنه در که هستند ͳتوابع پیوسته، ای

ای چندجمله برای ،[۶،۵،۴] مراج΄ در پالس بلاک تواب΄ برای توان ͳم را نوع این از ͳهای مثال هستند.

مراج΄ در فوریه سری برای و [٩،٨] مراج΄ در شف ͳچب های ای چندجمله برای ،[٧] مرج΄ در لژاندر های

یافت. [١٠،١١]؛

دارای که است ͳهای سیستم تحلیل و تجزیه در پیوسته ای پایه تواب΄ از استفاده اش΋الات از ͳ΋ی

موارد از بسیاری در ساختارشان نوع دلیل به پیوسته ای قطعه ای پایه تواب΄ همچنین هستند. ͳΎناپیوست

تعداد به نیازمند پیوسته ای پایه تواب΄ با مقایسه در مسایل از بسیاری حل در زیرا ندارند ͳمطلوب ͳکارای

پیوسته ای قطعه ای پایه تواب΄ و پیوسته ای پایه تواب΄ از سیستم دو ترکیب باشند. ͳم بیشتری های تقریب

دلیل ١به ͳترکیب تواب΄ گردیم. برخوردار زمان هم طور به سیستم دو این های ͳویژگ از تا گردد ͳم موجب

باشند. ͳم مناسب بسیار بهینه کنترل مسایل تحلیل و آنالیز در تجزیه، مختلف سطوح در تواب΄ نمایش قابلیت

مراج΄[١٣،١٢] در پالس تیلور-بلاک ͳترکیب تواب΄ به توان ͳم مثال عنوان به ͳترکیب تواب΄ ساخت زمینه در

[١۵] مرج΄ در پالس شف-بلاک ͳچب ͳترکیب تواب΄ و [١۴] مرج΄ در پالس لژاندر-بلاک ͳترکیب تواب΄ ،

بسیار است آمده دست به تاخیری های سیستم مورد در بخصوص ها روش این از که ͳنتایج کرد. اشاره

منجر تاخیری های سیستم از ͳبرخ روی بر شده اعمال های روش که ͳجای تا هستند، کننده امیدوار و خوب

.[١۶] اند شده دقیق جواب تولید به

را آنها توان ͳم نظر Έی از اما است متنوع بسیار مستقیم های روش از استفاده های شیوه که این با

٣دسته کنترل و حالت متغیرهای پارامترسازی های شیوه و ٢ کنترل متغیرهای پارامترسازی های شیوه به

سازی گسسته کنترل متغیرهای فقط کنترل، متغیرهای پارامترسازی بر ͳمبتن های روش در کرد. بندی

گیرند ͳم قرار محاسبه مورد عددی گیری انتΎرال از استفاده با حاصل دیفرانسیل معادلات و شوند ͳم

های روش در اما هستند. نوع این از ۵ چندگانه ͳپرتاب و ۴ ͳپرتاب های روش مثال عنوان به .[١٩،١٨،١٧]

سازی گسسته زمان هم طور به کنترل و حالت متغیرهای کنترل، و حالت متغیرهای پارامترسازی بر ͳمبتن

گردد ͳم اضافه (NLPP) به و تبدیل جبری قیود از دسته Έی به دیفرانسیل معادلات بنابراین شوند. ͳم

حساسیت عوض در اما شود ͳم بزرگتر (NLPP) Έی به منجر اخیر های روش چه اگر .[٢٢،٢١،٢٠]

ندارد. را ͳپرتاب های روش های

توجه مورد کنترل و حالت متغیرهای پارامترسازی بر ͳمبتن های روش از ͳخاص کلاس اخیر های دهه در

Hybrid functions ١

Control parametrization techniques ٢

State and control parametrization techniques ٣

Shooting methods ۴

Multiple shooting methods ۵



۴ مقدمه .١

شبه های روش حقیقت در .[٢۵،٢۴،٢٣] هستند مشهور ١ ͳطیف شبه های روش به که گرفته قرار محققین

های روش از ͳتوسیع توان ͳم را ͳطیف های روش باشند. ͳم ٢ ͳطیف های روش ی خانواده جزو ͳطیف

حل برای دیΎر های روش با رقابت قابل و مناسب ͳانتخاب عنوان به ابتدا در که ٣دانست ͳوزن های مانده

این در .[٢٧،٢۶] گردیدند ͳمعرف ،... و هوا وض΄ ͳبین پیش لرزه، سازی مدل سیالات، Έدینامی مسایل

پایه تواب΄ از ͳخط ترکیب صورت به مجهول تاب΄ و شوند ͳم ۴انتخاب پایه تواب΄ به موسوم ͳتوابع ها روش

تواب΄ به موسوم دیΎری تواب΄ دسته از مجهول ضرایب یافتن برای شوند. ͳم زده تقریب مجهول ضرایب با

است مم΋ن که آنجا تا تواب΄ این Έکم با مذکور تقریب خطای که ترتیب این به شود، ͳم استفاده ۵ ͳوزن

روش ،۶ گالرکین های روش دسته سه به ͳوزن و پایه تواب΄ انتخاب به بسته ͳطیف های روش یابد. ͳم کاهش

ͳان΋م هم های روش ی رده در ͳطیف شبه های روش شوند. ͳم تقسیم ،٨ تاو های روش ٧و ͳان΋م هم های

هستند. معروف ٩نیز متعامد ͳان΋م هم های روش به دلیل همین به و دارند قرار

لاگرانژ یاب درون ای چندجمله از کنترل و حالت متغیرهای تقریب منظور به ͳطیف شبه های روش در

حالت متغیرهای مشتق همچنین شود. ͳم استفاده ١١ یاب درون نقاط نام به نقاط یΈمجموعه ی پایه بر ١٠

دادن قرار برابر ترتیب، این به شود. ͳم زده تقریب یاب درون ای چندجمله مشتق توسط مسأله Έدینامی در

انتخاب برای کند. ͳم تبدیل جبری قیود از یΈدسته به را آن یاب، درون نقاط در Έدینامی معادله طرف دو

های ای جمله چند ͳخط ترکیب های ریشه یا و متعامد های ای جمله چند های ریشه از یاب درون نقاط

یاب درون نقاط انتخاب اساس بر نیز ͳطیف شبه های روش گذاری نام شود. ͳم استفاده مشتقاتشان و متعامد

در ،١٣ (LGL) لژاندر-گوس-لوباتو نقاط مجموعه از ١٢ لژاندر ͳطیف شبه روش در مثال، عنوان به است.

ͳطیف شبه روش در و ١۵ (CGL) شف-گوس-لوباتو ͳچب نقاط مجموعه از ١۴ شف ͳچب ͳطیف شبه روش

مثال است. شده استفاده یاب درون نقاط منظور به ، ١٧ (LG) لژاندر-گوس نقاط مجموعه از ١۶ گوس
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۵ تحقیق انΎیزه�های .٢.١

ͳچب ͳطیف شبه روش برای ،[٢٩،٢٨] مراج΄ در لژاندر ͳطیف شبه روش برای توان ͳم را نوع این از ͳهای

یافت. ،[٣۵،٣۴،٣٣] مراج΄ در گوس ͳطیف شبه روش برای و ،[٣٢،٣١،٣٠] مراج΄ در شف

جواب دارای مسأله که است مواردی در ها روش دیΎر به نسبت ͳطیف شبه های روش از استفاده مزیت

دقت دلیل همین به و باشند ͳم تری سری΄ ١ ͳرایΎهم نرخ دارای ها روش این صورت این در است، هموار

برای ها روش این کاربرد روی بر زیادی تحقیقات همه، این با .[٣۶] اند نامیده ٢ ͳطیف دقت را ها آن

این در که است ذکر به لازم .[٣٩،٣٨،٣٧] است گرفته انجام هموار غیر جواب با بهینه کنترل مسایل حل

ارائه نیز ۴ Ίبن-Ίبن بهینه کنترل مسایل برای را لژاندر ͳطیف شبه ٣ قطعه به قطعه جدید روش نامه پایان

.[۴٠] دهیم ͳم

به لژاندر، و چب�ͳشف متعامد چند�جمله�ای�های از استفاده با که است آن پایان�نامه این در ͳاصل هدف

بپردازیم. بهینه کنترل مسائل از ͳکل دسته Έی عددی حل

م�ͳآوریم. تفصیل به را حاضر تحقیق انΎیزه�های بعد، بخش در

تحقیق انΎیزه�های ٢.١

کرد: بیان زیر صورت به ͳاصل محور چهار در م�ͳتوان را تحقیق این انΎیزه�های

چب�ͳشف و لژاندر چند�جمله�ای�های از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل ١.٢.١

بهینه، کنترل مسائل حل برای را چب�ͳشف و لژاندر چند�جمله�ای�های بر ͳمبتن ت΋نی�Έهای زیادی، ویژگ�ͳهای

و سازی گسسته فرآیند بودن ساده به م�ͳتوان ویژگ�ͳها این مهمترین از م�ͳکند. متمایز عددی روش�های بقیه از

،ͳمتناه تفاضلات روش�های به نسبت ت΋نی�Έها این بالای بسیار دقت کرد. اشاره ها، روش این بالای دقت

است. چب�ͳشف و لژاندر چند�جمله�ای�های برجسته ͳویژگ این گویای سیمپسون، هرمیت و اویلر روش جمله از

بودن هموار به مشروط روش�ها، این (ͳنمای) ͳطیف دقت که نم�ͳباشد لطف از ͳخال ن΋ته این ذکر ضمن در

است. مسئله جواب

ͳنامتناه افق در بهینه کنترل مسائل برایحل شده ارائه روش�های توسی΄ ٢.٢.١

متغیرهای تغییر از استفاده با م�ͳگیرند. قرار توجه مورد کمتر ͳنامتناه افق در بهینه کنترل مسائل معمولا˦

[٠,∞) ͳمحاسبات بازه م�ͳتوان م�ͳباشند) ͳنوای΋ی اکیداً و مشتق�پذیری بودن، هموار شرایط دارای (که ͳمناسب

Convergance rate ١

Spectral accuracy ٢

Piecewise ٣

Bang-Bang ۴



۶ مقدمه .١

اصلاح ͳاندک با لژاندر چند�جمله�ای�های Έنی΋ت از سپس و کرده تبدیل [−١,١) مانند ͳمتناه بازه Έی به را

نمود. استفاده مسائل از دسته این حل برای ،ͳان΋م هم نقاط از استفاده در

Ίبن-Ίبن بهینه کنترل مسائل برایحل لژاندر ͳطیف روششبه بهبود ٣.٢.١

،ͳکنترل مسائل از دسته�ای مثال عنوان به هستند. ناهموار جواب دارای بهینه، کنترل مسائل از عمده�ای بخش

و لژاندر ͳطیف شبه شده ارائه Έکلاسی روش�های لذا باشند، ͳم Ίبن-Ίبن ناپیوسته بهینه کنترل دارای

که داریم توجه بخشید. بهبود را روش�ها این م�ͳبایست و نم�ͳباشد کارا مسائل دسته این حل برای چب�ͳشف

به قطعه بر ͳمبتن که کرد ارائه ͳروش باید مسائل، نوع این در بهینه کنترل بودن هموار قطعه به قطعه دلیل به

باشد. بهینه کنترل بودن هموار قطعه

ͳرالΎانت قیود با بهینه کنترل مسائل گوسبرایحل ͳطیف شبه روشجدید ارائه ۴.٢.١

مسائل حل از متفاوت کاملا̈ ،ͳطیف شبه روش�های از استفاده با ͳرالΎانت قیود با بهینه کنترل مسائل حل

مسائل از دسته این حل برای مطلوب و کارا روش Έی ارائه لذا م�ͳباشند. ͳدیفرانسیل قیود با بهینه کنترل

م�ͳتواند ͳرالΎانت معادلات حل در ͳطیف شبه مدرن ایده�های از استفاده است. ضروری و لازم بهینه کنترل

باشد. راهΎشا

م�ͳآوریم. را حاضر پایان�نامه نΎارش شیوه بعد، بخش در

پایان�نامه ساختار ٣.١

م�ͳباشد: زیر صورت به پایان�نامه این نΎارش شیوه شده، بیان انΎیزه�های و اهداف به توجه با

م�ͳپردازیم. آن�ها خواص و چب�ͳشف و لژاندر متعامد چند�جمله�ای�های ͳمعرف به ابتدا دوم، فصل در -

برای جواب ͳΎبهین لازم شرایط همچنین و دوم درجه هدف تاب΄ با ͳخط بهینه کنترل مسئله سپس

را ͳروش�های مذکور چند�جمله�ای�های از استفاده با ادامه در و کرده ͳمعرف کامل طور به را مسئله این

م�ͳدهیم. نشان را روش دقت مثال، چند حل با پایان در م�ͳدهیم. ارائه مسئله عددی حل برای

استفاده با را قبل فصل در شده ارائه روش ،ͳخط غیر بهینه کنترل مسائل ͳمعرف از بعد سوم فصل در -

کنترل مسائل بتوان تا داده توسی΄ (CGL) چب�ͳشف-گوس-لوباتو نام به ͳخاص ͳان΋م هم نقاط از

کوتاهترین مسئله حل به مثال سه قالب در فصل، این در همچنین نمود. حل نیز را ͳغیرخط بهینه

م�ͳپردازیم. کران دو و Έی به محدود مسیر



٧ پایان�نامه ساختار .٣.١

تبدیل برای مناسب متغیر تغییر چند از ͳنامتناه افق در بهینه کنترل مسائل حل برای چهارم، فصل در -

ͳمبتن روش دو از استفاده با سپس و م�ͳکنیم استفاده مناسب ͳمتناه یΈبازه به ͳنامتناه ͳمحاسبات بازه

دو م�ͳنماییم. حل را مسئله ، (LGR) لژاندر-گوس-رادو و (LG) لژاندر-گوس درون�یاب نقاط بر

م�ͳباشد. روش بالای دقت دهنده نشان آن�ها، از آمده بدست نتای; و شده ارائه مثال

Ίبن-Ίبن بهینه کنترل مسائل به که ناهموار بهینه کنترل مسائل از دسته Έی برای پنجم فصل در -

ارائه را لژاندر چند�جمله�ای�های بر ͳمبتن هموار قطعه به قطعه ͳطیف شبه روش Έی هستند، معروف

م�ͳدهیم. نشان بهینه کنترل مسائل از دسته این برای را روش ͳکارای مثال چند ذکر با و م�ͳدهیم

کنترل مسائل ،ͳرالΎانت معادلات حل برای شده ارائه جدید روش Έی از استفاده با ششم فصل در -

هر در که م�ͳپردازیم مثال چندین حل به آخر در و م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را ͳرالΎانت قیود با بهینه

کرد. خواهیم ارائه را آمده بدست عددی نتای; مورد

م�ͳتوان که را بعدی کارهای و کرده جم΄�بندی را قبل فصل�های در شده مطرح مباحث هفتم فصل در -

م�ͳکنیم. بیان داد انجام دیΎر حوزه�های در چب�ͳشف و لژاندر چند�جمله�ای�های از استفاده با



فصل٢

هدف تاب΄ با ͳخط بهینه کنترل مسائل
دوم درجه

و کتب در و بوده برخوردار ͳخاص اهمیت از زمان با متغیر دوم درجه هدف تاب΄ با ͳخط بهینه کنترل مسائل

.[۴٢،۴١] گرفته�اند قرار ͳبررس و بحث مورد ͳفراوان مقالات

مسائل از دسته این حل به اقدام چب�ͳشف، و لژاندر متعامد چند�جمله�ای�های از استفاده با فصل، این در

آن�ها خواص و چب�ͳشف و لژاندر متعامد چند�جمله�ای�های ͳمعرف به ابتدا در لذا، کرد. خواهیم بهینه کنترل

م�ͳکنیم. ͳمعرف کامل طور به را مسئله این برای ͳΎبهین لازم شرایط و نظر مورد مسئله همچنین م�ͳپردازیم.

را مذکور مسئله حل برای چب�ͳشف و لژاندر چند�جمله�ای�های بر ͳمبتن ͳمشابه ت΋نی�Έهای فصل، این ادامه در

م�ͳباشند شده ارائه روش�های بالای ͳرایΎهم و دقت مبین که مثال تعدادی فصل پایان در داد. خواهیم ارائه

م�ͳآوریم. را

لژاندر خواصچند�جمله�ای�های ١.٢

(برای م�ͳکنند صدق زیر ͳبازگشت رابطه در م�ͳباشند متعامد [−١,١] بازه در که لژاندر چند�جمله�ای�های

کنید) مراجعه [۴] منب΄ به تعامد مفهوم با ͳآشنای

Pi+١(x) =
٢i+ ١
i+ ١ xPi(x)−

i

i+ ١Pi−١(x) i ≥ ١ (١.٢)

م�ͳشود بیان زیر صورت به چند�جمله�ای�ها این تعامد خاصیت .P٠(x) = ١, P١(x) = x که طوری به

∫ ١

−١
Pi(x)Pj(x)dx =

{
٠ i ̸= j

٢
٢i+١ i = j.

(٢.٢)

٨



٩ لژاندر چند�جمله�ای�های خواص .١.٢

استفاده با را P̂i(t) یافته انتقال لژاندر چند�جمله�ای�های [٠, h] بازه بر چند�جمله�ای�ها، این از استفاده برای

داشت خواهیم دیΎر عبارت به م�ͳسازیم. در(١.٢) x = ٢( t
h)− ١ متغیر تغییر

P̂i(t) := Pi(٢ t
h
− ١). (٣.٢)

م�ͳشود داده نشان زیر صورت به جدید چند�جمله�ای�های برای تعامد خاصیت ∫همچنین h

٠
P̂i(t)P̂j(t)dt =

{
٠ i ̸= j

h
٢i+١ i = j.

(۴.٢)

انتقال لژاندر چند�جمله�ای�های حسب بر است، مطلق انتΎرال�پذیر [٠, h] بازه بر که را f(t) دلخواه تاب΄ اگر

دهیم: بسط زیر صورت به یافته

f(t) =
∞∑
i=٠

fiP̂i(t), (۵.٢)

م�ͳآیند بدست زیر فرمول از fi ضرایب

fi =
٢i+ ١
h

∫ h

٠
f(t)P̂i(t)dt. (۶.٢)

داشت خواهیم دهیم، قط΄ اول جمله r تا را سری (۵.٢) فرمول در اگر

f(t) ≈
r−١∑
i=٠

fiP̂i(t) = fT .P̂ (t), (٧.٢)

که: طوری به

P̂ T (t) = [P̂٠(t), P̂١(t), . . . , P̂r−١(t)] , fT = [f٠, f١, . . . , fr−١] (٨.٢)

یافته انتقال لژاندر مشتق�گیریچند�جمله�ای�های ١.١.٢

شود: نوشته زیر صورت به (۵.٢) معادله در f(t) تاب΄ مشتق که کنیم فرض

ḟ(t) =

∞∑
i=٠

giP̂i(t). (٩.٢)

[۴] آمد خواهد بدست زیر ͳبازگشت فرمول از استفاده با (٩.٢) در gi و (۵.٢) در fi ضرایب بین رابطه

P̂i(t) =
h

٢)٢i+ ١) [
˙̂
P i+١(t)−

˙̂
P i−١(t)]. (١٠.٢)

آمد خواهد در زیر فرم به (٩.٢) معادله ،(١٠.٢) از استفاده با

ḟ(t) =
∞∑
i=٠

hgi
٢)٢i+ ١)

˙̂
P i+١(t)−

∞∑
i=٠

hgi
٢)٢i+ ١)

˙̂
P i−١(t)

=

∞∑
i=١

hgi−١
٢)٢i− ١)

˙̂
P i(t)−

∞∑
i=−١

hgi+١
٢)٢i+ ٣)

˙̂
P i(t)

=
∞∑
i=١

h

[
gi−١

٢)٢i− ١) −
gi+١

٢)٢i+ ٣)

]
˙̂
P i(t). (١١.٢)



١٠ دوم درجه هدف تاب΄ با ͳخط بهینه کنترل مسائل .٢

در
∑∞

i=−١
hgi+١

٢(٢i+٣) P̂i(t) سری اول ی جمله دو از مسأله کلیت دادن دست از بدون که باشید داشته توجه

داریم (۵.٢) از گیری مشتق با اکنون ایم. کرده نظر صرف بالا محاسبات

ḟ(t) =

∞∑
i=١

fi
˙̂
P i(t) (١٢.٢)

برابر با اکنون . ˙̂P ٠(t) = ٠ که است این شود ͳم شروع i = ١ از بالا سری اندیس که این دلیل داریم توجه

داشت خواهیم (١٢.٢) و (١١.٢) در ˙̂
P i(t) ضرایب دادن قرار

h[(٢i+ ٣)gi−١ − (٢i− ١)gi+١]− ٢)٢i− ٢)(١i+ ٣)fi = ٠ i = ١,٢, . . . (١٣.٢)

یافته انتقال لژاندر ضربچند�جمله�ای�های ٢.١.٢

شود زده تقریب زیر صورت به م�ͳتواند ،P̂j(t)P̂i(t) ش΋ل به یافته انتقال لژاندر چند�جمله�ای دو ضرب

P̂i(t)P̂j(t) ≈
r−١∑
n=٠

γijnP̂n(t) (١۴.٢)

م�ͳآیند بدست زیر صورت به (۶.٢) رابطه از ها، γijn که طوری به

γijn =
٢n+ ١
h

∫ h

٠
P̂i(t)P̂j(t)P̂n(t)dt ٠ ≤ n ≤ r − ١ (١۵.٢)

خواصچند�جمله�ای�هایچب�ͳشف ٢.٢

م�ͳکنند صدق زیر رابطه در م�ͳباشند، متعامد [−١,١] بازه در که نیز چب�ͳشف چند�جمله�ای�های

Ti+١(x) = ٢xTi(x)− Ti−١(x) i ≥ ١, (١۶.٢)

م�ͳشود نوشته زیر صورت به چند�جمله�ای�ها، این تعامد خاصیت .T٠(x) = ١, T١(x) = x که طوری ∫به ١

−١

Ti(x)Tj(x)√
١ − x٢

dx =


٠ i ̸= j
π
٢ i = j ̸= ٠
π i = j = ٠.

(١٧.٢)

استفاده ،x = ٢( t
h)− ١ متغیر تغییر از [٠, h] بازه بر چند�جمله�ای�ها این از استفاده برای قبل، حالت مشابه

باشیم داشته زیر مطابق را T̂i(t) شده داده انتقال چب�ͳشف چند�جمله�ای تا کرده

T̂i(t) := Ti(٢ t
h
− ١) (١٨.٢)

م�ͳشود بیان زیر رابطه طبق جدید چند�جمله�ای�های تعامد ∫خاصیت h

٠

T̂i(t)T̂j(t)√
١ − (٢t

h − ٢(١
dt =


٠ i ̸= j
hπ

۴ i = j ̸= ٠
hπ

٢ i = j = ٠.
(١٩.٢)



١١ چب�ͳشف چند�جمله�ای�های خواص .٢.٢

انتقال چب�ͳشف چند�جمله�ای�های حسب بر است، مطلق انتΎرال�پذیر [٠, h] بازه بر که f(T ) دلخواه تاب΄ بسط

شود نوشته زیر صورت به م�ͳتواند یافته

f(t) =
∞∑
i=٠

′

fiT̂i(t). (٢٠.٢)

و است شده ٢ بر تقسیم اول جمله که است این بیانΎر (′) علامت که طوری به

fi =
۴
πh

∫ h

٠

f(t)T̂i(t)√
١ − (٢t

h − ٢(١
dt ٠ ≤ i <∞ (٢١.٢)

داریم دهیم، قط΄ اول جمله r تا را سری (٢٠.٢) فرمول در اگر

f(t) ≈
r−١∑
i=٠

′

fiT̂i(t) = fT .T̂ (t) (٢٢.٢)

که طوری به

T̂ T (t) = [T̂٠(t), . . . , T̂r−١(t)] , fT = [
f٠
٢ , f١, . . . , fr−١] (٢٣.٢)

یافته انتقال مشتق�گیریچند�جمله�ای�هایچب�ͳشف ١.٢.٢

شود نوشته زیر صورت به (٢٠.٢) معادله در f(t) تاب΄ مشتق که م�ͳکنیم فرض

ḟ(t) =

∞∑
i=٠

′

giT̂i(t). (٢۴.٢)

[۴] م�ͳآید بدست زیر ͳبازگشت فرمول از استفاده با ،(٢۴.٢) در gi و (٢٠.٢) در fi ضرایب بین رابطه

T̂i(t) =
h

۴

[ ˙̂
T i+١(t)

i+ ١ −
˙̂
T i−١(t)

i− ١

]
, i ≥ ٢. (٢۵.٢)

شد. خواهد نوشته زیر صورت به (٢۴.٢) معادله (٢۵.٢) از استفاده با

ḟ(t) =

∞∑
i=٠

′
hgi

۴

˙̂
T i+١(t)

i+ ١ −
∞∑
i=٠

′
hgi

۴

˙̂
T i−١(t)

i− ١

=

∞∑
i=١

′
hgi−١

۴

˙̂
T i(t)

i
−

∞∑
i=−١

′
hgi−١

۴

˙̂
T i(t)

i

=

∞∑
i=١

′
h

۴
(gi−١ − gi+١)

i
˙̂
T i(t). (٢۶.٢)

∑∞
i=−١

hgi−١
۴

˙̂
T i(t)

i سری اول ی جمله دو از کلیتمسأله دادن دست از بدون نیز جا این در که باشید داشته توجه

داریم (٢٠.٢) از گیری مشتق با حال ایم. کرده نظر صرف بالا محاسبات در

ḟ(t) =
∞∑
i=١

′

fi
˙̂
T i(t). (٢٧.٢)



١٢ دوم درجه هدف تاب΄ با ͳخط بهینه کنترل مسائل .٢

داشت خواهیم (٢٧.٢) و (٢۶.٢) در ˙̂
T i(t) ضرایب دادن قرار برابر با

h(gi−١ − gi+١)− ۴ifi = ٠ , i = ١,٢, . . . (٢٨.٢)

شرایطلازم و دوم هدفدرجه تاب΄ با ͳخط بهینه کنترل مسئله بیان ٣.٢
آن برای ͳΎبهین

م�ͳگیریم: نظر در را زیر بهینه کنترل مسئله

به وضعیت متغیرهای بردار تا بیابید گونه�ای به را u(t) = (u١(t), . . . , uq(t))
T کنترل متغیرهای بردار

ͳخط Έدینامی معادله در که x(t) = (x١(t), . . . , xn(t))
T صورت

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) (٢٩.٢)

اولیه شرط با

x(٠) = x٠ (٣٠.٢)

بولزای معیار ͳتابع م�ͳکند، صدق

J =
١
٢x

T (h)Sx(h) +
١
٢

∫ h

٠
[xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)]dt (٣١.٢)

به R(t), Q(t) و هستند u(t), x(t) با متناسب ابعاد در ͳماتریس�های B(t), A(t) ضمن در سازد. مینیمم را

در همچنین .n = q م�ͳکنیم فرض ادامه در م�ͳباشند. مثبت معین و مثبت معین نیمه ͳماتریس�های ترتیب

ͳحالت که باشید داشته توجه کنیم. ͳم فرض مطلق ی پیوسته را حالت و کنترل متغیرهای فصل این سراسر

داد. خواهیم قرار ͳبررس و بحث مورد پنجم فصل در تفصیل به را است پیوسته قطعه به قطعه کنترل متغیر که

[۴٣] م�ͳآید بدست زیر فرمول از حالت متغیر حسب بر بالا مسئله بهینه کنترل

u(t) = −R−١(t)BT (t)W (t)x(t) (٣٢.٢)

است زیر ͳات΋ری ͳماتریس معادله جواب W (t) که طوری به

Ẇ (t) = −W (t)A(t)−AT (t)W (t) +W (t)B(t)R(t)BT (t)W (t)−Q(t) (٣٣.٢)


