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೯دایا...

گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت است،

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود
رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به بردن
توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایی امید از
نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که
دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ

دریاب.
امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من، نگاه در
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری بی�پاداش،
بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ، گستاخͬ بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان،

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی

ࡣت اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯دا

৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
جناب گرانقدرم، و عزیز بسیار استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
انجام در مرا مهربان دوستͬ و دلسوز برادری همچون که هریس، عزیزی کمال دکتر آقای
ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً و کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه فرمودند، یاری رساله این

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان،
مشاوره� و زحمتمطالعه که مهتدی�فر حسن دکتر جنابآقای ارجمندم، و عزیز استاد از
مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی
و مطالعه زحمت که شهریاری محمد دکتر آقای جناب عزیزم، و بزرگوار استاد از
رهنمودهای و راهنمایی�ها از تحصیل دوران طول در و فرمودند تقبل را رساله این داوری

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال گشته�ام بهره�مند ایشان بی�دریغ
دکتر آقای جناب اخلاق ادبو علم، اساتید بویژه تحصیلم، دوران گرامͬ اساتید ازکلیه
مورد مرا دلسوز پدری همچون که مهدی�زاده احد دکتر و رنجبری اصغر دکتر نقͬ�پور، رضا
پشتیبان روانͬ و روحͬ نظر از و علمͬ نظر از همواره و دادند قرار خویش عنایت و لطف
موسوی حمید دکتر آقای جناب از نیز و دارم را سپاسͽزاری و تشͺر کمال بودند، من
تحصیلات مدت در که ریاضͬ علوم دانشͺده محترم کارکنان و محض ریاضͬ مدیرگروه
بر مͬ�زنم بوسه پایان، در مͬ�نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب
وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودش،

حیدری حامد
١٣٩٠ خرداد
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پوچتوانͬ حلپذیری، تزویج، کلاسهای طول کلیدواژه�ها:

چͺیده
متناهͬ گروههای نظریه کارشناسان توسط که مهمͬ بسیار موضوع اخیر سال�های در
متناهͬ گروه ͷی تزویج کلاسهای طول بین ارتباطͬ چه که است این شود، مͬ بررسͬ
گروه ͷی تزویج کلاسهای طول اگر دیͽر عبارت به دارد. وجود گروه آن ساختار و
به مͬ�توانیم مفیدی اطلاعات چه گروه آن ساختار با رابطه در آنگاه بدانیم، را متناهͬ
گروه تزویج کلاسهای طول مجموعه که مͬ�کنیم فرض پایان�نامه این در آوریم. دست

هستند. متباین اعدادطبیعͬ n و m درآن که ,m,1}باشد، n,mn} مجموعه G
پوچتوان گروه G که گرفت خواهیم نتیجه و حلپذیراست گروه G که مͬ�دهیم نشان
اعداد b و a آن در که n = qb و m = pa بطوریͺه موجودند q و p اول اعداد و است

دقیقتر، بیان به هستند. نامنفͬ صحیح
G تزویج کلاسهای طول این�صورت در باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض : تعریف
است. Gدر x درآنCG(x)مرکزسازعضو که {| G : CG(x) |: x ∈ G}از است عبارت
مجموعه G گروه تزویج کلاسهای طول مجموعه که مͬ�کنیم فرض قضیه:
این�صورت در هستند. متباین طبیعͬ اعداد n و m درآن که ,m,1}باشد، n,mn}

است. حلپذیر گروهͬ G گروه
مجموعه G گروه تزویج کلاسهای طول مجموعه که مͬ�کنیم فرض نتیجه:
گروه این�صورت در هستند. متباین طبیعͬ اعداد n mو درآن که ,m,1}باشد، n,mn}

که n = qb و m = pa بطوریͺه موجودند q و p اول اعداد و است پوچتوان گروهͬ G

هستند. نامنفͬ صحیح اعداد b و a آن در
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مقدمه

متناهͬ گروههای نظریه کارشناسان توسط که مهمͬ بسیار موضوع اخیر سال�های در
و متناهͬ گروه ͷی تزویج کلاسهای طول بین ارتباطͬ چه که است این مͬ�شود، بررسͬ
را متناهͬ یͷگروه تزویج کلاسهای طول اگر دیͽر عبارت به دارد. وجود گروه آن ساختار
در آوریم. دست به مͬ�توانیم مفیدی اطلاعات چه گروه آن ساختار با رابطه در آنگاه بدانیم،
کلاسهای طول مجموعه که فرضمͬ�کنیم مͬ�باشد [٣] مرجع به توجه با که پایان�نامه این
هستند متباین طبیعͬ اعداد n mو درآن که ,m,1}باشد، n,mn} Gمجموعه گروه تزویج
پوچتوان گروه G که گرفت خواهیم نتیجه و است حلپذیر گروه G که مͬ�دهیم نشان و
اعداد b aو آن در که n = qb و m = pa بطوریͺه موجودند q و p اول اعداد و است
لذا دهیم. توضیح را تزویج کلاسهای طول مفهوم باید ابتدا در هستند. نامنفͬ صحیح
عبارت G تزویج کلاسهای طول این�صورت در باشد. متناهͬ گروه G که مͬ�کنیم فرض
برای است. Gدر x درآنCG(x)مرکزسازعضو که {| G : CG(x) |: x ∈ G} از است
اثبات و بیان را بالا قضیه از خاصͬ حالت ابتدا است حلپذیر G گروه اینکه دادن نشان
طول مجموعه بطوریͺه باشد متناهͬ گروه ͷی G که مͬ�کنیم فرض لذا و کرد خواهیم
در .a ≥ 0 و (p, n) = 1 آن در که باشد {1, pa, n, pan} مجموعه G تزویج کلاسهای
بͺارگیری با را اصلͬ قضیه نهایت، در و است حلپذیر G که مͬ�دهیم نشان این�صورت
است: زیر موارد شامل پایان�نامه این ساختار ازاینرو و کرد خواهیم اثبات خاص حالت

اثبات در که را مقدماتͬ قضایای و تعاریف مانند اولیه و ضروری مفاهیم اول، فصل در
قضیه از خاصͬ حالت دوم فصل در و کرد خواهیم بیان نیازمندیم، آنها به بالا قضایای
اثبات و بیان را اصلͬ قضیه سوم فصل در نهایت، در و مͬ�کنیم اثبات و بیان را اصلͬ

کرد. خواهیم

خ



١ فصل

وتعاریف مقدماتͬ مفاهیم

مقدمه ١.١

خواهیم بیان نیازمندیم، آنها به نامه پایان این در که را اولیه و ضروری مفاهیم فصل، دراین
کرد.

زیر بصورت را هال π−زیرگروه و π−گروه π−عدد، مفاهیم .١.١.١ تعریف
مͬ�کنیم. تعریف

را n صحیح عدد این�صورت در باشد. اول اعداد از مجموعه ͷی π کنیم فرض (١
قرار π مجموعه در مͬ�کنند، عاد را n که اولͬ اعداد همه اگر گوییم، π−عدد ͷی

گیرند.

باشد. π−عدد ͷی H گروه مرتبه هرگاه گوییم π−گروه ͷی را H گروه (٢

π−عدد ͷی | H | هرگاه گوییم هال π−زیرگروه ͷی را H گروه آنگاه H ≤ G اگر (٣
اول اعداد منهای اول اعداد همه برابر π′ در که باشد ′π−عدد ͷی | G : H | و

آنگاه H ∈ Hallπ(G) اگر که است واضح است. π مجموعه

(| H |, | G : H |) = 1

١



٢ وتعاریف مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

که
.Hallπ(G) = {H 6 G | Gاست −زیرگروه π , H}

اثباتقضایای در مهمͬ نقشبسیار که مͬ�کنیم بیان را زیر اساسͬ و مهم بسیار لم حال
دارد. سوم فصل و دوم فصل

باشد. متناهͬ گروه ͷی G و اول اعداد از مجموعه�ای π کنیم فرض .٢.١.١ لم
موجوداند: زیر خواص با y و x عناصر آنگاه g ∈ G اگر

است. π−عضو ͷی y و ′π−عضو ͷی x الف-

.g = xy ب-

.xy = yx ج-

هستند. منحصربفرد فوق خواص با y و x د-

اعداد حاصلضرب به n تجزیه ͷی n = pα1
1 pα2

2 ...pαr
r و o(g) = n فرضمͬ�کنیم اثبات.

قرارمͬ�دهیم: هستند. مثبت صحیح اعداد αr, ..., α1 آن در که باشد متمایز اول

A = {pi : pi ∈ π} , B = {pi : pi /∈ π}

و
.m1 =

∏
pi∈A

pαi
i , m2 =

∏
pi∈B

pαi
i

صحیح اعداد اعداد، نظریه در قضیه�ای به توجه با .(m1,m2) = 1 و n = m1m2 پس
بطوریͺه دارند وجود r, s ∈ Z

.rm1 + sm2 = 1

داشت: خواهیم .x = grm1 و y = gsm2 که مͬ�کنیم فرض

.g = g1 = grm1+sm2 = grm1gsm2 = xy



٣ وتعاریف مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

x که مͬ�گیریم نتیجه .ym1 = (gn)s = 1s = 1 و xm2 = (gn)r = 1r = 1 دیͽر طرف از
هستند، g از توانهایی y xو آنجاییͺه از همچنین است. π−عضو ͷی y و ′π−عضو ͷی
g = uv که مͬ�کنیم فرض فردی، به منحصر اثبات برای مͬ�شوند. جابجا هم با بنابراین
مͬ�دهیم نشان این�صورت در .uv = vu و است π−عضو ͷی v و ′π−عضو ͷی u که
با u که آنجایی از اما .x−1u = yv−1 لذا و g = uv = xy بنابراین .v = y و u = x که
g با دو هر v و u پس مͬ�شوند، جابجا u و خودش با نیز v و مͬ�شود جابجا v و خودش

بنابراین مͬ�شوند. جابجا g توانهای با لذا و

.o(x−1u) = [o(x), o(u)] و o(yv−1) = [o(y), o(v)]

[o(x), o(u)] که استزیرا یπ′ͷ−عضو هم استو یπͷ−عضو هم x−1u = yv−1 ازاینرو
u = x ازاینرو و x−1u = yv−1 = 1 لذا است. یπͷ−عدد [o(y), o(v)] و ′π−عدد ͷی

.v = y و

لم بͺارگیری با حال مͬ�گوییم. g π−قسمت را y و g ′π−قسمت را x ،٢.١.١ لم در
مͬ�کنیم: بیان را زیر مفید بسیار و اساسͬ لم قبلͬ،

مͬ�شوند، جابجا هم با که باشند طوری x, y ∈ G و متناهͬ گروه ͷی G اگر .٣.١.١ لم
است: برقرار زیر رابطه آنگاه باشد، π−عضو ͷی y و ′π−عضو ͷی x

.CG(xy) = CG(x) ∩ CG(y)

نشان است کافͬ بنابراین .CG(x) ∩CG(y) ⊆ CG(xy) که است واضح ابتدا در اثبات.
که: دهیم

.CG(xy) ⊆ CG(x) ∩ CG(y)

داریم: بنابراین مͬ�گیریم. نظر در را g ∈ CG(xy) منظور این برای

.(gxg−1) (gyg−1) = xy

یπͷ−عضو gyg−1 و یπ′ͷ−عضو gxg−1پس مزدوجند y با gyg−1 و x با gxg−1 چون
y و x فردی به منحصر حال مͬ�شود. جابجا gyg−1 با gxg−1 که است واضح و است



۴ وتعاریف مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

و g ∈ CG(x) بنابراین .gyg−1 = y و gxg−1 = x که مͬ�کند ایجاب ،٢.١.١ لم در
.g ∈ CG(x) ∩ CG(y) ازاینرو و g ∈ CG(y)

( Burnside ,s paqb − theorem) .۴.١.١ قضیه
در هستند. اول اعداد q و p آن در که باشد paqb مرتبه از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض

است. حلپذیر Gاین�صورت

.[٨] از (٧.٨ (قضیه به شود رجوع اثبات.

Gهر
N

و N اگر این�صورت در باشد. N E G و گروه ͷی G کنیم فرض .۵.١.١ قضیه
است. حلپذیر G آنگاه باشند، حلپذیر دو

.[٨] از (٣.١٠ (لم به شود رجوع اثبات.

هر ازای به که باشد طوری y ∈ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۶.١.١ لم
آنگاه باشد. داشته قرار Z(G) در y q−قسمت کند، مͬ عاد را y مرتبه که ای q اول عدد

است. y ∈ Z(G)

،1 ≤ i ≤ k هر ازای به آن در که باشد y مرتبه تجزیه o(y) = qβ1

1 ...qβk

k فرضکنید اثبات.
نوشت: مͬ�توان ،٢.١.١ لم به توجه با این�صورت در هستند. متمایز اول اعداد ها qi

y = y1 y
′

،٢.١.١ لم توجه با همچنین استو q′1−عضو ͷی y′ استو q1−عضو ͷی y1 آن در که
نوشت: مͬ�توان

y′ = y2 y
′′

دهیم ادامه را روند این اگر است. −عضو q′2 ͷی y′′ و است −عضو q2 ͷی y2 آن در که
داریم:

y = y1 y2...yk

و yi ∈ Z(G) داریم فرض طبق است. qi−عضو ͷی yi ،1 ≤ i ≤ kهر ازای به آن در که
.y ∈ Z(G) بنابراین



۵ وتعاریف مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

خارج�قسمت گروه که خاصیت این با G نرمال گروه زیر کوچͺترین .٧.١.١ تعریف
مͬ�دهیم. نشان Op(G)علامت با را باشد یpͷ−گروه متناظر

گروه از B زیرگروه این�صورت در باشد. G گروه زیر ͷی A کنیم فرض .٨.١.١ تعریف
باشد. AB = G و A∩B = 1 که صورتͬ در گوییم، A گروه زیر برای مͺمل ͷی Gرا

(Schur − Zassenhaus theorem) .٩.١.١ قضیه
دراین باشد. (| N |, | G : N |) = 1 طوریͺه به باشد G نرمال زیرگروه N کنیم فرض

: داریم صورت

بطوریͺه است موجود H ≤ G اینکه یعنͬ دارد، G در مͺمل ͷی N (١

.G = NH و N ∩H = 1

در N برای مͺمل دو هر این�صورت در باشند، حلپذیر G

N
یا N از ͬͺی حداقل اگر (٢
هستند. مزدوج هم با G

.[٨] از (٣.۵ (قضیه به شود رجوع اثبات.

مانند: نرمال سری ͷی هرگاه گوییم، p−حلپذیر را G گروه .١٠.١.١ تعریف

1 = N0 ⊆ N1 ⊆ ... ⊆ Nk = G

ͷی یا یpͷ−گروه Ni+1

Ni

عامل ، 1 6 i 6 k− 1 هر ازای به بطوریͺه باشد داشته وجود

باشد. ′p−گروه

از توانͬ G در H اندیس هرگاه گوییم یpͷ−متمم را G از H زیرگروه .١١.١.١ تعریف
این�صورت: در که است واضح نباشد. بخشپذیر p اول عدد بر آن مرتبه و باشد p اول عدد

.(| H |, | G : H |) = 1



۶ وتعاریف مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مجموعه ͷی π آن در که گوییم π−جدایی�پذیر ͷی را G متناهͬ گروه .١٢.١.١ تعریف
مانند: نرمال سری ͷی هرگاه مͬ�باشد، اول اعداد از

1 = N0 ⊆ N1 ⊆ ... ⊆ Nk = G

ͷی یا π−گروه ͷی Ni

Ni−1

عامل هر ،1 6 i 6 k هر ازای به بطوریͺه باشد داشته وجود

باشد. ′π−گروه

(Thompson ,s P ×Q− theotem) .١٣.١.١ قضیه
R و P آن در که کند عمل اتومرفیسم صورت به R گروه Pروی ×Q گروه که فرضکنیم
.CR(P ) ≤ CR(Q) و نمͬ�کند عاد را Q گروه مرتبه p اول عدد هستند، p−گروه دو هر

.CR(Q) = R دیͽر عبارت به مͬ�کند. عمل R روی بدیهͬ طور به Qصورت این در

.[٨] از (۴.٣١ (قضیه به شود رجوع اثبات.

عدد بعضͬ ازای به آبلͬ p−متمم دارای G متناهͬ گروه اگر (ویلانت)١ .١۴.١.١ قضیه
است. حلپذیر G آنگاه باشد، p اول

.[٧] از به شود رجوع اثبات.

بیان متناهͬ گروه ͷی از پوچتوان هال π−زیرگروه�های مورد در را ویلانت قضیه حال
است: [١٣] مرجع از ١٠.١.۴ قضیه این که مͬ�کنیم

پوچتوان هال π−زیرگروه شامل متناهͬ گروه G کنیم فرض (ویلانت)٢ .١۵.١.١ قضیه
همه بویژه مͬ�شود. مشمول H از مزدوجͬ در G π−زیرگروه هر این�صورت در باشد. H

هستند. مزدوج G هال π−زیرگروه�های

١wielandt
٢wielandt



٢ فصل

اصلͬ قضیه از خاصͬ حالت بررسͬ

این بیان از قبل اما کنیم. مͬ اثبات و بیان را اصلͬ قضیه از خاصͬ حالت فصل این در
نماییم. مͬ بیان اند رفته کار به قضیه این اثبات در که را قضیه و لم چند قضیه

قضایا و تعاریف ١.٢

در باشد. دلخواهͬ عضو x ∈ G و متناهͬ گروه ͷی G �کنیم فرض .١.١.٢ تعریف
اگر دیͽر، عبارت به گوییم. G در x اندیس را G در x تزویج کلاس طول صورت این
از است عبارت G در x اندیس آنگاه باشد، تزویج کلاس xG = {g−1xg | g ∈ G}

G در x ساز مرکز اندیس Gهمان در x ∈ Gاندیس حقیقت در که کرد ذکر باید . | xG |

مͬ�دهیم. نشان cs(G)علامت با را G گروه اعضای اندیس�های همه مجموعه است.

′p−عضو هر برای اگر باشد. اول عدد p و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢.١.٢ لم
یpͷ−گروه Gحاصلضربمستقیم آنگاه باشد، ′p−عدد ͷی Gنیز در xاندیس , x ∈ G

است. ′p−گروه ͷی و

.[۵] از (۴ (لم به شود رجوع اثبات.

تزویج کلاس طول این�صورت در باشد. π−جدایی�پذیر گروه G کنیم فرض .٣.١.٢ لم
Hیπͷ−زیرگروه آن در Gکه = H×K اگر فقط و اگر است یπͷ−عدد π−عضو هر

است. G π−متمم ͷی K و G هال

٧



٨ اصلͬ قضیه از خاصͬ حالت بررسͬ .٢ فصل

.[٢] از (٨ (لم به شود رجوع اثبات.

با بنابراین است، p−جدایی�پذیر گروه ͷی دقیقا p−حلپذیر گروه هر اینکه به توجه با
طرف از مͬ�گیریم. نتیجه را ،٢.١.٢ لم p−حلپذیر، گروه�های برای ٣.١.٢ لم بͺاربردن
عدد بر تزویجͬ کلاس هیچ طول بطوریͺه باشد، p−حلپذیر گروه ͷی G گروه اگر دیͽر،
و است ′p−عدد ͷی ′p−عضوی هر تزویج کلاس طول آنگاه نباشد، قابل�قسمت p اول
H آن در که G = H ×K که مͬ�گیریم نتیجه π = p′ برای ،٣.١.٢ لم از استفاده با لذا

این�صورت در بود. خواهد G سیلوی یpͷ−زیرگروه K و هال ′p−زیرگروه ͷی
cs(G) = cs(H)× cs(K)

= {uv : u ∈ cs(H) و v ∈ cs(K)}.

ͷی K چون نیست. قابل�قسمت p به G از تزویجͬ کلاس هیچ طول که مͬ�دانیم اما
پس مͬ�کنند، عاد را G تزویج کلاسهای طول K تزویج کلاسهای طول و است p−گروه

حاصل�ضرب G = H × K چون همچنین .K ⊆ CG(K) ازاینرو باشد. آبلͬ باید K
به .K ⊆ Z(G) لذا و G = HK ⊆ CG(K) بنابراین .H ⊆ CG(K)پس است، مستقیم
نشان حقیقت، در بعدی، لم در است. مرکزی سیلوی p−زیرگروه دارای G دیͽر عبارت

نداریم. G گروه بودن p−حلپذیر به نیازی نتیجه این آوردن بدست برای که مͬ�دهیم

هیچکلاس این�صورتطول در باشد. اول عدد p و متناهͬ Gگروه فرضکنیم .۴.١.٢ لم
باشد. مرکزی سیلوی Gدارایp−زیرگروه اگر فقط و اگر نیست قابل�قسمت p Gبر تزویج

.[٧] از (۴٣.۴ (قضیه به شود رجوع اثبات.

دو دقیقا با متناهͬ گروه�های ساختار مͬ�باشد، ١ ایتو ان. از قضیه ͷی که بعدی قضیه
مͬ�دهد. بدست را تزویج کلاس طول

تزویج کلاس�های طول مجموعه بطوریͺه باشد متناهͬ Gگروه فرضکنیم .۵.١.٢ قضیه
این�صورت در است. طبیعͬ عدد m > 1 آن در که مͬ�باشد {1,m} مجموعه G

G = P × A

است. p اول عدد از توانͬ m بویژه است، آبلͬ زیرگروه ͷی A و P ∈ Sylp(G) که
١N. Ito



٩ اصلͬ قضیه از خاصͬ حالت بررسͬ .٢ فصل

.[٧] از (۴٣.۶ (قضیه به شود رجوع اثبات.

مͬ�باشد. ٢ تامپسون لم بعدی، قضیه

بطوریͺه AB ≤ Aut(G) و متناهͬ یpͷ−گروه G کنیم فرض .۶.١.٢ قضیه

. [A,B] = 1 و [A,CG(B)] = 1

صورت این در .A = Op(A) و یpͷ−گروه B که مͬ�کنیم فرض همچنین

. [A,G] = 1

.[١] از (٢۴.٢ (قضیه به شود رجوع اثبات.

داشت: خواهیم نیاز نیز زیر لم به اصلͬ قضیه اثبات برای نهایت در

شوند: مرتب زیر بصورت cs(G) عناصر و باشد متناهͬ Gگروهͬ فرضکنیم .٧.١.٢ لم

.1 < a < b < c < ...

{g ∈ G : |gG| = 1 یا a} مجموعه این�صورت در .a2 < c و (a, b) = 1 کنیم فرض
است. G نرمال گروه زیر ͷی

.[٣] از (۶ (لم به شود رجوع اثبات.

مͬ�کنیم. اثبات و بیان را اصلͬ قضیه از خاصͬ حالت فصل این ادامه در

کلاسهای طول مجموعه بطوریͺه باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٨.١.٢ قضیه
Gدراین�صورت .a ≥ 0 و (p, n) = 1 آن در که باشد {1, pa, n, pan} مجموعه G تزویج

است. حلپذیر

بͽیریم: نظر در را زیر حالت دو است کافͬ قضیه، این اثبات برای اثبات.

٢Thompson



١٠ اصلͬ قضیه از خاصͬ حالت بررسͬ .٢ فصل

pa اندیس از p−عضوی دارای G گروه اول: حالت ٢.٢
مͬ�باشد.

نظر در را y ∈ CG(x) دلخواه ′p−عضو و است pa اندیس از یpͷ−عضو x کنیم فرض
این دادن نشان برای است. n یا 1 برابر CG(x) در y اندیس که مͬ�کنیم ادعا مͬ�گیریم.
CG(xy) ≤ CG(x) لذا و CCG(x)(y) = CG(x) ∩ CG(y) = CG(xy) رابطه طبق ادعا

داریم:

. | G : CG(xy) |=| G : CG(x) | | CG(x) : CG(xy) |= pa | CG(x) : CG(xy) |

این ساختار و دارد، قرار G تزویج کلاس�های مجموعه در | G : CG(xy) | آنجاییͺه از
دارای CG(x) در y ازاینرو و | CG(x) : CG(xy) |= 1 یا n که مͬ�کند ایجاب مجموعه
در که CG(x) = Po ×A که مͬ�گیریم نتیجه ،٢.١.٢ لم بͺاربردن با است. n یا اندیس1
توانͬ اندیس از G زیرگروه A بنابراین است. ′p−گروه ͷی A و Po ∈ Sylp(CG(x)) آن
مͬ�کنیم ادعا حال است. | G : CG(x) |= pa و p−گروه ͷی Po که زیرا مͬ�باشد p از
مͬ�دهیم نشان و t /∈ Z(A) مͬ�کنیم فرض ادعا، این اثبات برای .cs(A) ⊆ {1, n} که
ͷی t ∈ CG(x) لذا ،t ∈ A ≤ CG(x) = Po × A اینکه بنابه .|A : CA(t)| = n که
CCG(x)(t) = CG(x) ∩CG(t) = CG(xt) که مͬ�دانیم ،٢.١.١ لم طبق است. ′p−عضو

ازاینرو و

. | G : CG(xt) |=| G : CG(x) | | CG(x) : CCG(x)(t) |= pa | CG(x) : CCG(x)(t) |

که مͬ�آوریم بدست ،G تزویج کلاس�های طول مجموعه ساختار بنابه

. | CG(x) : CCG(x)(t) |= 1 یا n

نتیجه .CCG(x)(t) = Po × CA(t) بنابراین ،t ∈ CG(x) = Po × A چون دیͽر، طرف از
که مͬ�گیریم

. | CG(x) : CCG(x)(t) |=
| Po | | A |

| Po | | CA(t) |
=| A : CA(t) |= 1 یا n



١١ اصلͬ قضیه از خاصͬ حالت بررسͬ .٢ فصل

فرض ابتدا .cs(A) ⊆ {1, n} ازاینرو و | A : CG(t) |= n بنابراین ،t /∈ Z(A) چون اما
مͬ�گیریم نتیجه ،۵.١.٢ قضیه از استفاده با این�صورت در .cs(A) = {1, n} که مͬ�کنیم
q−زیرگروه مستقیم حاصلضرب A = R × S و است q مانند اولͬ عدد از توانͬ n که
آن در که cs(G) = {1, pa, qi, paqi} ازاینرو مͬ�باشد. S آبلͬ گروه و A از R سیلوی
هال ,p}−زیرگروه q}′ دارای G گروه ،۴.١.٢ لم طبق مͬ�باشد. طبیعͬ عدد i و n = qi

قابل�قسمت q و p بر فقط G تزویج کلاس�های طول که زیرا مͬ�باشد T مانند مرکزی
قابل q و p اعداد بر فقط G در آن اندیس و است G نرمال زیرگروه T بنابراین است.
است، آبلͬ T آنجاییͺه از و است حلپذیر G

T
برنساید قضیه طبق بنابراین مͬ�باشد. قسمت

بدست کامل صورت به قضیه حالت این در بنابراین است. حلپذیر G که مͬ�گیریم نتیجه
به باشد. {1} برابر A تزویج کلاس�های طول مجموعه که مͬ�کنیم فرض حال مͬ�آید.
G آبلͬ ′p−زیرگروه ͷی A بنابراین باشد. آبلͬ گروه A که مͬ�کنیم فرض دیͽر عبارت
نتیجه ،١۴.١.١ قضیه از استفاده با است. p اول عدد از توانͬ G در آن اندیس که است

است. G آبلͬ متمم یpͷ−زیرگروه A که زیرا است حلپذیر G که مͬ�گیریم

اندیس از p−عضوی هیچ Gدارای گروه دوم: حالت ٣.٢
نمͬ�باشد. pa

مجموعه در pa و نیست pa اندیس از Gدارایp−عضوی حالتگروه این در که آنجایی از
ͷی d بطوریͺه دارد وجود d ∈ G مانند عضوی لذا دارد، قرار G تزویج کلاس�های طول

مͬ�باشد. pa اندیس از اما نیست p−عضو

G در d q−قسمت ،dq اگر بطوریͺه است موجود n از q اول مقسوم�علیه اول: ادعای
.|G : CG(dq)| = pa آنگاه باشد،

مقسوم�علیه�های مجموعه π(n) = {q1, q2, ..., qu} مͬ�کنیم فرض ادعا این اثبات برای
باشد |G| اول مقسوم�علیه�های مجموعه π(|G|) = {p, q1, q2, ..., qu, t1, ..., ts} و n اول

مͬ�کنیم فرض همچنین هستند. متمایز دو به دو اول اعداد tjها و qiها و p آن در که

d = dpdq1dq2 ...dqudt1dt2 ...dts


