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ͳتعال بسمه
دانشجویان ͳتحصیل پایان�نامه مشخصات

ͳ΋توپولوژی آزاد های گروه با ها آن وارتباط ͳ΋توپولوژی بنیادین های گروه عنوان:

ͳکوکب نویسنده: نام
فرد ͳمشایخ بهروز دکتر آقای راهنما: استاد
ͳمیرابراهیم هانیه دکتر خانم مشاور: استاد

محض ͳریاض :ͳتحصیل رشته محض ͳریاض گروه: ͳریاض علوم دانش΋ده دانش΋ده:
١٣٩٠/٠۶/٣٠ دفاع: ΁تاری ١٣٩٠/٠٣/١۶ تصویب: ΁تاری

٨٨ صفحات: تعداد ارشد ͳکارشناس :ͳتحصیل مقط΄

بنیادین گروه باشد. دار نقطه توپولوژی فضای Έی (X, x٠) کنیم فرض : پایان�نامه چ΋یده
خواص ابتدا نامه پایان این در دهیم. ͳم نشان πtop

١ (X, x٠) نماد با را آن ͳ΋توپولوژی
که شود ͳم داده نشان جمله از شود. ͳم ͳبررس ͳ΋توپولوژی بنیادین های گروه ͳمقدمات
ͳ΋توپولوژی های گروه شبه رسته به دار نقطه توپولوژی های فضا رسته از ͳونΎتابع πtop

١ (−)
است.

گروه هر که شود ͳم ثابت ͳ΋توپولوژی بنیادین های گروه بیشتر خواص مطالعه برای
از ͳ΋توپولوژی ͳقسمت خارج گروه Έی صورت به πtop

١ (X) مانند ͳ΋توپولوژی بنیادین
ای طوقه فضای به مربوط ترتیب به Σ Ωو های نماد آن در که است πtop

١ (Σ(Ω(X)+))

ͳ΋توپولوژی گروه Έی یا πtop
١ (Σ(X)+) که شود ͳم ثابت سپس باشند. ͳم تعلیق فضای و

شرایط انتها در است. πtop
٠ (X) روی مارکف آزاد ͳ΋توپولوژی گروه Έی باشد اگر یا نیست

با گردد. ͳم ارائه باشد هاسدورف ͳ΋توپولوژی گروه Έی πtop
١ (Σ(X)+) آن΋ه برای ͳمعادل

های گروه که شود داده نشان تا گردد ͳم ارائه ͳهای مثال دسته فوق، مطالب از استفاده
ها مثال این که است ذکر به لازم نیستند. ͳ΋توپولوژی های گروه لزوما ͳ΋توپولوژی بنیادین

متفاوتند. گردید، ارائه فابل توسط قبلا که ͳمثال با

آزاد، ͳ΋توپولوژی های گروه ،ͳ΋توپولوژی گروه شبه ،ͳ΋توپولوژی بنیادین گروه کلیدی: واژگان
جیمز نΎاشت یافته، تحویل تعلیق آزاد، ͳ΋توپولوژی ت΋واره

:΁تاری راهنما: استاد امضای



که اآ ه به تقد

بدانند بیش خواهند می



خدایا...١

حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و نخورم

م�ͳداری. دوست تو که آنچنان
به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن ش΋نجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو
ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم م�ͳکنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، در تلاش توفیق من به
ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین س΋وت، در فداکاری
داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب ͳگستاخ ب�ͳنمود،

کن. روزی بداند، دوست ب�ͳآن΋ه

هست خدا باز شوم، تنها تنها�ترین گر ا

نداش�هاست... ه جانش او

.ͳشریعت ͳعل دکتر از ͳ١مناجات



سپاس�گزاری...

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
ͳمشایخ دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه فرد،

نم�ͳرسید. انجام
آماده در و فرمودند تقبل را نامه پایان این مشاوره� زحمت که ͳمیرابراهیم دکتر خانم سرکار از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار ͳراهنمای مورد را اینجانب احسن نحو به نامه، پایان این سازی

از بعد و عزیزم همسر و مادر پدر، ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در
را مقدس�شان وجود م�ͳکنم ستایش خدا،

کوک ید
١٣٩٠ شهریورماه
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پیشΎفتار

برای که شد مطرح [٢] در بیس توسط ٢٠٠١ سال در بار اولین برای ͳ΋توپولوژی بنیادین گروه
بنیادین گروه از است عبارت و است شده داده نشان πtop

١ (X, x) با (X, x) دار نقطه فضای
.q : Ω(X, x) −→ π١(X, x) ͳقسمت خارج نΎاشت از ͳالقای توپولوژی همراه به ،π١(X, x)

ͳال΋اش حاصلضرب نΎاشت ͳΎپیوست اثبات در اما است ͳ΋توپولوژی گروه Έی πtop
١ کرد ثابت او

[٧] مقاله در فابل این΋ه تا [١٩ ،١٠ ،۶ ،٢] ماند. ͳمخف دیΎر نویسندگان دید از که داشت وجود
نم�ͳباشد. ͳ΋توپولوژی گروه Έی πtop

١ (HE) ͳیعن ͳهاوای ی گوشواره بنیادین گروه داده، نشان
مثال با که بیاورد فوق ادعای برای دیΎری نقض مثال که است این نامه پایان این اول هدف

ببینید.) را ٧.٢.۴ (مثال است. متفاوت کاملا̈ فابل نقض
فضا Έی ͳ΋توپولوژی بنیادین گروه که م�ͳآورد ذهن به را سؤال این ͳمثال�های چنین وجود

دارد؟ ͳخواص چه و چیست
ͳ΋توپولوژی گروه�های شبه واق΄ در توپولوژی این با بنیادین گروه�های م�ͳدهیم نشان دوم فصل در

م�ͳپردازیم. جداسازی خواص جمله از آن، از خاصیت چند ͳبررس به و م�ͳباشند
صورت به را آن که م�ͳآید بدست یافته تحویل تعلیق ͳیعن خاص یΈفضای از فوق نقض مثال
گروه�های و فضا این رابطه متوجه بررس�ͳها این در و م�ͳدهیم قرار مطالعه مورد سوم فصل در کامل
ͳ΋توپولوژی گروه شبه ͳبررس پایان�نامه این دوم هدف لذا م�ͳشویم. (مارکف) ͳ΋توپولوژی آزاد
ͳ΋توپولوژی ت΋واره از ͳقسمت خارج گروه πtop

١ (Σ(X+)) که م�ͳشود ثابت م�ͳباشد. πtop
١ Σ(X+)

م�ͳشود. ثابت زیر قضیه واق΄ در باشد. شده ساخته X−١ ⊔X روی که است آزادی

شبه عنوان به ،ͳطبیع صورت به πtop
١ (Σ(X+)) ،X دلخواه توپولوژی فضای هر برای .١ قضیه

ͳکانون ͳقسمت خارج بانΎاشت F (π٠(X)) آزاد گروه با است ی΋ریخت ،ͳ΋توپولوژی گروه
م�ͳآید. بدست قضیه از مستقیماً زیر نتیجه .

⊔
n≥٠

(X ⊔X−١)n −→ F (π٠(x))

١



٢

آزاد ͳ΋توپولوژی گروه Έی باشد اگر یا و نیست ͳ΋توپولوژی گروه یا πtop
١ (Σ(X+)) .٢ نتیجه

م�ͳباشد. FM(πtop
٠ (X)) ͳیعن است، πtop

٠ (X) روی مارکف

بنیادین گروه توپولوژی ΀توضی موارد ͳبرخ در که است اهمیت حائز جهت آن از فوق ارتباط
م�ͳتواند م�ͳشناسیم را مارکف آزاد ͳ΋توپولوژی گروه توپولوژی، که جا آن از اما است مش΋ل بسیار

کند. Έکم ما به بنیادین، گروه توپولوژی ͳبررس در
مشخصه هدفما سومین م�ͳپردازیم. πtop

١ (Σ(X+))خواصتوپولوژی ͳبررس به چهارم فصل در
هاسدورف ͳ΋توپولوژی گروه Έی πtop

١ (Σ(X+)) ͳحالات چه در که است X فضای برای سازی
۴ ͳیعن مشخص، ͳهدف به ٢ نتیجه و ١ قضیه و جبری توپولوژی ت΋نی�Έهای به توجه با و م�ͳشود

رسید. خواهیم

ͳکانون نΎاشت صورت این در باشد تیخونوف فضای Έی Y کنیم فرض .٣ ⊔گزاره
n≥٠

(Y ⊔ Y −١)n −→ FM(Y )

ساخته Y ⊔ Y −١ روی که آزادی ͳ΋توپولوژی ت΋واره در آن یافته تحویل کلمه به را کلمه هر (که
باشد: برقرار زیر شرط دو اگر فقط و اگر است ͳقسمت خارج م�ͳبرد) است شده

کلمات شامل FM(Y )n که است FM(Y )n فضاهای زیر ͳاستقرای ͳ΋توپولوژی حد FM(Y ) (١
است. n مساوی یا کمتر طول از

ͳقسمت خارج
n⊔

i=٠
(Y ⊔ Y −١)i −→ FM(Y )n ͳکانون ͳحاصلضرب نΎاشت n ≥ ٠ برای (٢

است.

. یافت [١٨] در توان ͳم را فوق قضیه اثبات
رسید. خواهیم زیر قضیه به نهایتاً

ͳ΋توپولوژی گروه Έی πtop
١ (Σ(X+)) صورت این در باشد هاسدورف X کنیم فرض .۴ قضیه

باشد. برقرار زیر شرط چهار هر اگر تنها و اگر است هاسدورف

است. تیخونوف πtop
٠ (X) (١

ͳقسمت خارج یΈنΎاشت ،πX : X −→ πtop
٠ (X) ͳقسمت خارج نΎاشت از ͳمتناه توان هر (٢

باشد.



٣

FM(πtop
٠ (X))n فضاهای زیر از ͳاستقرای ͳ΋توپولوژی حد ،FM(πtop

٠ (X)) آزاد ͳ΋توپولوژی گروه (٣
است. n از کمتر طول با کلمات شامل FM(πtop

٠ (X))n که است

ͳکانون ͳحاصلضرب نΎاشت ،n ≥ ١ هر برای (۴

in =
n⊔

i=٠
(πtop

٠ (X) ⊔ πtop
٠ (X)−١)i −→ F (πtop

٠ (X))n

است. ͳقسمت خارج نΎاشت



فصل١

نیازها پیش

ͳ΋توپولوژی مفاهیم ١.١

همبندی

x در را X صورت این در است. X توپولوژی فضای از عنصری x کنیم فرض تعریف١.١.١.
V مانند X از همبند ͳΎهمسای Έی ،x از U ͳΎهمسای هر برای هرگاه گوییم، ١ͳموضع همبند

.V ⊆ U که طوری به باشد داشته وجود

همبند را X آن�گاه باشد، ͳموضع همبند نقطه�اش هر در X توپولوژی فضای اگر تعریف٢.١.١.
گوییم. ͳموضع

x در را X صورت این در است. X توپولوژی فضای از عنصری x کنیم فرض تعریف٣.١.١.
مسیری همبند ͳΎهمسای Έی ،x از U ͳΎهمسای هر برای هرگاه گوییم، ٢ͳموضع مسیری همبند

.V ⊆ U که طوری به باشد داشته وجود V مانند x از

نقطه�اش هر در X گاه هر گوییم، ͳموضع مسیری همبند را X توپولوژی فضای تعریف١.١.۴.
باشد. ͳموضع مسیری همبند

1Locally connected
2Locally path connected

۴



۵ نیازها پیش

کنیم فرض .۵.١.١ مثال

A = {١
n
|n ∈ N} ∪ {٠},

B = A× [٠,١].

(٠,١) نقطه�ی از ͳΎهمسای Έی B ∩ (B ١
٣
((٠,١))) زیرا نیست، ͳموضع همبند B صورت این در

مسیری همبند B مشابه طور به نیست. (٠,١) از همبند ͳΎهمسای Ϳهی شامل که طوری به است
نیست. ͳموضع

باز مجموعه�ی هر برای اگر فقط و اگر است ͳموضع همبند X توپولوژی فضای .۶.١.١ قضیه
باشد. باز X در U همبندی مؤلفه�های از Έی هر ،X از U

مؤلفه�ی Έی C و X از باز یΈمجموعه�ی U و ͳموضع همبند X فضای فرضکنیم ابتدا برهان.
از دلخواه عضوی x کنیم فرض است. باز C م�ͳدهیم نشان صورت این در باشد. U از همبندی
x از همبند ͳΎهمسای Έی پس است، x از ͳΎهمسای Έی U و ͳموضع همبند X چون باشد. C

که طوری به است موجود V مانند
V ⊆ U

بنابراین V ⊆ C پس است، همبند V و U از همبندی مؤلفه�های C و است ͳناته V ∩ C چون اما
است. باز C

این در باشد. باز X در U همبندی مؤلفه�های ،X از U باز مجموعه هر برای کنیم فرض بالع΋س،
U از همبندی مؤلفه�ی را C آن�گاه باشد، x از ͳΎهمسای U و X از دلخواه عضوی x اگر صورت
است x از همبند ͳΎهمسای Έی C لذا است. باز X در C فرض بنابر است. x شامل که م�ͳگیریم

م�ͳکند. اثبات را ح΋م این و است U در مشمول که

داریم مشابه ͳاستدلال با
،X از U باز مجموعه�ی هر برای اگر فقط و اگر است ͳموضع مسیری همبند X توپولوژی فضای

باشد. باز X در U مسیری همبندی مؤلفه�های از Έی هر

و همبندی مؤلفه�های آن�گاه باشد ͳموضع مسیری همبند X توپولوژی فضای اگر .٧.١.١ قضیه
م�ͳباشند. منطبق هم بر X مسیری همبندی

مؤلفه�ی Ux ،x مانند C از عضو هر برای و X از همبندی مؤلفه�ی Έی C کنیم فرض برهان.
از است. همبند پس است مسیری همبند Ux چون است. x شامل که باشد X از مسیری همبندی
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و است همبندی مؤلفه�ی C چون ͳطرف
∀x ∈ C Ux ∩ C ̸= ∅

پس
∀x ∈ C Ux ⊆ C

لذا
C =

∪
x∈C

Ux

چون اما Cم�ͳباشند برای یΈپوششباز {Ux|x ∈ C} لذا است ͳموضع مسیری Xهمبند چون حال
{Ux|x ∈ C} مجموعه�ی پس م�ͳباشند، مجزا دو به دو مسیری همبند مؤلفه�های و است همبند C

لذا دارد. عضو Έی دقیقاً
∀x ∈ C C = Ux

همبند مؤلفه�ی Έی زیرمجموعه�ی C نتیجه در و مسیری همبند C لذا است. مسیری همبند Ux اما
یΈمؤلفه�ی زیرمجموعه�ی لذا و است همبند مسیری همبند مؤلفه�ی هر ͳطرف از Xاست. از مسیری

است. برقرار ح΋م بنابراین است. X از همبند

توپولوژی فضای Έی Z ،ͳقسمت خارج نΎاشت Έی ،q : X −→ Y کنیم فرض تعریف٨.١.١.
باشد. پیوسته f ◦ q اگر فقط و اگر است پیوسته f صورت این در باشد. تاب΄ Έی f : Y −→ Z و

خاصیت q : X −→ X/∼ ͳقسمت خارج نΎاشت همراه به X/∼ فضای برای خاص حالت در و
م�ͳشود. تعریف زیر صورت به ١ ͳقسمت نΎاشتخارج ͳجهان

a ∼ b اگر a, b ∈ X هر برای که طوری به باشد پیوسته نΎاشت Έی g : X −→ Z فرضکنیم
موجود f : X/∼−→ Z پیوسته فرد به منحصر نΎاشت Έی صورت این در .g(a) = g(b) آن�گاه

نمود. ملاحظه [٢١] مرج΄ در م�ͳتوان را بیشتر اطلاعات g = f ◦ q که طوری به است
1universal property
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و م�ͳدهیم نشان π٠(X) با را X توپولوژی فضای Έی مسیری همبند مؤلفه�های تعریف٩.١.١.
با را فضا این و م�ͳگیریم πX : X −→ π٠(X) ͳکانون ͳقسمت خارج نΎاشت از را آن توپولوژی

م�ͳدهیم. نشان πtop
٠ (X)

f : X −→ تاب΄ نیز م�ͳکنیم. خودداری π برای اندیس نوشتن از مشخصاست سخن عالم ͳوقت
مؤلفه به را x ∈ X از مسیری همبندی مؤلفه که م�ͳکند القا را f∗ : πtop

٠ (X) −→ πtop
٠ (Y ) تاب΄ Y

ͳقسمت خارج نΎاشت�های ͳجهان خاصیت به توجه با که م�ͳبرد Y در f(x) شامل مسیری همبندی
مؤلفه را πtop

٠ (X) پایه�ای نقطه آن�گاه باشد داشته را x پایه�ای نقطه ،X فضای اگر و م�ͳباشد پیوسته
م�ͳدهیم. قرار است واق΄ آن در x که مسیری همبندی

است. تابعΎون Έی πtop
٠ (−) : Top∗ −→ Top∗ .١٠.١.١ تبصره

کنید. مراجعه [١٧] مرج΄ به برهان.

Έی ،x ∈ X هر هرگاه گوییم ١ͳموضع نیم ٠−همبند را X توپولوژی فضای تعریف١١.١.١.
ثابت نΎاشت Έی i : U ↪→ X شمول نΎاشت که طوری به باشد داشته x از U چون باز ͳΎهمسای

کند. القا i∗ : πtop
٠ (U) −→ πtop

٠ (X)

πtop
٠ (X) اگر فقط و اگر است ͳموضع نیم ٠−همبند ،X توپولوژی فضای .١٢.١.١ تبصره

باشد. داشته گسسته٢ توپولوژی

حافظ�حاصلضرب۴ اما است ͳقسمت نΎاشتخارج و حافظهم�حاصلضرب٣ π٠ تبصره١٣.١.١.
تواب΄ م�ͳباشد، حاصلضرب حافظ π٠ : Top −→ Set ͳ΋توپولوژی غیر تابعΎون چون نم�ͳباشد.
ψ : πtop

٠ (X) −→
∏
λ∈

∧πtop
٠ (Xλ) ͳدوسوی پیوسته تاب΄ Έی X =

∏
λ∈

∧Xλ حاصلضرب تصویری

.ψ ◦ πX =
∏
λ∈

∧Xλ که طوری به م�ͳکند القا

دو هرگاه گوییم ۵ͳ΋توپولوژی گروه را τ توپولوژی همراه به G گروه Έی .١۴.١.١ تعریف
θ(g) = g−١ ضابطه�ی با θ : G → G و F (g, h) = gh ضابطه�ی با F : G × G → G نΎاشت

باشند. پیوسته
1semilocally 0-connected
2discrete topology
3coproduct
4product
5topological group
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است. توپولوژی گروه Έی گسسته توپولوژی همراه به G گروه هر مثال ساده�ترین عنوان به
به R٢ ͳزیرفضای توپولوژی با (S١, ·) و ͳاقلیدس توپولوژی با (R,+) گروه به م�ͳتوان همچنین

کرد. اشاره توپولوژی گروه دو عنوان

ͳخارج�قسمت گروه این�صورت Hدر ⊴ G و باشد توپولوژی یΈگروه G فرضکنیم لم١.١.١۵.
H به�وسیله G از ١ͳقسمت خارج فضای Έی عنوان به G/H که است توپولوژی گروه Έی G/H

است. شده گرفته نظر در

شود. رجوع [١] مرج΄ به برهان.

Έی x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم همΎن٢ فضای را X توپولوژی فضای تعریف١.١.١۶.
.f(x) = y به�طوری�که باشد موجود خودش به X از ،f ͳریخت همسان

در i که Ai زیرمجموعه�های توسط که باشد مجموعه Έی X کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف
کنیم فرض به�علاوه باشد. شده پوشیده م�ͳکند، تغییر (ͳنامتناه ͳحت) اندیس�گذار مجموعه

باشد. توپولوژی فضای Ai ،i ∈ I هر برای .١

باشد. ͳ΋ی Ai ∩ Aj روی Aj و Ai توپولوژی ،i, j ∈ I هر برای .٢

باشد. بسته Aj و Ai در Ai ∩ Aj مجموعه ،i, j ∈ I هر برای .٣

که است توپولوژی�ای {Ai; i ∈ I} توسط شده تعریف X روی صورتتوپولوژیضعیف٣ این در
باشد. بسته Ai در F ∩ Ai ،i ∈ I هر برای اگر تنها و اگر است بسته F ⊆ X آن در

که دید م�ͳتوان ͳسادگ به

است. بسته X در Ai ،i ∈ I هر برای .١

است. ͳ΋ی Ai توپولوژی با Ai ͳزیرفضای توپولوژی .٢
1qoutient space
2Homogeneous space
3weak topology



٩ نیازها پیش

فشرده-باز توپولوژی

و تواب΄ از دنباله�ای fn : X → Y و Έمتری فضای Έی (Y, d) کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف
و است f به ی΋نواخت١ همΎرای X بر {fn} گوییم این�صورت در باشد. تاب΄ Έی f : X → Y

هرگاه م�ͳدهیم نشان X بر fn → f به�صورت
∀ϵ > ٠ ∃N ∈ N ; (∀n ≥ N d(fn(x), f(x)) < ϵ ∀x ∈ X);

اگر تنها و اگر X بر fn → f گفت م�ͳتوان ͳعبارت به یا
∀ϵ > ٠ ∃N ∈ N ; (∀n ≥ N supx∈Xd(fn(x), f(x)) < ϵ).

تمام فضای صورت این در باشند. توپولوژی فضای دو Y و X کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف
م�ͳکنیم تعریف و داده نشان Y X با را Y به X از تواب΄

M(X,Y ) = {f : X → Y است; {fپیوسته

آن�گاه B ⊆ Y و A ⊆ X اگر
M(X,A;Y,B) = {f : X → Y است; fپیوسته ; f(A) ⊆ B}

فقط (یا M∗(X, x;Y, y) آن�گاه باشد ترتیب) (به y , x پایه�ای نقاط دارای Y , X اگر و
است. پایه�ای نقاط حافظ که است M(X, Y ) از مجموعه�ای زیر (M∗(X,Y )

ͳحالت در م�ͳکنیم استفاده Ω(X, x) از ،M(I, {٠,١};X, {x}) جای به نمایش ͳراحت برای
از M(I, {٠,١};Y, {y}) زیرفضای و است Y مسیرهای تمام فضای M(S١, Y ) ،X = S١ که
با را فضا این معمولا˦ و م�ͳباشد Y های طوقه٢ فضای یا بسته مسیرهای تمام فضای M(S١, Y )

. م�ͳدهیم نشان Cy با را y ∈ Y در ثابت مسیر و Ω(Y, y)

و X از ای فشرده زیرمجموعه�ی C توپولوژی، فضای دو Y و X کنیم فرض تعریف٢٠.١.١.
م�ͳکنیم تعریف صورت این در باشد. Y از بازی زیرمجموعه�ی U
⟨C,U⟩ = {f ∈ Y X ; f(C) ⊆ U}

Y X برای توپولوژی Έی تش΋یل زیرپایه، Έی عنوان به {⟨C,U⟩;C ⊆ X,U ⊆ Y } ی مجموعه
است. موسوم فشرده-باز٣ توپولوژی به که م�ͳدهد

این�صورت در باشد. Έمتری ͳفضای (Y, d) و دلخواه ͳفضای X کنیم فرض .٢١.١.١ قضیه
هستند. ͳ΋ی M(X, Y ) روی ی΋نواخت همΎرای توپولوژی و فشرده-باز توپولوژی

1uniform convergent
2loop
3compact- open topology
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شود. رجوع [١۵] به برهان.

روی ی΋نواخت ͳرایΎهم توپولوژی م�ͳدهد نشان زیرا است ͳجالب بسیار قضیه فوق قضیه
ندارد. ͳΎبست Y متر به M(X,Y )

I بسته بازه زیر Kj
n کنیم فرض n, . . . ,٢,١ = j و n ≥ ١ ΀صحی عدد برای تعریف٢٢.١.١.

مسیر qj اولا˦ که p|Kj
n
= qj آن�گاه باشد مسیر Έی p : I −→ X اگر و Kj

n = [
j − ١
n

,
j

n
] که باشد

.p = ∗nj=١qj = q١ ∗ q٢ ∗ · · · ∗ qn داریم و qj : Kj
n −→ X ثانیاً و است

است بسته ͳمتناه اشتراک تحت که باشد X توپولوژی برای پایه Έی BX اگر .٢٣.١.١ تبصره

فشرده- توپولوژی برای پایه Έی تش΋یل
n∩

j=١
⟨Kj

n, Uj⟩ ش΋ل به همسای�ͳΎهای از مجموعه�ای آن�گاه

است. بسته ͳمتناه اشتراک تحت پایه این علاوه به و م�ͳدهد M(I,X) فضای برای باز

کنید. مراجعه [۴] مرج΄ به برهان.

مجزا نقطه�ای {∗} که X+ = X ⊔ {∗} و باشد دلخواه فضای X کنیم فرض تعریف١.١.٢۴.
دهیم ͳم قرار است. X از

(Σ(X+), x٠) =

(
X+ × I

X × {٠,١} ∪ {∗} × I , x٠
)

نΎاشت از که است ͳقسمت خارج آن توپولوژی و گوییم یافته١ تحویل تعلیق را فضا این
بدون و مجموعه�ای صورت به Σ(X+) عناصر ش΋ل و م�ͳشود القا q : X+ × I −→ Σ(X+)

است. زیر صورت به توپولوژی
x٠ را نقطه این اگر لذا م�ͳگیریم نظر در نقطه Έی را {∗× I} , X ×{٠,١} این΋ه به توجه با

م�ͳگذرد. x ∧ ١
٢ و x٠ از که است دوایری از ͳالحاق یافته، تحویل تعلیق آن�گاه دهیم قرار

.Σ(X+) = S١ آن�گاه X = {x} اگر .٢۵.١.١ مثال
.Σ(X+) = S١

x

∨
S١

y آن�گاه X = {x, y} اگر

C(X) = (
X × I
X × اینصورت({١} در باشد توپولوژی XیΈفضای فرضکنیم تعریف١.١.٢۶.

م�ͳدهیم. نشان CX با و گوییم X روی مخروط٢ را
1reduce suspension
2cone
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تواب΄ با X متمایز نقاط اگر گوییم ١ͳتابع هاسدورف را X توپولوژی فضای تعریف٢٧.١.١.
شود. جدا مقدار ͳحقیق پیوسته

.٢٨.١.١ یادآوری

حداقل x ̸= y که x, y ∈ X نقطه دو هر ازای به هرگاه گوییم T٠ را X توپولوژی فضای (١
نباشد. دیΎری شامل که باشد داشته ͳΎهمسای Έی ها آن از ͳ΋ی

هر م�ͳگیریم نظر در آن از y و xمختلف نقطه دو هر که ͳصورت در گوییم T١ را X فضای (٢
نباشد. دیΎری شامل که باشد ͳΎهمسای Έی دارای Έی

yمختلف نقطه دو هر ازای به که ͳصورت در هاسدورفگوییم یا و T٢ Xرا توپولوژی فضای (٣
.U∩V = ∅ که باشد موجود ͳقسم به x و y از ترتیب به U Vو مانند ͳΎهمسای دو آن، از x و

مجموعه زیر هر و x ∈ X نقطه هر ازای به که ͳصورت در م�ͳشود نامیده منظم٢ ،X فضای (۴
طوری به باشد موجود A, x از ترتیب به U و V مانند ͳΎهمسای دو x ̸∈ A که A ⊂ X بسته

.U ∩ V = ∅ که

B هم از جدا بسته مجموعه زیر دو هر برای که ͳصورت در م�ͳشود نامیده نرمال٣ X فضای (۵
.B ⊆ V , A ⊆ U که باشند داشته وجود U و V هم از جدا باز مجموعه دو ،X از A و

تاب΄ x از U ͳΎهمسای هر و x ∈ X هر برای که ͳصورت در است منظم۴ کاملا̈ ،X فضای (۶
.f(X \ U) = ١ و f(x) = ٠ که باشد موجود ͳقسم به f : X −→ I پیوسته

باشند. بسته X در نقطه�ای�ها Έت که است این با معادل بودن T١ .٢٩.١.١ تبصره

جبری مفاهیم ٢.١

را قسمت این قضایای و تعاریف م�ͳشود. ارائه گروه�ها آزاد حاصلضرب و رسته�ها مفاهیم اکنون
ایم. آورده [١٣] از

1functionally Hausdorff
2regular
3normal
4commpletly reqular
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رسته�ها

هرگاه گوییم، رسته١ را C صورت این در باشد، اشیاء از دسته�ای C کنیم فرض تعریف١.٢.١.

که باشد موجود چنان Hom(A,B) مجموعه�ی باشند، C عضو B و A که B و A هر برای .١
∀A,B,C,D (A,B) ̸= (C,D)⇒ Hom(A,B) ∩ Hom(C,D) = ∅

نشان f : A −→ B نماد با و م�ͳنامیم B به A از ریخت Έی را Hom(A,B) از عضو (هر
م�ͳدهیم)

تاب΄ باشند، C عضو B و A که ،B و A برای .٢
F : Hom(A,B)× Hom(B,C) −→ Hom(A,C)

کند. صدق زیر شرط دو در که باشد موجود گونه�ای به

که باشد موجود چنان ١A مانند Hom(A,A) از عضوی ،A مانند C از عضو هر برای (i

∀B,C ∈ C,∀f ∈ Hom(B,A),∀g ∈ Hom(A,C) ١A ◦ f = f, g ◦ ١A = g.

باشیم داشته باشند C عضو D و C ،B ،A که D و C ،B ،A هر برای (ii
∀f ∈ Hom(A,B),∀g ∈ Hom(B,C), ∀h ∈ (C,D) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

دو هر برای همچنین م�ͳگیریم. نظر در توپولوژی فضاهای همه�ی ی رده را Top .٢.٢.١ مثال
را F تاب΄ و Y به X از پیوسته تواب΄ همه�ی مجموعه�ی را Hom(X, Y ) ،Y و X توپولوژی فضای

است. رسته Έی Top لذا م�ͳگیریم. نظر در تواب΄ ترکیب تاب΄

فضای را (X, x٠) ͳدوتای باشد، X توپولوژی فضای از عضوی x٠ کنید فرض تعریف٣.٢.١.
گوییم. نقطه�دار٢

همچنین م�ͳگیریم. نظر در نقطه�دار توپولوژی فضاهای همه�ی ی رده را Top∗ .۴.٢.١ مثال
مجموعه�ی را Hom((X, x٠), (Y, y٠)) ،(Y, y٠) و (X, x٠) نقطه�دار توپولوژی فضای دو هر برای
ترکیب تاب΄ را F تاب΄ اگر م�ͳکنیم. تعریف م�ͳنΎارد، y٠ به را x٠ که Y به X از پیوسته تواب΄ تمام
نقطه�دار توپولوژی فضاهای رسته�ی آن به که است رسته Έی Top∗ صورت این در کنیم فرض

گویند.
1Category
2Pointed space



١٣ نیازها پیش

دهیم. ͳم TopGrpنشان با را ͳ΋توپولوژی گروههای رسته Grpو با را گروهها رسته همچنین

هرگاه گوییم، هم�ارزی١ را C رسته�ی از f : A −→ B ریخت تعریف٢.١.۵.
∃g ∈ Hom(B,A) s.t f ◦ g = ١B, g ◦ f = ١A

م�ͳنامیم. هم�ارز٢ را B و A آن�گاه باشد، هم�ارزی f : A −→ B ریخت اگر

به Cاز همورد٣ یΈتابعΎون را T نΎاشت باشند. رسته دو D و C کنیم فرض تعریف٢.١.۶.
مانند C در ریخت هر و T (A) مانند D در ͳش Έی به را A مانند C در ͳش هر T هرگاه گوییم، D

مانند D در ریخت Έی به را f : A −→ B

T (f) : T (A) −→ T (B)

که طوری به بنΎارد،
T (f ◦ g) = T (f) ◦ T (g) ∀f ∈ Hom(A,B), g ∈ Hom(B′, A).

Έی باشد. C اشیاء از خانواده Έی F = {Ai|i ∈ I} و رسته Έی C کنیم فرض تعریف٧.٢.١.
به ریخت�ها از خانواده Έی همراه به P مانند ،C از ͳش Έی، F خانواده�ی برای حاصلضرب۴

است زیر صورت
{πi : P −→ Ai|i ∈ I}

زیر صورت به ریخت�ها از خانواده هر و B مانند C از ͳش هر برای که طوری به
{φi : B −→ Ai|i ∈ I}

که طوری به باشد موجود چنان φ : B −→ P مانند ریخت Έی دقیقاً
πi ◦ φ = φi ∀i ∈ I.

م�ͳدهند. نشان
∏
i∈I

Ai نماد با معمولا˦ را فوق تعریف در P

از {Ai|i ∈ I} خانواده�ی از حاصلضرب دو (Q, {ψi}i∈I) و (P, {πi}i∈I) اگر .٨.٢.١ قضیه
م�ͳباشند. هم�ارز Q و P آن�گاه باشند، C دسته�ی اشیاء

1Equivalence
2Equivalent
3Covariant functor
4Product


