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 اری ز گ  سپاس

 «من لم یشکر المخلوق لم یشکر الخالق» 

ی متعال را به عظمت و کبریایی اش می ستایم، همو که خالق این بنده و همیشه ر  اهنما و یاور من در خدا
ترین لحظات زندگی بوده  است. مجموعه حاضر مدیون حمایت و تلاش بزرگوارانی  است که در جهت  سخت

مرا از الطاف بی دریغ خویش بهره مند ساخته اند و برخود لازم می دانم که تلاش ایشان را با  ،پیشبرد این تحقیق
 بی بضاعتی اندک ارج نهم.

 همواره در تمامی رصه  ایی زندگی شتیبانن وشووق من بودند ششکر می ننم. از آایی دکتر عزیزم که خانوادهاز 
  دریغشان کمال ششکر و قدردانی را دارم بها و بی منصور سراج  و دکتر  ایدی بصیر زاده به خاطر راهنمایی ایی گران

دارم.می  از ابر  را  ششکروسپاس ارشد کمال کارشناسی و همچنین از اساتید دوره کارشناسی
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 سازی، قضیه دوآلیتی  پارامترهای نامعین، بهینه ، ای اعداد بازه ، ریزی هندسی برنامه : واژه های کلیدی

  : چکیده

خطی است. این  سازی غیر ای از مسائل بهینه ( تکنیک کارایی برای حل ردهGP) ریزی هندسی برنامه   

در این رساله روش  های مختلف مهندسی، علوم و مدیریت دارد. روش کاربردهای فراوانی در زمینه

کنیم که در اینجا ضرایب نامعین به صورت بازه  ریزی هندسی با ضرایب نامعین را بررسی می حل برنامه

 های مختلف حل شده است. ای به روش ریزی هندسی با ضرایب بازه . مسئله برنامهشوند یمعرفی م

 ،ای را معرفیابتدا فرم پارامتریک اعداد بازه ارائه شده به این صورت است که  روشی که در اینجا

این است که مقدار  روشکنیم. مزیت این  ریزی هندسی حل می برنامه کمک تکنیکبه  مسئله راسپس 

 .دآور به دست میتوان  می هینه تابع هدف را بدون حل مسئله تبدیل شده معادلب
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  پیشگفتار

روش . این خطی است ریزی غیر ای از مسائل برنامه ریزی هندسی روشی کارا و جالب برای رده برنامه

 شد.معرفی  1961پترسون برای اولین بار در سال   زینر و المور  دافین، کلارنس ریچاردتوسط 

ای از  مهندسی طراحی شاخه ؛ریزی هندسی در رابطه با  مسائل مهندسی طراحی پیشرفت کرد برنامه

ناپذیر  هایی که معمولاً شامل پارامترهای ثابت و تعدیل علوم مهندسی است که در آن وسایل یا سیستم

 .گیرد مورد بررسی قرار می ،باشند می

 صورت زیر است : ریزی هندسی در رابطه با مسائلی به برنامه

            0( )        
      s.t.          ( )  1      1 2                          

                  0    1                                                                                                   

 و 

   ( )   ∑     

  

  1

∏   
       

 

  1

          0 1                                                

 

به  .ای را ارائه می دهند جمله شکل یک چند  ( )   های تابع وهستند  مثبت حقیقیهای  ثابت     که

ریزی  حل برنامه روش .پیشنهاد کردند( )    پوزینمیال را برای دافین، زینر و پترسون نام  این دلایل،

سازی متفاوت است؛ زیرا ابتدا جواب بهینه تابع هدف با حل مساله  های بهینه هندسی با سایر روش

ویژگی بسیار مهم .  شود می حاصل و سپس مقدار بهینه متغیرهاآید  به دست میمتناظر  دوگان

ای با قیدهای  فراوان، می تواند به مسئلهخطی  است که مسئله با قیدهای غیر ریزی هندسی این برنامه

. ویژگی [15]می باشد ریزی هندسی های دوآلیتی برای برنامه خطی تبدیل شود و این به دلیل قضیه

 .سراسری وجود دارد مینیمممهم دیگر این است که برای مسئله اولیه 

معرفی شد. طبیعی است که  در1961پترسون و زینر در سال ریزی هندسی توسط دافین،  عبارت برنامه

آمده  ،فرمول بندی شده اند ریزی حدس زده شود این نام از مسائل هندسی زیادی که توسط این برنامه
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به دلیل نامساوی میانگین  یکی؛ گذاری وجود دارد دلیل برای این نام ولی در حقیقت دو .است

به دلیل ارتباط  و دیگری دارد ریزی هندسی لیز اولیه برنامههندسی که نقش اساسی درآنا -حسابی

نزدیکی که با مفاهیم هندسی دارد که مهمترین آنها بردارهای متعامد است )این مفهوم برای پیشرفت 

 .[15]قضیه دوآلیتی اساسی است(

ریزی  ریزی هندسی فازی، برنامه جمله برنامه از .گسترش زیادی یافته است ریزی هندسی برنامه 

 دهیم . نشان می GPریزی هندسی را به طور مختصر با  و.... در این رساله برنامه میالوهندسی سیگن

 با ضرایب هندسی ریزی برنامه مسائل حل برای های فراوانی الگوریتم ,48,815] 41,42[زیادی محققان

 از تخمینی GP دهایکاربر مسائل ازپارامترهای بسیاری. و ثابت را گسترش دادند معلوم های توان و

 منتظره، غیر های موقعیت برخی یا انسانی دلیل خطای به را ها داده رواقعد. [40]هستند واقعی مقادیر

سازی با ضرایب نامعین )عدم قطعیت( یک  ررسی مسایل بهینهب .کرد آوری جمع یا توان ثبت نمی

فازی بیان می شود. در موضوع تحقیقی جالبی است که در آن عدم قطعیت به صورت  تصادفی یا 

سازی تصادفی ضرایب مساله، متغیرهای تصادفی با بیشترین مقدار توزیع و در مسایل  مسایل بهینه

ایده  .[1]سازی فازی ضرایب مساله اعداد فازی با تابع عضویت معلومی فرض می شوند بهینه

مقدماتی درباره همچنین وی کتاب اساسی و  پیشنهاد شد.[ 11]کاو توسطGP کردن مسائل  فازی

طرح کلی، اصول و کاربردهای برنامه کاو  و یانگ .[12] کرد ریزی هندسی را تالیف کردن برنامه فازی

  .[29]ریزی هندسی فازی را ارائه کردند 

سازی  های نامعین از مشخص کردن توابع توزیع و عضویت به ترتیب در مسایل بهینه تعیین کران داده 

امکان انتخاب دیگری را برای مسایل  ای سازی مقدار بازه مسایل بهینه. استتر  تصادفی و فازی آسان

های  ای ، بازه سازی مقدار بازه سازند. ضرایب در مسایل بهینه سازی با ضرایب نامعین فراهم می بهینه

 نمایش برای واحد مقدار یک جای به ها،بازه کارگیری به برای مختلفی روشهای .شوندبسته فرض می

 ای بازه های توان و ضرایب با پوزینمیال هندسی ریزی برنامه مساله لیو. دارند وجود نامعین مترهایپارا

را با تجریه کردن ضرایب  GP اجحا و داس . [31] کرد حل سطحی دو هندسی ریزی برنامه کمک به را
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زی هندسی با ری برنامه روش حل مسائل  ین رسالها .[40]ی حل کردندنرها به کمک اعداد بای و توان

 ارائه می دهد. نوشته ماهاپاترا ومندل  [36]مقاله  به کمک را ای هضرایب باز

های ای، ویژگی توابع و مجموعهفصل اول آنالیز بازه ؛ فصل گردآوری شده است چهاراین رساله در 

ایب پارامتری با ضر پوزینمیال ریزی هندسیفصل سوم برنامه ،ریزی هندسیمحدب، فصل دوم برنامه

رد تحلیل و بررسی قرار گرفته است همچنین در فصل چهارم تعمیمی از  ای معرفی وسپس موبازه

 ای بیان شده است. ریزی بازه برنامه
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ریزی هندسی فعالیت داشتند. اولین دانشمندانی که در زمینه برنامه تصاویر  

 

 

 کلارنس زینر

پترسونالمور   

 ریچارد دافین  
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 تعاریف و اصول پایهای
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   پیشگفتار

های بعد مورد نیاز هستند، به طور ای که در فصل مفاهیم اولیه و هااین فصل تعاریف، قضیه در   

شوند، خودداری های بعد ظاهر می از آوردن تعاریف غیر ضروری که در فصل مختصر بیان می شود.

ایم.   نیازی که احساس شده در همان جا تعریف کردهبنا به  ایم و آنها را عموما در فصل مربوطه، کرده

 .ها و توابع محدب بیان می شود ویژگی مجموعه پسای و س در این فصل ابتدا آنالیز بازه

 

 ای بازه آنالیز معرفی 1-1

 ای:  تاریخچه آنالیز بازه 1-1-1

محاسبات ریاضی،  های الکترونیکی و دیجیتالی در با افزایش کاربرد کامپیوتر  1950دهه دراواخر 

ای مفهومی بود که در حال وارد شدن به دنیای ریاضیات بود. یکی از اولین منابع برای   حساب بازه

 (1951)یافت که در آغاز کار  [21] توان درای، به عنوان ابزاری در محاسبات عددی را میحساب بازه

امروزه آن را  و ای بیان شد ازهدر روسیه منتشر و در آن به طور صریح، قوانینی برای محاسبات ب

به   cوa،bنامند. برای مثال این مسئله مورد بحث قرار گرفت که اگر  می« ای برآورد حساب بازه»

 های معین باشند،  برد عبارت زیر به چه صورت است: صورت بازه

    
   

(   ) 
 

   

 می توان به دست آورد.را     ای ، حدود برد که با به کار بردن قوانین بازه

 1951درسال   [11]در کتاب خود ای ای را با استفاده از حساب بازه های بازه دیور محاسبات ماتریس  

ای توسط دانشمند ژاپنی  مورد بحث قرارداد. شاید مهمترین مقاله در راستای پیشرفت حساب بازه

ای، تحقیقات  لگرهای اساسی بازهآن علاوه بر قوانین جبری برای عم منتشر شد؛ که در]41[ساناگا

 توان مشاهده نمود. همچنین بردارهای  سیستماتیکی در مورد قوانینی که وی آنها را تکمیل کرد را می



 

 ای معرفی آنالیز بازه 1-1
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 نیز معرفی شدند.  آنهاای )به عنوان بازه های چند بعدی( و عملگرهای متناظربازه

منتشر  [,3]ای توسط مور  آنالیز بازهاین تحقیقات زیاد مورد توجه قرار نگرفت تا اینکه اولین کتاب 

دار معادلات دیفرانسیل  های کران حاصل رساله دکتری او بود و بیشتر روی جواب کتاب مور شد.

معمولی بامقدار اولیه متمرکز بود. پس از انتشار کتاب مور، گروهی از محققان از کشورهای  مختلف 

ای کردند. یکی از اولین مقاله ای علم حساب بازهشروع به مطالعه و تحقیق در مورد قضایا و کاربرده

تالیف و در  [3]به نگارش درآمد. بر اساس این مقاله، کتاب  [30] های پیرو کتاب مور، توسط کالیچ

 به زبان انگلیسی ترجمه شد. 1283سال 

سال تاثیر متقابل الگوریتم و مفاهیم کامپیوترهای دیجیتالی توسط کالیچ و گروهش بررسی شد. در  

های حقیقی، محاسبات و هایی اضافه شد که دارای انواع بازه تعمیم ALGOLنویسی  زبان برنامه 1960

ها به عنوان یک موضوع مستقل افزایش های اخیر، کاربرد بازه عملگرهای مرتبط با آن بود. در طی دهه

 .[24]فراوانی یافته است

 

ولین دلیل این باشد که مسائل ریاضی را )به علت شاید ا .ای دلایل استفاده از اعداد بازه 1-2-1 

 1  3توان با محاسبات  اعداد اعشاری حل کرد. برای مثال مسئله  کردن( همواره نمیخطای گرد

 دارای جواب یکتا  

  
1

3
 0 333   

 

توان آن را به صورت یک عدد حقیقی با طول متناهی در سیستم اعداد اعشاری و باینری  است که نمی

   33334 0 33333 0   رقم اعشار  5ای، جواب مسئله تا  ان داد. ولی در محاسبات اعداد بازهنش

 شوند. در محاسبات ریاضی ظاهر می ها اغلب خود به خود می باشد. دومین دلیل این است که بازه

̂ به طور مثال  فرض کنید   . در قضیه مقدار میانگین ̃  

 

 ( ̂)   ( ̃)  (  ̂   ̃) ́( )       ( ̂     ̃)



 
 ای عملگرهای بازه 1-2
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 به صورت یک عدد مشخص در مجموعه اعداد حقیقی رفتار  (̂ ) توان با  نامعین است، نمیε   چون

    کرد . ولی رابطه

 ( ̂)   ( ̃ )  ( ̂   ̃) ́( ) 

 

ای به کار برد  عدد بازه  به عنوان یک را (̂ ) توان  ای میو به کمک آنالیز بازه  ̃  ̂    با تعریف 

[26].  

 

  ای عملگرهای بازه  1-2

باشد، آنگاه  ( )  یک بازه در Aباشد. اگر   درهای بسته و کراندار  کلاس بازه ( )  فرض کنیم     

A به ترتیب کران پایین و کران بالای    و   که  .نشان داده می شود     ،     به صورتA 

 هستند:

 

          {             } 
 

 فرض کنیم * یکی از عملگرهای جمع، تفریق، ضرب و تقسیم برای اعداد حقیقی باشد، یعنی

 
   {       } 

 

 :ای  را به صورت زیر تعریف می کنیم باشند، عملگرهای بازه ( )  هایی در بازهB و  Aو 

 

    {            } 

 

های بالا وپایین   تنها با استفاده از کران     ای که باید به آن توجه کرد این است که محاسبه  نکته

  .[24]به دست می آید   Bو  Aهای  بازه

 .      [24]ای(  )جمع بازه 1-2-1تعریف
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   .[24] ای( )تفریق بازه 2-2-1یف تعر

                                                        

 

 .[ 24]  )ای ضرب بازه ( 3-2-1تعریف 

 

        {                    }     {                    }                      

 

 .[27])ای  تقسیم بازه ( 4-2-1تعریف

0عملگر تقسیم باشد و   /.اگر 1    

 

   ⁄       {                        }      {                        }   

 

 آنگاه  ،0      .اگر 2

  ⁄           

0.اگر3  آنگاه ،باشد        و   

 

A/B=

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
   

 

  ⁄ اگر  0      و  0                                                                              

{     
 

  ⁄       
 

  ⁄    }                                       0 اگر 0      و    

         
 

  ⁄ اگر0        و    0                                                                      

  
                                                                                                   0 اگر   

      
 

   ⁄   اگر 0    و  0                                                                               

{      
 

  ⁄     
 

  ⁄    }                                                0 اگر0      و   

    
 

  ⁄ اگر  0         و  0                                                                               

 

 

 .[27](قطر )عرض( بازه ) 5-2-1تعریف

 ( )       
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 .[27] (مرکز بازه ) 6-2-1تعریف

   (        )  
      

2
   

 .[27])تساوی دو بازه(  7-2-1تعریف 

                              
 

 .به صورت زیر تعریف می شود   رابطه ترتیب دو بازه . [27](ترتیب) 8-2-1تعریف 

 

                                          اگر تنها و اگر         

                                         اگر تنها و اگر         

 

 آنگاه  ،یک عدد حقیقی باشد k. اگر] 27 ) [ضرب اسکالر در بازه ( 9-2-1تعریف

 

   {      }   {
[       ]           0 

                    0
 

 

 [.39])مقدار –ای  تابع بازه( 10-2-1تعریف 

به صورت زیر  را مقدار -ای تابع بازه ،گیریم. برای این بازه را در نظر می      8 0    0  بازه

 تعریف می کنیم:

 ( )   1                 0 1  

 

 کیدا یکنوا )صعودی( و پیوسته است.ا  h(p) کنیم که تابع توجه می .  :h(p)         [081]که

 

 توابع محدبو ها  مجموعه 1-3

های مربوط به تحدب خیلی واضح و ملموس  است. قضیه از مباحث غنی ریاضیات تحدب یکی

توابع محدب در  .کننده سراسری آن است(هستند، مانند)هر نقطه بحرانی یک تابع محدب یک مینیمم
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توانیم پایه  خطی، ظاهر می شوند. با استفاده از تحدب می ریزی سازی مانند برنامه ر مسایل بهینهاکث

 ریزی هندسی را بسازیم.سازی به نام برنامهی مهمی از مسائل بهینه ریاضی رده

 

شود اگر به ازای هر دو نقطه  محدب گفته می   در Sمجموعه های محدب(. )مجموعه 1-3-1تعریف

λبرای هر و Sدر   و  ض مفرو  :داشته باشیم  1 0  

(𝜆  (1  𝜆) )    

 را نمایش می دهند . و نامحدب های زیر به طور شهودی یک مجموعه محدبشکل

 

 

  

 

 

 

 

 

  محدب مجموعه نا .(b)مجموعه محدب و  . (a)  1-1شکل 

 

تهی و  ی ناموعهتعریف شده،بر روی مج      تابع  )توابع محدب( 2-3-1 تعریف

برای و       است. این تابع محدب خواهد بود، اگر به ازای هر مفروض     محدب

λهر  داشته باشیم  1 0  

 (𝜆  (1  𝜆) )  𝜆 ( )  (1  𝜆) ( ) 
 

λو    اگر نامساوی بالا برای  . [54] یداً محدب استاکf  ،باشدبه طور اکید برقرار  (1 0) 

 

 

 

 

.b  

 

 

                                            

                                                     y                                                    

x  

.a  

 

                            x                                     

                                                    

                                                     y    
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را مقعر )اکیدا      ی ناتهی و محدب تعریف شده روی مجموعه      بعتا  3-3-1تعریف

 .[54محدب )اکیداً محدب( باشد]  -f اگر تابع تنها مقعر( گوئیم اگر و

 

 اگر .باشد   از Sمجموعه محدب تعریف شده بر زیر  تابع محدب یک ( ) فرض کنید  4-3-1قضیه

𝜆    𝜆2 𝜆1 نقاطی در 1  2       و اعداد نامنفی با مجموع یک S آنگاه 8باشند 

      

 (∑ 𝜆   )  ∑ 𝜆  (  )                                                                                                 (1)

 

  1

 

  1

 

 

برقرار است اگر وتنها  (1)ها مثبت باشند، آنگاه تساوی در 𝜆  محدب اکید باشد و همه sبر ( )  اگر

 .آمده است [24].اثبات در دنمساوی باشها    اگر 

 

 دو قضیه بعدی یک روش کارا برای تعیین توابع محدب به دست می دهند. 

 

 

 پیوسته  Rاز S  مجموعه محدب و باز بر زیر ( )  نید مشتق مرتبه دوم تابعکفرض    5-3-1قضیه 

 نمودارتابع محدب  2-1شکل 
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 .محدب )محدب اکید( استS بر  ( )  نامنفی )مثبت(باشد، آنگاه Sبر ( )  اگر مشتق دوم تابع .باشد

 .آمده است [24]اثبات در

 

   6-3-1 قضیه

( )  گرا(  الف
 

 نگاه تابع آباشند،    از Sمجموعه  محدب محدب در زیرتوابع   8      1   8 

 ( )   ∑    ( )

 

  1

 

نیز  ( ) نگاه آاکید باشد،  محدبS  ها بر ( )  ز احداقل یکی  نیز محدب است. به علاوه، اگر

  است.اکید  محدب

تی عدد مثب αباشدو اگر    از Sمجموعه محدب بر زیر بعی محدب)یا اکیدا محدب(تا ( ) ( اگر ب 

 محدب)یا اکیدا محدب( است. Sبر  نیز  ( ) αنگاه آ باشد،

  ( )  باشد و اگر   از   مجموعه محدب  تابعی محدب)یا اکیدا محدب(بر زیر ( ) اگر پ ( 

 y   R ،  در ( )  تابعی محدب صعودی )یا صعودی اکید(بر برد یکR  ،گاه ترکیب آنها آنباشد

  .[24]محدب)یا محدب اکید( است Sنیز بر ،  (( ) )  ،

 

وریکه قیدهای نامساوی و یا ط یک تابع به مینیممیا  ماکزیممسازی از نوع  مسائل بهینه 7-3-1 تعریف

 نامند. که به فرم زیر تعریف می شوند: میریاضی ریزی  مساوی دارند، را یک مساله برنامه

 

         (        )                ( 1 2     ) 

 

                                                ( 1  2     )    0         1                    (  ) 

           0             1                   

 

 

 


