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  سپاسگزاري
با تشكر و سپاس فراوان از استاد گرانقدر جناب آقاي دكتر عزيزاله عزيزي كه با راهنمايي ها و 

د و با نهايت دقت و ظرافت، ، در طول انجام اين تحقيق با من همراه بودنخود كمك هاي فراوان
پيشرفت كار را زير نظر داشتند و همچنين با تشكر از همسرم، جناب آقاي اسرار كه با پشتكار 

  .  فراوان خود در به پايان رسيدن اين تحقيق سهم به سزايي ايفا كردند

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  

  

  

  چكيده

بررسي جواب هاي كامپكتون معادلات ديفرانسيل غيرخطي با 
   Finite Element Methodاستفاده از 

  
  توسط

  سميه اسداللهي زوج

  

به ازاي مقادير خاصي از  K(m,n)معادلات . كامپكتون ها، ساليتون هايي با پهناي محدود هستند
m  وn از جمله اين معادلات، معادلات . داراي جواب كامپكتون هستندK(٢,٢)  وK(٣,٣) است .

. به دليل خاصيت شبه ذره اي كامپكتون ها، اين امواج بسيار مورد توجه فيزيكدانان قرار گرفته اند
يكي از اين روش ها كه مي توان . براي بررسي كامپكتون ها، روش هاي عددي بسياري وجود دارد

هرچند كه اين روش . ي حل اين معادلات از آن استفاده كرد، روش المان هاي محدود استبرا
در اين تحقيق با استفاده . بسيار پيچيده و وقت گير است، ولي از دقت بسيار بالايي برخوردار است
  .از روش المان هاي محدود به بررسي خواص كامپكتون ها پرداخته ايم
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  1فصل 

  مقدمه
  

  

در فيزيك، فيزيك  ربرد بسيار زياد اين معادلاتبه دليل پيچيده بودن معادلات غيرخطي و كا    
دانان همواره به دنبال راه هاي مختلفي هستند تا به جواب دقيق تري براي اين معادلات دست 

معادلات غيرخطي كه در فيزيك زياد مورد مطالعه قرار گرفته اند، معادلات ساين از جمله . يابند
 .است KdVو معادله  2، شرودينگر غيرخطي1گوردون

جواب . بسياري از پديده هاي پويا و غيرپوياي طبيعت اطراف ما داراي گستره محدودي هستند    
به كار مي روند، از  3مواج منزويبيشتر معادلات پاشندگي خطي و غيرخطي ضعيف كه در بررسي ا

يك موج  4ساليتون. ، اگرچه جايگزيده هستند، اما داراي پهناي نامحدودندKdVجمله معادله 
منزوي رونده است كه بعد از برخورد با ساليتون ديگر بدون هيچ تغيير شكلي از آن عبور مي 

  ].1[كند

                                                            
١ Sine‐Gordon  
٢ Nonlinear Schrodinger equation  
٣ Solitary waves  
٤ Soliton  



معادلات غيرخطي و پاشنده  5تونيبنابراين دستاوردهاي اخير در مورد جواب هاي كامپك     
K(m,n) در بررسي اثر پاشندگي غيرخطي بر ساختار پديده ها حائز اهميت هستند چرا كه اين ،

  ] 1[امواج داراي پهناي محدودي هستند

. برخلاف ساليتون ها كه تا بي نهايت گسترده اند، كامپكتون ها داراي پهناي محدودي هستند    
د ساليتون ها به ارتفاع آنها بستگي دارد ولي برخلاف ساليتون ها پهناي سرعت كامپكتون ها مانن

كامپكتون ها داراي خواص ساليتوني بارزي هستند از . كامپكتون ها مستقل از سرعت آنهاست
جمله اينكه برخوردشان الاستيك است ولي برخلاف ساليتون ها كه برخوردشان در يك سيستم 

آنتي كامپكتون  -قطه برخورد كامپكتون ها جفت هايي از كامپكتونانتگرال پذير رخ مي دهد، در ن
. است K(m,n)هاي كم دامنه توليد مي شود كه نشان دهنده انتگرال ناپذير بودن دسته معادلات 

علت همزماني اين دو خصوصيت، انتگرال ناپذيري و الاستيك بودن برخوردها هنوز در پرده اي از 
  ].2[ابهام به سر مي برد

بررسي جواب هاي اين معادلات بيشتر به روش هاي عددي صورت مي گيرد به همين منظور بر 
درست است كه  .براي حل برخي از اين معادلات استفاده كنيم 6آن شديم تا از روش اجزاي محدود

اين تحقيق در شش فصل . روش انتخابي ما بسيار پيچيده است، ولي از دقت بالايي برخوردار است
  .ده استتنظيم ش

در فصل دوم، راجع به معادلات ديفرانسيل غيرخطي و دستگاه معادلات ديفرانسيل توضيح     
  .همچنين درباره خصوصيات آنها مواردي را ذكر كرده ايم. مختصري آورده ايم

ها و  در فصل سوم، نگاهي داريم به چگونگي پيدايش و نامگذاري امواج منزوي، ساليتون    
. يل اين نامگذاري را بيان كرده و خصوصيات بارز اين امواج را بيان مي كنيمدل. كامپكتون ها

در ادامه فصل به بررسي جواب هاي . همچنين به بيان برخي از كاربردهاي ساليتون ها مي پردازيم
معادلات مربوط به ساليتون ها و كامپكتون ها، به روش تحليلي پرداخته و براي به دست آوردن 

  .لات غيرخطي، نتايج استفاده از چند روش عددي را با يكديگر مقايسه كرده ايمجواب اين معاد

                                                            
٥ Compacton  
٦ Finite Element  



در فصل چهارم، به طور كامل روش انتخابي خود يعني روش اجزاي محدود را توضيح داده و با     
ذكر چند مثال، چگونگي استفاده از اين روش را در حل معادلات ديفرانسيل خطي و غيرخطي، به 

در قسمت آخر اين فصل نيز توضيحاتي راجع به كاربرد اين روش . رسي كرده ايمطور جداگانه بر
  . در زمينه معادلات وابسته به زمان بيان كرده ايم

و  KdV ،K(2,2)در فصل پنجم، به بيان جزئيات حل معادلات غيرخطي و وابسته به زمان     
K(3,3) در اين فصل با استفاده از اين همچنين . با استفاده از روش اجزاي محدود پرداخته ايم

روش خصوصيات ساليتون ها و كامپكتون ها را مورد بررسي قرار داده ايم و نتايج به دست آمده را 
در قسمت . كه تا حد بسيار زيادي با جواب هاي تئوري سازگار بود، در قالب نمودار نشان داديم

  .ورد تحليل و بررسي قرا داده ايمديگر اين فصل برخورد ساليتون ها و كامپكتون ها را نيز م

پرداخته و  7فواصل محدود  در فصل ششم به ذكر تفاوت ميان روش اجزاي محدود با روش    
در ادامه نيز پيشنهاداتي را كه به براي . همچنين مزيت ها و معايب اين روش را بازگو كرده ايم

       .مي رسيد، مطرح كرده ايماستفاده هرچه بهتر و گسترده تر از اين روش مثمرثمر به نظر 

   

  

  

  

  

  

  

  

                                                            
٧ Finite difference  



  

  

  

  2فصل 

  معادلات غيرخطي
  

  

  سيستم هاي غيرخطي 1- 2
  

. تبعيت نكند 8در رياضيات سيستم غيرخطي به سيستمي اتلاق مي شود كه از اصل برهم نهي    
با دقت كمتر، سيستم غير خطي سيستمي است كه متغيرهاي آن سيستم را نمي توان به صورت 

  .لفه هاي مستقل از هم نوشت جمع خطي از مؤ

معادلات غيرخطي به راحتي قابل پاسخ گويي نيستند و نتيجه آنها بيشتر باعث پديد آمدن         
مله سيستم هاي غيرخطي را كه مي توان در طبيعت از ج. يك سري هرج و مرج و بي نظمي است

نام برد وضع هواست، كه يك تغيير كوچك در يك قسمت، تأثيرات پيچيده اي را در جاي ديگر 
  ].3[باعث مي شود

  :خطي باشد، بايد از هر دو شرط زير تبعيت كند ሻݔሺ݂در رياضيات اگر تابع 

 :خاصيت جمع پذيري )1

                                                            
٨ Superposition principle 



݂ሺݔ  ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሺݕሻ                          ሺ1 െ 2ሻ 

 :خاصيت همگني )2

݂ሺݔߙሻ ൌ ሻ                                     ሺ2ݔሺ݂ߙ െ 2ሻ 

ሻݔሺ݂اگر رابطه اي به صورت      ൌ از شرايط فوق تبعيت كند، يك  ሻݔሺ݂داشته باشيم كه  ܥ
  .رابطه خطي داريم، در غير اين صورت رابطه ما غير خطي است

طي معمولاً به طور دقيق قابل حل نيستند و در اين حالت مي در حالت كلي، معادلات غيرخ    
  .توان از روش هاي عددي و يا از روش هاي كيفي براي حل آن استفاده كرد

  

  

  معادلات ديفرانسيل غيرخطي 2- 2
  

مسائلي كه شامل معادلات ديفرانسيل غيرخطي هستند تا حدودي متنوع اند و روش حل آن ها، 
يكي از بزرگ ترين مشكلات اين نوع مسائل اين است كه نمي . وابسته استبسيار به خود مسئله 

به طور مثال در مسائل خطي . توان با تركيبي از جواب هاي شناخته شده جواب كل مسئله را يافت
مي توانيم با استفاده از اصل برهم نهي و يك سري از جواب هاي مستقل، به هر جواب ديگري 

ارد ممكن است بتوان جواب هاي خاصي براي معادلات ديفرانسيل البته در برخي مو. برسيم
معادلات . غيرخطي يافت، ولي نمي توان براي اين معادلات از اصل برهم نهي استفاده كرد

ديفرانسيل غيرخطي به دو دسته ي معادلات ديفرانسيل معمولي غيرخطي و معادلات ديفرانسيل 
زمينه كار ما نيست و توجه ما بيشتر به معادلات دسته اول در . جزئي غيرخطي تقسيم مي شود

  ].3[ديفرانسيل جزئي غيرخطي معطوف مي شود

  



  خطيمعادلات ديفرانسيل معمولي غير 1- 2- 2
  

معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبه اول، معمولاً با استفاده از روش جداسازي متغيرها قابل حل 
  : به غير از برخي از معادلات ديفرانسيل غيرخطي مثل معادله زير. است

ݑ݀
ݔ݀

ൌ െ2ݑ                                         ሺ3 െ 2ሻ 

ݑجواب عمومي اين معادله  ൌ ሺݔ  ܿሻି1 معادله فوق يك معادله ديفرانسيل غيرخطي . است
  :است زيرا مي توان آن را به صورت زير نوشت

ݑ݀
ݔ݀

 2ݑ ൌ 0                                        ሺ4 െ 2ሻ 

جايگذاري كنيم، معادله خطي  ݑرا با  2ݑاگر . نيست ݑكه طرف چپ اين معادله تابع خطي از 
  .است expخواهد بود كه جواب آن تابع 

معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبه دوم و بالاتر كه عموماً معادلات غيرخطي را شامل مي شود،     
به ندرت داراي جواب هاي صريح هستند بلكه جواب هاي اين معادلات معمولاً با استفاده از 

ين انتگرال هاي نامتعارف به دست مي آيند كه روش هاي عددي بهترين كارآيي را در حل ا
  .معادلات دارند

روش هاي متعارفي كه براي آناليز معادلات ديفرانسيل غيرخطي استفاده مي شوند، مراحل زير را 
  ]:3[شامل مي شوند

 بررسي كميت هاي پايا، مخصوصاً در سيستم هاي هاميلتوني - 1

 بررسي كميت هاي ناپايا در مقايسه با كميت هاي پايا - 2

 خطي سازي به وسيله بسط تيلور - 3

 متغيرها به متغيرهاي ساده ترتغيير  - 4

  استفاده از تئوري اختلال  - 5



  

  خطي معادلات ديفرانسيل جزئي غير 2- 2- 2 
  

در . يكي از روش هاي متداول براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي غير خطي، تغيير متغير است    
يك معادله اغلب موارد، با اين كار مسئله ما ساده تر شده و حتي در بعضي موارد معادله ما به 

گاهي اوقات نيز يك معادله ديفرانسيل جزئي غيرخطي به چند معادله . خطي تبديل مي شود
  .معمولي غيرخطي تبديل مي شود كه راحت تر حل مي شود

و ) كه در رياضيات كمتر از روش قبل مورد استفاده قرار مي گيرد(يك روش متداول ديگر     
اين روش با ساده سازي . ده مي شود، آناليز مقياسي استبيشتر در مكانيك سيالات و گرما استفا

روش هاي ]. 3[معادلات عمومي در يك مقدار مرزي مشخص، معادلات را قابل حل مي كند
ديگري كه مي توان براي حل چنين معادلاتي به كار برد، همگي از روش هاي حل عددي است كه 

  .در فصل هاي بعد، به نمونه اي از آن خواهيم پرداخت

   

  

  

  

  

  

  

  



  

  

  

  3فصل 

  نگاهي به امواج منزوي، ساليتون ها و كامپكتون ها
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امواج منزوي هيدروديناميك، از زمان هاي بسيار دور در خليج هاي تنگ و شاخه هاي باريك     
يك مهندس  1834تا اين كه در سال . دريا، رخ مي داد ولي هيچ كس به آن توجهي نداشت

در آن سال او به انجام يك سري . با يك اتفاق مواجه شد  9اسكاتلندي به نام جان اسكات راسل
پرداخته بود و مي خواست رابطه بين سرعت قايق ها و نيروي جلو برنده آن ها را پيدا آزمايشات 

هدف او از انجام اين . در آن زمان در انگلستان، اسب ها قايق ها را در طول كانال مي كشيدند. كند
آزمايشات اين بود كه بتواند به طرحي براي تبديل نيروي اسب ها به نيروي بخار دست يابد تا 

  ].4[يد بتوان به جاي قايق و كانال، از راه آهن براي جابه جايي مردم استفاده كردشا

در يكي از روزهاي تابستان كه او مشغول آزمايش بود، ناگهان طناب يكي از قايق ها و دستگاه      
اندازه گيري از هم جدا شد و قايق از حركت ايستاد ولي مقدار آبي كه در كانال بود و در حال 

اين مقدار آب به صورت يك آشفتگي در اطراف قايق جمع شد و . ت بود، از حركت نايستادحرك
                                                            
٩ John Scott Russell 


