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با آن تفاوت�هاي و شباهت بر تاکید با شبه�ریمانی متر با سایا ساختارهاي از اصولی مطالعه�اي نوشته این
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برشی خمیدگی با متقارن موضعاً بعدي سه خمینه�هاي ثابت، خمیدگی با ریمانی خمینه�هاي ندارد. وجود 5 از
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مقدمه

شود. می داده ریمانی شبه متریک با همرا سایا ساختارهاي از اصولی اي مطالعه نامه� پایان این در

و 3-بعدي متقارن موضعاً سایاي شبه�ریمانی خمینه�هاي ثابت، برشی خمیدگی با سایا شبه�ریمانی خمینه�هاي

گسترشی سایا شبه�ریمانی یکساختار می�شوند. رده�بندي 3-بعدي همگن سایاي لورنتزي خمینه�هاي همچنین

توسط بار اولین شبه�ریمانی متریک با شده مجهز سایاي ساختارهاي است. سایا ریمانی ساختار یک از طبیعی

سایاي شبه�ریمانی خمینه که شد خواهد ثابت کرد. تمرکز ساساکی مترهاي روي شدندکه مطالعه تاکاهاشی

و 3-بعدي متقارن موضعاً سایاي شبه�ریمانی خمینه�هاي همچنین ندارد. وجود 5 از بزرگتر بعد با تخت

SU(2) گروه شود. می داده نشان آن، بر شود.افزون می رده�بندي 3-بعدي همگن سایاي لورنتزي خمینه�هاي

می�پذیرد. اسکالري خمیدگی با همگن سایاي لورنتزي متریک که است همبندي ساده 3-بعدي خمینه تنها

. می�باشد [3] پایان�نامه این اصلی مرجع
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1 فصل

نیازها پیش

می�پردازیم. اولیه تعاریف و مفاهیم بیان به فصل این در آینده، هاي فصل بهتر درك براي

ها تعریف 1.1
تانسور آنگاه باشد M خمینه�ي روي (1, 1) تانسور یک J کنیم فرض [17] .( Nijenhuis) 1.1.1 تعریف

از: است عبارت آن Nijenhuis

[J, J ] = (X, Y ) = J2[X,Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] (1.1)

نگاشت M هموار Dبرخمینه�ي هموستار [12] (هموستار). 2.1.1 تعریف

D : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

X, Y ∈ χ(M)

که: چنان است،

است. C∞(M) ،V به نسبت DVW 1

است. خطی R ،W به نسبت DVW 2

.f ∈ C∞(M) براي DV (fW ) = (V f)W + fDV (W ) 3

براي که هست یگانه هموستار یک (M, g) شبه�ریمانی خمینه بر [12] .( چویتا لوي (هموستار 3.1.1 تعریف
X, Y, V,W ∈ χ(M) هر

[V,W ] = DVW −DWV 1

2



3 نیازها پیش .1 فصل

نامند. M چویتاي لوي هموستار را آن و X⟨V,W ⟩ = ⟨DXV,W ⟩+ ⟨V,DXW ⟩ 2

چویتاي لوي هموستار با شبه�ریمانی خمینه M کنیم فرض [12] ریمانی). خمیدگی (تانسور 4.1.1 تعریف
نگاشت باشد. D

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

RXYZ = D[X,Y ]Z − [DX , DY ]Z

می�شود. نامیده ریمانی خمیدگی تانسور است (1،3) تانسور یک که

است. شبه�ریمانی یکخمینه (M, g) بعد به این از

[12] .( ناتبهگون ي (صفحه 5.1.1 تعریف
نامند.صفحه p ي نقطه در M بر مماس ي صفحه یک را Tp(M) مماس فصاي از π دوبعدي فضاي زیر
ϱ(v, w) = که ϱ(v, w) ̸= 0 باشیم داشته v, w کنج یک براي اگر تنها و اگر نامند ناتبهگون را π ي

.⟨v, v⟩⟨w,w⟩ − ⟨v, w⟩2

باشد. p ي نقطه در M بر مماس ناتبهگون ي صفحه π کنیم فرض [12] .( برشی (خمیدگی 6.1.1 تعریف
نامند. برشی خمیدگی ,vاست w انتخاب از مستقل که را K(v, w) = ⟨Rvwv, w⟩/ϱ(v, w) عدد

[17] .( مختلط تقریباً (ساختار 7.1.1 تعریف
مختلط تقریباً ساختار Jیک (1, 1) نوع از Jتانسوري میدان باشد، هموار خمینه�ي Mیک کنیم فرض

.J2 = −Id هرگاه Mاست روي

خمینه�ي را J مختلط تقریباً ساختار با Mهمراه هموار خمینه�ي مختلط). تقریباً (خمینه�ي 8.1.1 تعریف
می�نامند مختلط تقریباً

می�باشد. زوج بعد با مختلط تقریباً هرخمینه�ي بعد .9.1.1 تبصره

انتخاب Mیک Dروي Kبعدي توزیع mباشد.یک بعد از خمینه Mیک کنیم فرض (توزیع). 10.1.1 تعریف
هاي میدان که هست x از U همسایگی x ∈ M هر براي که است Tx(M) از D(x) بعدي K فضاي زیر از

می�باشند. y ∈ U هر ازاي به D(y) براي اي کنج که دارند وجود X1, ..., Xk خطی مستقل برداري

هموار -بعدي (1 + 2n) خمینه�ي یک روي سایا تقریباً ساختار یک [1] .( سایا (ساختارتقریباً 11.1.1 تعریف
میدان یک ξ ∈ χ(M) ,1)و 1) نوع از تانسوري میدان یک φ که (φ, ξ, η) تایی سه از است Mعبارت مانند



4 نیازها پیش .1 فصل

که است 1-فرم یک η و می�باشد سراسري بردار

φ(ξ) = 0, η ◦ φ = 0,

η(ξ) = 1, φ2 = Id+ η ⊗ ξ (2.1)

می�گویند. سایا توزیع kerη به و مشخصه برداري ξمیدان به

سایاي تقریباً ساختار با Mرا خمینه�ي روي� g شبه�ریمانی متریک [1] سازگار). متریک یک ) 12.1.1 تعریف
هرگاه می�گویند سازگار (φ, ξ, η)

g(φ(X), φ(Y )) = g(X, Y )− εη(X)η(Y )

ε = g(ξ, ξ) (3.1)

سایاي تقریباً ساختار با Mهمراه هموار خمینه�ي [1] .( سایا تقریباً شبه�ریمانی (خمینه 13.1.1 تعریف
نامند. سایا تقریباً شبه�ریمانی خمینه�ي gرا سازگار شبه�ریمانی متریک ,φ)و ξ, η)

داریم g سازگار متریک هر (3.1)،براي و (2.1) ي رابطه به توجه با .14.1.1 تبصره

η(X) = εg(ξ,X)

نیست. نورگون ولی باشد، فضاگون یا گون زمان می�تواند ξ ي مشخصه برداري میدان این، بنابر

ي رابطه M خمینه�ي روي g شبه�ریمانی متریک براي اگر [1] .( سایا شبه�ریمانی (خمینه 15.1.1 تعریف
g(X,φ(Y )) = (dη)(X,Y ) (4.1)

می�شود. نامیده سایا شبه�ریمانی خمینه M و ریب برداري میدان ξ و سایا فرم η آنگاه باشد درست

g(φ(X), Y ) = −g(X,φ(Y )) که آورد بدست می�توان آسانی به (3.1) به توجه با .16.1.1 تبصره

M2n+1 × R روي مختلط تقریباً ساختار .17.1.1 تعریف

مختلط ساختار یک M2n+1 × R خمینه�ي هر [3] ششم فصل در شده مطرح مبحث از گیري بهره با
روي مختلط تقریباً ساختار عملکرد آنگاه باشند، خمینه از دلخواه برداري میدان یک (X, f d

dt
) اگر می�پذیرد.

می�باشد صورت بدین برداري میدان این

J(X, f d
dt
) = (φ(X)− fξ, η(X) d

dt
)



5 نیازها پیش .1 فصل

هرگاه گویند نرمال ,φ)را ξ, η) ي سایا تقریباً ساختار [3] .( نرمال سایاي تقریباً (ساختار 18.1.1 تعریف
باشد. پذیر انتگرال شده Jگفته سایاي تقریباً ساختار

:(M, η, g) سایاي شبه�ریمانی خمینه�ي [1] .( Kسایا و ساساکی هاي (خمینه 19.1.1 تعریف

باشد. نرمال هرگاه است 1)ساساکی
باشد. کیلینگ برداري میدان ξ اگر است سایا K(2



2 فصل

سایا تقریباً و سایا هاي خمینه

سایا تقریباً و سایا هاي خمینه 1.2
می�کنیم.در شروع سایا هاي خمینه از مثال چند با را فصل این قبل فصل در شده گفته مفاهیم ي مطالعه از پس

تمامی

R2n+1ریمانی خمینه .1.1.2 مثال
داربو فرم می�گیریم. را R2n+1 از (x1, x2, ...., xn, y1, y2, ...., yn, z) داربو نقشه

η = dz −
n∑

i=1

yidxi

سایاي توزیع و ξ =
∂

∂z
نیز آن (ریب) مشخصه بردار و سایاست خمینه که میدهد نشان η ∧ (dη)n ̸= 0 و

{Xi =
∂

∂xi
+ yi

∂

∂z
, Xn+i =

∂

∂yi
. i = 1, 2, ..., n} از است عبارت آن

می�شود تعریف چنین که Cn+1باشد روي داخلی ضرب یک bn+1
s (u, v) کنیم فرض S2n+1

2s .2.1.2 مثال
bn+1
s (u, v) = Re(−

s∑
i=1

uiv̄i +
n+1∑

j=s+1

uj v̄j)

آن روي مختلط ساختار J و (bn+1
s موازي انتقال واقع در )Cn+1شبه�ریمانی متریک g̃ = g2n+1

2s کنیم فرض
باشد.

می�شود تعریف زیر شکل به که باشد Cn+1 ي کره Mابر = S2n+1
2s کنیم فرض 0 ≤ s ≤ n و n ≥ 0 براي

S2n+1
2s = {u ∈ Cn+1 ; bn+1

s (u, u) = 1}

علامت و 2n+1 بعد از 1 ثابت خمیدگی با شبه�ریمانی خمینه�ي ,M)یک g) g.آنگاه = g̃|S2n+1
2s

کنیم فرض
از است درxعبارت M مماس فضاي x ∈ M براي می�باشد. 2s

6



7 سایا تقریباً و سایا هاي خمینه .2 فصل

Tx(M) = {X ∈ Tx(Cn+1) ; g̃(X, x) = 0}

تعریف با M روي برداري میدان ξ کنیم فرض است. مکان بردار xکه

ξ : x ∈ M −→ ξx = Jx

g̃(Jx, x) = ،g̃ به نسبت J پادتقارنی از بهره�گیري با هست. Cn+1نیز مماس بردار Jx موازي، انتقال با است.
.g(ξx, ξx) = g̃(x, x) = 1 و Jx ∈ Tx(M) بنابراین 0

می�کنیم تعریف

η(X) = g(ξ,X), X ∈ χ(M)

افکنشی نگاشت نیست، نورگون برداري میدان ξ

π : TxCn+1 −→ Tx(M)

از است عبارت g̃ بر تحدید با

π(X) = X − g̃(x,X)x, X ∈ Tx(Cn+1), x ∈ M

می�شود دیده محاسبه یک با شود. تعریف φ = πoJ توسط M روي (1, 1) تانسوري میدان φ کنیم فرض
می�دهند. تشکیل سایا ساختار یک (M, g, η, ξ) φ(ξ)و = 0

تغییرهاي است سایاست.کافی یکخمینه H2n+1نیز
2s−1 داد نشان می�توان مشابهی شکل H2n+1به

2s−1 .3.1.2 مثال
ببریم: بکار را پایین

H2n+1
2s−1 = {u ∈ Cn+1 ; bn+1

s (u, u) = −1} 1 ≤ s ≤ n+ 1

ξ̄ : x ∈ H2n+1
2s−1 −→ ξ̄x = −Jx

η̄ = −ḡ(ξ̄, X), X ∈ χ(M) ḡ = g̃|H2n+1
2s−1

φ̄ = π̄oJ, π(X) = X + g̃(x,X)x, X ∈ Tx(H2n+1
2s−1 )

است. 2n ، φ ي رتبه آنگاه دارد. ,φ)را η, ξ) سایاي تقریباً ساختار M کنیم فرض .4.1.2 گزاره
بهره φ(ξ̄).با = 0 که دارد وجود ξ̄ کنیم فرض .rankφ ≤ 2n+ 1 پس ξ ̸= 0 و φ(ξ) = 0 چون اثبات:
یک در ξوξ̄ که می�دهد نشان این و φ2ξ̄ = −ξ̄ + η(ξ̄)ξ داریم φ2 = −Id + η ⊗ ξ ي رابطه از گیري

هستند. راستا
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[3] M2n+1 × R روي مختلط تقریباً ساختار
اگر می�پذیرد. مختلط تقریباً ساختار یک M2n+1 × R خمینه�ي هر [3] ششم فصل از گیري بهره با
برداري میدان این بر مختلط تقریباً ساختار عمل آنگاه باشد، خمینه از دلخواه برداري میدان یک (X, f d

dt
)

است: بچنین

J(X, f d
dt
) = (φ(X)− fξ, η(X) d

dt
)

روي مختلط تقریباً Jساختار و ,φ)باشد ξ, η) ي سایا ساختارتقریبا با سایا تقریباً خمینه�ي Mیک کنیم فرض
پذیري انتگرال براي کافی و لازم Newlanderشرط − Niremberg ي قضیه بنابر M2n+1باشد. × R

باشد. صفر ن تانسورNijenhuisآ که است Jاین

[J, J ]((X, 0), (Y, 0)) = J2[(X, 0), (Y, 0)] + [J(X, 0), J(Y, 0)]

−J [J(X, 0), (Y, 0)]− J [(X, 0), J(Y, 0)]

= −([X,Y ], 0) + [(φ(X), η(X) d
dt
), (φ(Y ), η(Y ) d

dt
)]

−J [(φ(X), η(X) d
dt
), (Y, 0)]− J [(X, 0), (φ(Y ), η(Y ) d

dt
)]

= −([X,Y ], 0) + ([φ(x), φ(Y )], (φ(X)η(Y )− φ(Y )η(X) d
dt
)

−J([φ(x), Y ],−Y η(X) d
dt
)− J([X,φ(Y )], X d

dt
)

(2.1) ي رابطه بنابر

= (φ2[X,Y ]− η([X, Y ])ξ, 0)

+([φ(X), φ(Y )], (φ(X)η(Y )− φ(Y )η(X) d
dt
)

−(φ[φ(X), Y ] + Y η(X)ξ, η([φ(X), Y ]) d
dt
)

−(φ[X,φ(Y )]−Xη(X)ξ, η[X,φ(Y )] d
dt
)

= ([φ, φ][X,Y ] + 2dη(X, Y )ξ, ((Lφ(X)η)(X)− (Lφ(Y )η)(X)) d
dt
)

[J, J ]((X, 0), (0, d
dt
)) = −[(X, 0), (0, d

dt
)] + [J(X, 0), J(0, d

dt
)]

−J [J(X, 0), (0, d
dt
)]− J [(X, 0), J(0, d

dt
)]

= [(φ(X), η(X) d
dt
), (−ξ, 0)]− J [(φ(X), η(X) d

dt
), (0, d

dt
)]

−J [(X, 0), (−ξ, 0)]

= −([φ(X), ξ], (ξη(X)) d
dt
) + J([X, ξ], 0)

= −(φ([X, ξ]), η([X, ξ]) d
dt
)
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= ([ξ, φ(x)], (ξη(X)) d
dt
) + (φ[X, ξ], (η([X, ξ]) d

dt
)

= ((Lξφ)(X), (Lξη(X))

داریم:

[J, J ]((X, 0), (Y, 0)) = (N1(X, Y ), N2(X,Y )),

[J, J ]((X, 0), (0, d
dt
)) = (N3(X), N4(x))

که

N (1) = [φ, φ] + 2dη ⊗ ξ, N (2)(X,Y ) = (Lφ(X)η)(X)− (Lφ(Y )η)(X)

N (3) = Lξφ, N (4) = Lξη

N (2) = N (3) = N (4) = 0 داریم ،N (1) شدن صفر با شده گفته و[18] بنابر[19]

.N1 = 0 که است این J پذیري انتگرال براي کافی و لازم شرط [17] .5.1.2 قضیه

[1] .6.1.2 لم
همه براي آنگاه M2n+1باشد. روي سازگار gمتریکشبه�ریمانی و سایا تقریباً ,φ)ساختار ξ, η) کنیم فرض

داریم: X, Y, Z برداري هاي میدان ي

2(g(∇Xφ)Y, Z) = 3dΦ(X,φ(Y ), φ(Z))− 3dΦ(X, Y, Z) + g(N (1)(Y, Z), φ(X))

+(2)(Y, Z)η(x) + 2η(φ(Y ), X)η(Z)− 2εdη(φ(Z), X)η(Y )

(1.2)

Φ(X, Y ) = g(X,φ(Y )) که
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داریم کزول فرمول بنابر اثبات.

2g((∇Xφ)Y, Z) = 2g((∇Xφ(Y ), Z) + 2g(∇XY, φ(Z))

= Xg(φ(Y ), Z) + φ(Y )g(X,Z)− Zg(X,φ(Y ))

+g([X,φ(Y )], Z) + g([Z,X], φ(Y ))− g([φ(Y ), Z], X)

+Xg(Y, φ(Z)) + Y g(X,φ(Z))− φ(Z)g(X, Y )

+g([X, Y ], φ(Z)) + g([φ(Z), X], Y )− g([Y, φ(Z)], X)

داریم: (3.1) از گیري بهره با

= −XΦ(Y, Z)+φ(Y )(g(φ(X), φ(Z))+ εη(X)η(Z))−ZΦ(X,Y )

+g(φ([X,φ(Y )]), φ(Z)) + εη([X,φ(Y )])η(Z) + Φ([Z,X], Y )

−g(φ([φ(Y ), Z]), φ(X))− εη([φ(X), Z])η(X)

+XΦ(Y, Z) + Y Φ(X,Z)− φ(Z)(g(φ(X), φ(Y )) + εη(X)η(Y ))

+Φ([X,Y ], Z) + g(φ[φ(Z), X], φ(Y ))

+εη([φ(Z), X])η(Y )− g(φ[Y, φ(Z)], φ(X))− εη([Y, φ(Z)])η(X)

,Φ(Yداریم: Z) = −Φ(φ(Y ), φ(Z)) از گیري بهره با

= −XΦ(Y, Z) − φ(Y )(Φ(X,φ(Z))) + φ(Y )εη(X)η(Z) −

ZΦ(X,Y )

−Φ([X,φ(Y )], φ(Z))− εη([X,φ(Y )]η(Z))

+Φ([Z,X], Y )− g(φ[Y, φ(Z)], φ(X))− εη[Y, φ(Z)]η(X)

+XΦ(φ(Y ), φ(Z) + Y Φ(X,Z) + φ(Z)Φ(X,φ(Y ))

−φ(Z)εη(X)η(Y ) + Φ([X, Y ], Z)− Φ([φ(Z), X], φ(Y ))

+εη([φ(Z), X])η(Y )− g(φ[Y, φ(Z)], φ(X))− εη([Y, φ(Z)]η(X)

می�کنیم. اضافه را جمله این و
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+ Φ([Y, Z], X)− g([Y, Z], φ(X))− {Φ([φ(Y ), φ(Z)], X)− g([φ(Y ), φ(Z)], φ(X))}

+ g(2dη(Y, Z)ξ, φ(X))

: می�شود تبدیل پایین شکل به رابطه پس

= 3dΦ(X,φ(Y ), φ(Z))− 3dΦ(X,Y, Z) + g(N1(Y, Z), φ(X))

+φ(Y )εη(X)η(Z) + εη([X,φ(Y )])η(Z)− g(φ[Y φ(Z)], φ(X))

−εη([Y, φ(Z)]η(X))− φ(Z)εη(X)η(Y ) + εη([φ(Z), X])η(Y )

−g(φ[Y, φ(Z)], φ(X))− εη([Y, φ(Z)]η(X)− g([Y, Z], φ(X))

داریم: مجدد کردن ساده با

= 3dΦ(X,φ(Y ), φ(Z))− 3dΦ(X, Y, Z) + g(N (1)(Y, Z), φ(X))

−ε2dη(φ(Z), X)η(Y ) + ε2dη(φ(Y ), X)η(Z)

−2g(φ[Y, φ(Z)], φ(X))− 2εη([Y, φ(Z)])η(X)− g([Y, Z], φ(X))

= 3dΦ(X,φ(Y ), φ(Z))− 3dΦ(X, Y, Z) + g(N (1)(Y, Z), φ(X))

−ε2dη(φ(Z), X)η(Y ) + ε2dη(φ(Y ), X)η(Z)

−2g([Y, φ(Z)], X)− g([Y, Z], φ(X))

= 3dΦ(X,φ(Y ), φ(Z))− 3dΦ(X, Y, Z) + g(N (1)(Y, Z), φ(X))

+(2)(Y, Z)η(x) + 2η(φ(Y ), X)η(Z)− 2εdη(φ(Z), X)η(Y )

.N (4) = 0 سایا هاي خمینه :در .7.1.2 تبصره
داریم: دهیم Lنشان با را لی مشتق هرگاه dη(ξ,X) = −g(X,φ(ξ)) = 0 چون

N (4) = Lξη = doiξη + iξodη = dη(ξ) + (dη)(ξ, .) = 0

گفته بالا ي تبصره بنابر زیرا است. دزیک ژئو ξ برداري میدان انتگرال خم سایا هاي خمینه :در .8.1.2 تبصره
بنابراین η(X) = εg(ξ,X) طرفی از Lξηو = 0 شد

0 = ε(Lξη)X = ε(ξη(X))− εη([ξ,X]) = ξg(ξ,X)− g(ξ, [ξ,X]) = g(∇ξξ,X)


