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�®Ë�f»�Ä¸Ì�Á�Ä]�Ê�ZË����¿��Y�¹Â��¶�Yg����{Â/��Ê/»�½Z/Ì]�d/�Y�É�Â¿��Á�z»�Ã|ÀÀ¯��z�»�Ä¯�����Â/¿
Z�§��{��Á�z»�®Ë�ÉÁ����Â¿�d�����Y��f¼¯�ZÆ¿M�d����Ä¯�ÊËZÆ»ZÌa�Á�|À¯�Ê»�d¯�u�É| ]��ZÆq�½Z»�

|À]ZË�Ê»��Z�f¿Y��Á�z»�¾ËY�½Á�{��{�|À�Z]�Ä¿Â³�½Z»��ÄÌuZ¿�����f/�Ì]��Â¿�d�����Y�ZÆ¿M�d����Ä¯�ÊËZÆ»ZÌa�Á
��Á�z»�¾ËY�k�Zy��{�|�Z]|ÀÀ¯�Ê»�d¯�u�É�Â¿�Ä¿Â³�Z�§�ÄÌuZ¿���{Â�Ì»�½ZÌ]�Ë��Ä·{Z »�Ä¸Ì�Â]�®Ë�f»� �

�������������������.2 
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Ê���]�����½{Â]Md�Y��f�Ì]��Zy�dÌ^�¿�Y�½���Ê¨�¸§��ÌiZe���ª/Ì¼���ZÌ/�]�½Z�¿Y�É�Ä�Ë|¿Y�ÉÁ��dÌ^�¿�ÄË��¿
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{Â�Ì»��z�»��Ë��Ä·{Z »�Á�Ê¿Âf¸Ì»ZÅ.� �
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�{�Y{�{ÂmÁ���Z]�Ä¯�|�Z]�Ê»��ËZ»�M�lËZf¿�ÄÌmÂe�ÉY�]�Ê°Ë�Ì§�ÉZÅ�Ë~a�Ã|ÅZ�»�Ä]��ÂeY�aY�½{�¯�Äf�]YÁ�d¸�
�d�Y�Ã{Â]�ª§Â»�Ê·Z��Ê¸Ìy�\Ë�¬e��� �
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�Z]�¦·Zz»�É|Ë|m�|ÅYÂ���³Y�Á|Àf�Å�Y�~³Á�Êf«Â»�Ê Ì^�M����Ã|/��Y|/Ìa�Z/Å�½��������¿|/Ë|ne�¶/]Z«��Z/Å�Ä/Ë��¿
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|ÀÅ{�Ê»��Y�«�Ê���]�{�Â»�Y���Zy�dÌ^�¿�Á�Ê»Âf¿YÂ¯�����Z/�§�dÌ^/�¿�ÄË��¿��{�Ä¯�ºÌ¿Y{�Ê»�Z»Y���Y�Y��½Z/»��Á

��Ä/]�Y��Z�§��½Âq�d�Y�cÁZ¨f»�Ê¸Ìy�½Z»��Á�Z�§��¬¿�Ê»Âf¿YÂ¯�®Ì¿Z°»�ÄË��¿��{�Ê·Á|¿�Ì³�Ê»��Àm�®Ë

�|ÀÅ{�Ê»�½Z�¿��ÂeY�aY�®Ë�Ä¸Ì�Áx


��{Â�Ì»��ÅZ���f»Y�Za�c�Â��Ä]�½Z»��Ê·Á�� �
»�Á��Zy�dÌ^�¿�ÈË��¿�\Ì¯�e�Z]�,|uYÁ�ÈË��¿�®Ë�{ZnËY��{�¾ËY�]ZÀ]�½Y|Ì»�Ê»Âf¿YÂ¯�ÈË��¿�Ê»Âf¿YÂ¯�®Ì¿Z°

d�Ì¿��´¸¼���´Ë{�Ã�}�½Z°»�½M��{�Ä¯�,{Â��Ê»�ÄfyZ��ZÅ������Â/�u�µZ/¼fuY�¹ÂÆ¨»��Y�Ã�}�½Z°»�¹ÂÆ¨»�ÉY�]
�½Z°»��{�Ã�}x

��Ã�}�½Z°»�Ä]�Äf�]YÁ�½Y|Ì»�Ä]�Á�ºÌÀ¯�Ê»�Ã{Z¨f�Y( , )x t��´¸¼��Ê»�d^�¿ºÌÅ{�� �
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������¸¼�������������´( , )x t � �

�Ä¯x
��Át�|Àf�Å��f»Y�Za�� �

�¾Ë�e�ª§Â»�½YÂÀ��Ä]�Ê»Âf¿YÂ¯�ÉZÅ�½Y|Ì»�ÄË��¿�����|/Å{�Ê/»�tÌ/�Âe�Y��Ê/¼eY��Ë��ÉZÌ¿{�Ä¯�Ê°Ë�Ì§�[Âq�Zq
d�Y�Ã|���ÅZ����d/�Y�Ä�uÔ»�¶]Z«�½Y�Ê»ÂÆ¨»�Ä^ÀmÁ�ÊeZ^�Zv»�c�|«�������{�Â/»��{�½Y�ÉZ/Å�Ê/ÀÌ]��Ì/a�d/«{

É�Ä^e�»��Y�ZÆ¿ÂeÂ§ÁZÅ�½Á�f°·Y�½ZÌ»�ÉZÅ��À°¼Å�]810���Â»��{�Ä¯�d�Y��{Z«�ÄË��¿�¾ËY�ÃÁÔ��Ä]�|�Z]�Ê»�{
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|ÀÀ¯�Ê»��¿Y�³�ZÅ�½ÂfËÁY�³�Êe�Z^�� 

�� Ê»���¿�{�ÄÀÌ»��®Ë�f»�®Ë��Á��¾ËY�{�Ä¯�,ÄÀÌ»��½Y|Ì»��Á��ZË�Ê°Ì�Ô¯�Ä¼Ì¿�d§ZÌÅ��Ë�Ì³�Á�º
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{Â�Ì»�{Á|v»���f¿YÂ¯�ÉY�]�Z»Yvh����������Ä/]�Z]�®/¼¯�Ä/]�Ä/¯�,{Â/��Ê/»��ÅZ/��½Y|/Ì»�ÄË��¿��{�ÊËZÅ�dËZÆ¿�Ê]
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������fÌ�Á{�½Z»��/�Z�§���
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�{Â��Ê»��Z�§�ZfyZ��ZÅ�®Ë�f»�¾ËY��Z»�|À¯�Ê»�¦Ì�Âe�Y��½���µZ���{������¹ZÌ¸ËÁ�¹Z¿�Z]�É|À¸Å�ºnÀ»�®Ë
��¨/��¹Á{�¥���Z]�Y��¾Ìf�ÀËY�Ä·{Z »��fÌ�Á{�0T  �����������®/Ë�f»�Ä/]Á{�¯�¶/u�d/^j»�Ê/�ZÀ��½Z/ÆÌ¯�d/]ZiÁ

|Ì����fÌ�Á{�� �
� �
����������������������������������������������������������������������������������������������
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��{�Ä¯M�½R�ÁR�Z°�Y�\Ìe�e�Ä]Á�ÊrË���Â�¿Ze�Á�ZÀv¿Y��·H�|�Z]�Ê»�¶]ZÅ�d]Zi��Ì¿������fÌ�Á{�½Z»��/� Z�§
YÁ�Ê·Â·~Å�®Ë�c�Â��Ä]�½YÂe�Ê»�Y���»�ÉZ�§�®Ë��{�Ä¯�É| ]��ZÆqÀÌ����É|/ ]�lÀ/a�Ê°/�§Â°���Z/v»��Ã|/�

�d§�³���¿��{�,d�Y�� �
����������������������������������� 5 1 1 2 2 3 3 4 4 2,H Bx x R x x x x x x x x x x x x H 
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���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������, 0,1,2,3,4  � �
�������������������������������������������������������������������������������������������
 1, 1, 1, 1, 1diag     � �
��Ä¯�fÌ�Á{�®Ë�f»�d�Y��Ë��s���Ä]�� �
����������������������������������������������������������������������������������
2 dsds dx dx g dX dX  

   ��������������������������������������������������������������������������������������
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�Z�§�cZ�fz»�É�Ä¨·Â»��ZÆq���d�Y��fÌ�Á{��YÁ�Ê·Â·~Å�ÉÁ��ÊeY}�cZ�fz»�ºf�Ì��®Ë��{�½Z»��� �
�ÉÁ�Âe�Ê»��YÁ�Ê·Â·~Å�¾ËY�Äf�{��ZÆq�½Y����Y��{Â/y��Z/y�¶°/��¹Y|¯��Å�Ä¯�,{�¯�¦Ë� e�cZ�fz»�ºf�Ì�
|¿�Y{�� �
ºf�Ì���¹Z��cZ�fz»�Äf�]��� �

�{Á|¿Z�Âa�Ê»�Y���YÁ�Ê·Â·~Å�¶¯�cZ�fz»�ºf�Ì��¾ËY t�����É|/ ]�Ä/��Ã�/¯�Ä/]�ÄÌ^��ÊËZ�§�d¼�«�d]Zi3S���Z/]
d�Y�d^j»�ÉZÀv¿Y�� �

�Ä�fz»�Z]�Y��cZ�fz»�ºf�Ì��¾ËY�ÉZÅ , , ,t   ��d�Â¿�½YÂe�Ê»��Ë��¹�§�Ä]�� �
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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0 sinhx H Ht���� �
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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1 cosh cosx H Ht � �
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cosh sin sin sin , 0 2 ,
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{Â��Ê»�Ã{Y{��ËZ¼¿��Ë���c�Â��Ä]��®Ë�f»Á�� �
������������������������������������������2

2 2 2 2 2 2 2cosh [ sin ( sin )ds dt H Ht d d d       � �
��������ÅZ/¯�ÉZ/Å��ËZ/¼¿�¾fyZ/��ÉY�/]�{�Y{�{Â/mÁ��fÌ�Á{�ÃÁ�³�½�Z¬e�cZ�fz»�ºf�Ì��¾ËY�{�Ä°ÀËY�Ä]�ÄmÂeZ]
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ËY��{�cZ�fz»�ºf�Ì��¾�d�Y�Ê¨À»�ÉZÀv¿Y�ÉY�Y{�ÊËZ�§�d¼�«����\/�Y�¾/Ë��|À¿Z»�ˬ������Y�ÊËZ/Å�d¼/�«�Z/ÆÀe

�Ä¯|¿Z�Âa�Ê»�Y���YÁ�Ê·Â·~ÅX1>H-1�d�Y��ÉZÅ�Ä�fz» , , ,t   ������c�Â/��Ä/]�cZ/�fz»�ºf/�Ì��¾ËY�{
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���������������������������������������������������������������������������������������

1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

sinh cosh ,
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� �
���/���dze�cZ�fz»�ºf�Ì����

�»�ºf/�Ì��¾ËY�{�ÊËZ�§��z]�ÉZÀv¿Y�ÊÀ Ë�|�Z]�Ê»�dze�ÊËZ�§�d¼�«�Ä¯�d�Y�ÊeZ�fz»�ºf�Ì���cZ/�fz
d�Y��¨����Ä/¯��|¿Z�Âa�Ê»�Y���YÁ�Ê·Â·~Å��Y�Êf¼�«�ºf�Ì��¾ËY 0 4 0x x ��|/�Z]�������¾/ËY�{�Ä/°ÀËY�Ä/]�Ä/mÂeZ]

����{�/]��Z/¯�Ä/]�ÊËZ/�§�d¼�«�ÉY�]Y���ÄË�Â§�cÔË|^e�½YÂe�Ê»�Z�§�½{Â]�dze�d¸��Ä]�cZ�fz»�ºf�Ì������/j¯Y
|ÀÀ¯�Ê»�Ã{Z¨f�Y�ºf�Ì��¾ËY�Y�½Z¿Y{�®Ë�Ì§�Z¬e�Z»Y{Á��Ê»�¾Ì]��Y�ºf�Ì��¾ËY�{��fÌ�Á{�ÃÁ�³�½�� �
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2

Ht

Ht
i i

Ht

x H Ht He X
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d�Y�c�Â��¾Ë|]�®Ë�f»�ºf�Ì��¾ËY��{� �
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{Â��Ê»�Ã|ÅZ�»�cZ�fz»�ºf��Ì��¾ËY��{�g{Zu�ª§Y�sÂ�Á�Ä]�¾ËY�]�����/Ë��c�Â��Ä]�ºf�Ì��¾ËY��{�®Ë�f»
{Â�Ì»�¦Ë� e��� �

���������������������������������������������2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) ( sin )ds r H dt r H dr r d d       � �
Á{Â��Ê»�½ZÌ]��Ë��¶°��Ä]�cZ�fz»�ºf�Ì��cÔË|^e�� �

���������������������������������������������������������������������������������������������������������
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|ÀÅ{�Ê»�½Z�¿Z»�ÉY�]�Y�Z�§��Y�dÌ�Zy�®Ë�d·Zu�������¹Z/��cZ/�fz»�ºf/�Ì��Ä/��µZ/j»�½YÂÀ��Ä]ˬ�����Z/]�Á�d/ze
|ÀÅ{�Ê»��^y�Ê»�Âe�Ê¿ZÆm��Y�Ê´¼Åˬ�d�Ì¿�Ä¿Â´ÀËY�Zf�ËY�ºf�Ì��Ä°Ì·Zu�{�� �

� �
�������^m�Á��fÌ�Á{�ÃÁ�³M�½���

�ÃÁ�³��ËZ¼¿�Á�d�ZÅ�ÃÁ�³�ÄË��¿��Y�Ã{Z¨f�Y�d¯�u�cÓ{Z »�Ê���]�ÉZÅ�ÃY���Y�Ê°Ë�ºÌ¿Y{�Ê»�Ä¯��Â�¿Z¼Å
|�Z]�Ê»�kÂ»��]Ze�Z]��Z^e�Y��{��Ì]�ÃÁ�³�ÄË��¿���Âe�®Ë�Ì§���{�½�Z¬e��ËZÅ�|·Â»�Z]�ÃÁ�³�®ËÁ�{Â��Ê»�½Z

�{Â��Ê»��z�»��Z�§��{��y�q�dve�Y��ºf�Ì��½�Z¬e��f¿�Â·�ÃÁ�³�Ôj»�������/³YÁ�|/À¯�Ê/»��z�»�½Z»�
Ä]�Y��µZ¬f¿YM�ºÌÀ¯�Ä§Z�Y�½ˬ��Ê»�d�|]�Ã�Z°¿YÂa�ÃÁ�³M�|Ë�����¦/Ë� e��Ì¼Ë�Z/¯��ÂeY�aY�½YÂe�Ê»�ÃÁ�³��Å�ÉY�]

»�Ä·{Z »�Z]��Z^e�Y��{��ÂeY�aY�¾ËY�Ä¯�{�¯�|�Z]�Ê»�ÃÁ�³��Ë~aZ¿��ÅZ¯�ÉZÅ��ËZ¼¿Á�½Y|Ì������{�µZ/j»�½YÂ/À��Ä]
�ÃÁ�³��Y�|Àe�Z^��Ä¯�ºË�Y{��Ì¼Ë�Z¯��ÂeY�aY�Á{�Ã�Z°¿YÂa��2 2,w p��ÃÁ�³�ÉZÅ�|·Â»�¹Z¼e�Z]��ÂeY�aY�Á{�¾ËY�Ä¯
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