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پدر بزرگوار و مادر مهربانمتقدیم به

آن دو فرشته اي که از خواسته هایشان گذشتند، سختی ها را به جان خریدند وخـود را سـپر                    

.که اکنون در آن ایستاده ام برسمبلاي مشکلات وناملایمات کردند تا من به جایگاهی



پ

...تقدیر و تشکر

ایزد منان که به من این فرصت را داد تا به این مرحله از علم رسیده و از هـیچ مـوهبتی دریـغ نکـرد و در                 پاس  س

.تمام مراحل زندگیم مرا قوت قلب بود

دنـشان تـاج افتخـاري    والدینی کـه بو .خداي را بسی شاکرم که از روي کرم پدر و مادري فداکار نسیبم ساخت      

است بر سرم ونامشان دلیلی است بر بودنم، چرا که این دو وجود پـس از پروردگـار، مایـه هـستی ام بـوده انـد،                  

و مـن در پاسـخ محبـت هایـشان تنهـا میتـوانم بگـویم،        نـد ه ادستم را گرفته اند وانسان بودن رابرایم معنـی کـرد       

.متشکرم 

ا در رسیدن به اهدافم یـاري  رمحیطی آرام را برایم فراهم ساختند و م،از خواهرانم که در طول سالهاي تحصیلم      

.  ساختند، سپاسگذارم

از استاد ارجمندم، دکتر آرمان عقیلی، راهنماي دلسوز و فرزانه، که از هیچ کمکی برایم دریغ نکردندوتـسکین                  

.آتش سیري ناپذیر علم جویی ام بودند،کمال تشکر و قدردانی را دارم

، کـه بـه عنـوان داور زحمـت    از اساتید بزرگوار، آقاي دکتر محمد رضا یاقوتی وآقاي دکترحسین امینـی خـواه     

خوانی پایـان تامـه ام را بـر عهـده داشـتند و نظـرات ارزنـده اي را در هـر چـه بهتـر شـدن آن ارائـه نمودنـد،                باز

.      ی و توفیق روز افزون دارماز خداوند متعال آرزوي سلامتبزرگواران،براي همه ي این . سپاسگذارم
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١پیشگفتار

پیشگفتار

مقاله هاي زیادي به     1812از سال   . روش تبدیل لاپلاس براي حل راحتتر مسائل، در ریاضیات و علوم مهندسی به کار می رود               

تعمیم این تبدیل به توابـع دو متغیـره شـد و بـه ایـن                 که منجر به  بررسی خواص این تبدیل و کاربردهاي آن اختصاص یافت،          

.ر زمینه تبدیل لاپلاس دو بعدي منتشر شدمقاله هایی د1930ترتیب از سال 

در فصل اول، به معرفی تبدیل لاپلاس یک بعدي و معکوس آن و برخی از خواص آنها                . این پایان نامه شامل چهار فصل است      

در فـصل دوم، بـه تعریـف تبـدیل لاپـلاس دو بعـدي و معکـوس آن        . و محاسبه ي تبدیل لاپلاس برخی از توابع پرداخته ایم    

را بیان کرده ایـم  هاو قضایایی در ارتباط با آن     و معکوس آن    همچنین بعضی از خواص تبدیلات لاپلاس دو بعدي         . ه ایم پرداخت

همچنین کاربرد هایی از تبدیل لاپلاس دو بعدي را بیـان           نیز بدست آورده ایم و     از توابع را  و تبدیلات لاپلاس دو بعدي برخی     

در فصل سوم، معادلات موج و گرماي نا همگن با ضـرایب غیـر ثابـت بـه     .و مثالهایی از آنرا در ریاضی و فیزیک ذکر کرده ایم   

گرمـاي کـسري     در فصل چهارم نیز یک معادله ي      .صورت تلفیق دوبعدي را با استفاده از تبدیل لاپلاس دوبعدي حل کرده ایم            

. زمان ناهمگن را با استفاده ازتبدیل لاپلاس یک بعدي حل کرده ایم



اولفصل

پلاستبدیل لا
یک بعدي 



٢تبدیل لاپلاس یک بعدي: فصل اول

مقدمه.1-1

در این فصل به معرفی تبدیل لاپلاس یک بعدي و برخی از خواص آن و محاسبه ي تبدیل لاپـلاس برخـی از توابـع پرداختـه       

نیـز بیـان    همچنین تبدیل لاپلاس معکوس یک بعدي را تعریف کرده و خواص آن و روشهایی بـراي بدسـت آوردن آنـرا               . ایم

ر این، در این فصل، تعدادي از قضایا را که براي بدست آوردن تبـدیل لاپـلاس یـک بعـدي و معکـوس آن        ب علاوه. نموده ایم 

لازم به ذکر اسـت کـه روشـهاي تبـدیلات لاپـلاس، بـراي حـل راحتتـر مـسائل در                      . مورد نیاز هستند را بدون اثبات آوده ایم       

.ریاضیات و علوم مهندسی به کار می روند

tf)(تبدیل لاپلاس تابع . 1-2

]0,(بربازه ي    tf)(فرض می کنیم   .1-2-1تعریف      در این صورت تبـدیل لاپـلاس   . تعریف شده باشد)(tf  را کـه بـا

)}({ tfL1[ی دهیم، به صورت زیر تعریف می شودنشان م:[


 


0

)()(});({ dttfesFsttfL ts )1-1(

وقتی وجـود دارد کـه انتگـرال بـالا بـه ازاي بعـضی از                 tf)(را عددي مختلط در نظر می گیریم و تبدیل لاپلاس         sکه در آن  

.  همگرا باشدsمقادیر

Ntرموجود باشند و به ازاي ه,Mاگر ثابتهاي حقیقی .2-2-1تعریف  داشته باشیم:

Mtfe t


 )( یا  teMtf 
)(

].1[گوییم یا به طور مختصر از مرتبه ي نمایی گوییماز مرتبه ي نمایی tوقتیراtf)(در این صورت تابع

)(2.)1-2-1(مثال  ttf  است، چون داریم3یک تابع نمایی از مرتبه ي :tett 322  0براي هرt.

.  ]1[توابع کراندار نیز از مرتبه ي نمایی هستندهمچنین 

Ntدر هر بازه متناهی    tf)(اگر ).1-2-1(قضیه 0            قطعه قطعه پیوسته و از مرتبه ي نمـایی  بـرايNt    ،باشـد

.وجود داردRe(s(برايsF)(نیپس تبدیل لاپلاس آن یع

].2[مراجعه شود به مرجع. اثبات



٣تبدیل لاپلاس یک بعدي: فصل اول

)1قضیه لایبنیتز).(2-2-1(قضیه

),,(),(فرض کنید توابع   yxfyxf x  در ناحیـه dycbxayxD  و فـرض کنیـد کـه      پیوسـته باشـند     ),(,

)(),( xqxpدر بازه ي ق پذیردوتابع مشت],[ dc به ازاي هرباشند، به طوري کهxاز],[ baداریم:

,),()(
)(

)(
xq

xp
dttxfxF )1-2 (

Fپس موجود است و داریم :

.
),(

))(,()())(,()(),()(
)(

)(

)(

)(  











xq

xp

xq

xp
dt

x
txf

xpxfxpxqxfxqdttxf
dx
d

xF )1-3(

].3[مراجعه شود به مرجع . اثبات

].1[بعضی از توابع خاص.1-3

: ، پس0nاگر.گاماتابع)1(


 


0

1)( dueun un )1-4(

:را به صورت زیر تعریف می کنیمnیک تابع بسل از مرتبه ي . ابع بسلت)2(
































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0
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)!(!
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)1(2
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t

nn
t

n
t

n

t
tJ  )1-5(

tJ)(لازم به ذکر است که nمی کندنسیل بسل زیرصدق در معادله دیفرا:

0)()()()( 222
 tYnttYttYt )1-6(

.2تابع خطا)3(





t u dueterf
0

22
)(


)1 -7(

.3تابع مکمل خطا)4(


 


t

u dueterfc
22

)(


)1-8 (

1-Leibnitz’s Theorem
2-Error Function
3-Complementary Error Function
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.انتگرالهاي سینوس و کسینوس)5(


t

du
u
u

tSi
0

)sin(
)( )1-9(





t

du
u
u

tCi
)cos(

)( )1-10(

.انتگرال نمایی)6(







t

u

du
u
e

tEi )( )1-11(

).1تابع واحد هوي ساید(تابع پله اي واحد )7(

:داریم0aبراي 















at

at
atH

0

1
)( )1-12(

.2تابع ضربه اي واحد یا تابع دلتاي دیراك)8(

:داریم0aبراي 






















at

at
tf

0

2
1

)( )1-13(

ارتفاع ناحیه مستطیلی شکل به طور نـامعین افـزایش   0ست که وقتی   واضح ا  )1-1(با توجه به شکل      از لحاظ هندسی،  

:ش می یابد که همواره داشته باشیممی یابد و عرض ناحیه به طریقی کاه





1)( dttf )1-14(

)(به سمت تابعی میل می کند که آنرا با tf)(به سمت صفر میل میکند وقتی که at تابع این . نشان می دهیم

.تابع دلتاي دیراك یا تابع ضربه اي واحد می نامیمحدي را 

1-Heaviside’s unit function
2-Unit Impulse Function or Dirac Delta Function
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












at

at
at

0
)( )1-15(

)الف(: بعضی از خواص آن عبارتند از

,1)(



dtt )1-16(

tg)(به ازاي هر تابع پیوسته ) ب(

,)0()()(



 gdttgt 17( )1-

tg)(به ازاي هر تابع پیوسته ) ج(

.)()()(



 agdttgat )1-18(

2
1

aaa

)1-1(شکل 

بعضی از خواص مهم تبدیلات لاپلاس .1-4

:]1[آنگاههی باشند،ثابتهاي دلخواcc,21اگر: خاصیت خطی) 1(

)}({)}({)}()({ 22112211 tfLctfLctfctfcL  )1-19(

}){()(اگر : خاصیت انتقال اول)2( sFtfL 1[بنابراین[:

)()}({ asFtfeL ta
 )1-20(

}){()(اگر: خاصیت انتقال دوم) 3( sFtfL  باتوجه به اینکه و باشد
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













at

atatf
atfatH

0

)(
)()(

)(که درآن  atH 1[پس،تابع هوي ساید است[:

)()}()({ sFeatfatHL sa
 )1-21(

ــذکر ــر).1-4-1(ت }){()(اگ sFtfL  ــراي atو ب 0ــته باشــیم )(0:  داش tf،   ــابع ــلاس ت ــدیل لاپ ــاه تب آنگ

)( atf 7[نیز موجود است و برابر است با[ :

)()}({ sFeatfL sa
 )1-22(

}){()(اگر: خاصیت تعویض سنجه) 4( sFtfL 1[پس[:

)(
1

)}({
a
s

F
a

tafL  )1-23(

:]1[مشتقات تبدیل لاپلاس) 5(

Ntبراي  tf)(اگر  . الف 0         پیوسته باشد و از مرتبه ي نمایی برايNt   و)(tf  يبراNt 0   قطعه قطعه

}){()(پیوسته باشد و sFtfL پس:

)0()()}({ fssFtfL  )1-24 (

lim)()0(پیوسته نباشد اما    0tدر  tf)(اگر در قسمت الف،   . ب 0
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