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با که اینک آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

که باشم کسانͬ قدردان مͬ�دانم لازم خود بر است، رسیده اتمام به پایان�نامه این نگارش خدا یاری

نمودند. آسان من بر را مشͺلات تحمل و داده قرار خویش حمایت مورد مرا

دارم. را تشͺر نهایت بوده�اند، امیدم و دلͽرمͬ سبب و من پشتیبان همواره که عزیزم مادر و پدر از

دکتر آقای جناب و نقͬ�پور رضا دکتر آقای جناب ارجمند، راهنمای اساتید ارزنده راهنمایی�های از

بی�دریغشان یاری و خردمندانه تدبیر از همواره پایان�نامه نگارشاین مراحل تمام در که سهندی پرویز

مͬ�نمایم. قدر�دانͬ و تشͺر بودم، بهره�مند

سپاسͽزارم. همͺاریصمیمانه�شان خاطر به مهرورز اکبر علͬ جنابآقایدکتر محترم، مشاور استاد از

تشͺر کمال نمودم، کسبعلم محضرشان از تحصیل طͬ در که ارجمندی اساتید تمامͬ از همچنین

دارم. را



سوسن نام: گودرزی معظمͬ خانوادگͬ: نام

مدولها انژکتیو گرنشتاین بعد بودن متناهͬ بررسͬ پایان�نامه: عنوان

سهندی پرویز دکتر و پور نقͬ رضا دکتر راهنما: اساتید

مهرورز اکبر علͬ دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:

۶۶ صفحه: تعداد فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

کلیدواژه�ها:

انژکتیو گرنشتاین بعد انژکتیو، بعد پهنا، عمق،

چͺیده

بعد به نوتری حلقه ͷی روی مدول ͷی انژکتیو بعد برای چوینارد فرمول پایان�نامه، این در

انژکتیو گرنشتاین بعد با مدول ͷی M اگر بویژه است. شده داده تعمیم انژکتیو گرنشتاین

آن انژکتیو گرنشتاین بعد این�صورت در باشد، R نوتری و جابجایی حلقه روی مثبت و متناهͬ

R اول ایده�آلهای مجموعه روی p آن در که است، depthRp−widthRpMp سوپریمم با برابر

گرنشتاین بعد با و ناصفر و متناهͬ Mباتولید اگر که است شده ثابت همچنین مͬ�کند. تغییر

عنوان به فرمول این است. حلقه عمق با برابر آن انژکتیو گرنشتاین بعد باشد، متناهͬ انژکتیو

مͬ�شود. گرفته نظر در انژکتیو بعد برای باس فرمول از تعمیمͬ
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

مقدمه ١.١

معرفͬ متناهͬ انژکتیو بعد با مدولهای انژکتیو بعد برای کلͬ فرمول ͷی ١ چوینارد ١٩٧۶ سال در

کرد.

باشد. متناهͬ انژکتیو بعد با مدول -R ͷیM و حلقه ͷی R کنیم فرض چوینارد. فرمول

این�صورت: در

idRM = sup{depthRp − widthRpMp | p ∈ Spec(R)}.

تعریف و مͬ�دهیم نشان widthRM نماد با را (R,m, k) موضعͬ حلقه روی M مدول پهنای

این Rاست. مانده�ای میدان k آن در که ،widthRM = inf{i | TorRi (k,M) ̸= 0} مͬ�کنیم،

مقاله�اش در باس مͬ�شود. گرفته نظر در انژکتیو بعد برای ٢ باس فرمول از تعمیمͬ عنوان به فرمول

موضعͬ، حلقه ͷی روی نا�صفر و متناهͬ باتولید مدول ͷی انژکتیو بعد که مͬ�کند ثابت ،[۶]

چوینارد و باس فرمولهای تعمیم پایان�نامه، این اصلͬ اهداف است. حلقه عمق برابر یا نامتناهͬ

مدول ͷی انژکتیو بعد از تظریفͬ انژکتیو گرنشتاین بعد مدولهاست. ٣ انژکتیو گرنشتاین بعد برای

متناهͬ انژکتیو بعد که وقتͬ تساوی حالت و مͬ�باشد آن مساوی یا کوچͺتر همیشه لذا و است

گرنشتاین بعد مفهوم دوگان عنوان به ۵ جندا و ۴ ایناکس توسط مطلب این مͬ�باشد. برقرار است

١Chouinard
٢Bass
٣Gorenstein
۴Enochs

١



٢ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

ͷی ،[١٣] در است. شده ارائه شده، بیان [٢] در ٧ بریجر و ۶ آسلاندر توسط پیش سالها که

خارج که حلقه ͷی روی متناهͬ انژکتیو گرنشتاین بعد با مدولهای برای یافته تعمیم چوینارد فرمول

بعد برای باس فرمول از متعددی تعمیم�های است. شده بیان است گرنشتاین حلقه ͷی از قسمتͬ

- کوهن حلقه ͷی روی ،[١۶] در گرنشتاین موضعͬ حلقه روی دارد: وجود انژکتیو گرنشتاین

حلقه هر روی ،[١١] در است، گرنشتاین موضعͬ حلقه ͷی از قسمتͬ خارج که موضعͬ مͺالͬ

تقریباً حلقه ͷی روی و ،[١٣] در است، گرنشتاین موضعͬ حلقه ͷی از قسمتͬ خارج که موضعͬ

مͬ [٢۶] و [٢۵] و [١٠] مراجع اساس بر که نامه پایان این .[٢۵] در موضعͬ مͺالͬ - کوهن

بعد که حالتهایی برای فرمولها این تعمیم آمده، بدست نتایج است. شده تنظیم فصل ٣ در باشد،

یͺدار، حلقه�ها تمام پایان�نامه این سراسر در مͬ�باشند. است، مثبت و متناهͬ انژکتیو گرنشتاین

هستند. نوتری و جابجایی

۵Jenda
۶Auslander
٧Bridger



٣ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

مقدماتͬ نتایج و اولیه تعاریف ٢.١

باشد. مدول -RͷیN و Rیͷحلقه فرضکنیم [ͷکوچ محدود انژکتیو [بعد تعریف١.٢.١.

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت و مͬ�شود داده نشان ridRN نماد با N ͷکوچ محدود انژکتیو بعد

ridRN = sup
T
{m ∈ N0 | ExtmR (T,N) ̸= 0},

نظر در متناهͬ پروژکتیو بعد با و T متناهͬ باتولید مدولهای همه مجموعه روی سوپریمم آن در که

.ridRN ≤ idRN یعنͬ است، انژکتیو بعد از ظریفتر ͷکوچ محدود انژکتیو بعد مͬ�شود. گرفته

باشد. مدول -RͷیN و حلقه ͷیR فرضکنیم بزرگ] یͺدستمحدود [بعد تعریف٢.٢.١.

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت و مͬ�شود داده نشان RfdRN نماد با N بزرگ محدود یͺدست بعد

RfdRN = sup{i ∈ N0 | TorRi (L,N) ̸= 0},

مͬ�شود. گرفته نظر در L متناهͬ یͺدست بعد با مدولهای همه مجموعه روی سوپریمم آن در که

.dimR = dimR/mm/m
2 هرگاه گویند، موضعͬ منظم را (R,m) موضعͬ حلقه تعریف٣.٢.١.

شود. تولید عضو dimR توسط m ایده�آل معادل عبارت به�

ͷی Rرا از xn, ..., x1 عناصر باشد. MیRͷ-مدول و Rیͷحلقه فرضکنیم تعریف٢.١.۴.

.xi /∈ ZR(M/(x1, ..., xi−1)M) ،1 ≤ i ≤ n هر ازای به هرگاه گوییم، ضعیف M-رشته

اختصار به یا منظم -رشته M ͷی را xn, ..., x1 آنگاه ،(x1, ..., xn)M ̸= M اگر علاوه به

مͬ�نامیم. M-رشته



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

M-رشته باشد. MیRͷ-مدول Rو از ایده�آل ͷی I و Rیͷحلقه فرضکنیم تعریف٢.١.۵.

b, xn, ..., x1 ∈ I رشته ،b ∈ I هر ازای به هرگاه گوییم، ماکسیمال I در را xn, ..., x1 ضعیف

.I ⊆ ZR(M/(x1, ..., xn)M) معادل، عبارت به نباشد. ضعیف M-رشته ͷی

xn, . . . , x1 ∈ AnnRN اگر باشند. R-مدول Nدو Mو و Rیͷحلقه فرضکنیم .۶.٢.١ لم

آنگاه: باشد، ضعیف M-رشته ͷی

HomR(N,M/(x1, . . . , xn)M) ∼= ExtnR(N,M).

شود. مراجعه [٩.٢.٧] گزاره ،[١٨] به برهان.

این�صورت در باشد. یRͷ-رشته xn, ..., x1 ∈ R و حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٢.١ لم

pdR(R/(x1, ..., xn)) = n.

دقیق رشته و n = 1 مͬ�کنیم فرض مͬ�کنیم. ثابت n روی استقرا با را حͺم برهان.

پروژکتیو R/(x1) چون مͬ�گیریم. نظر در را 0 −→ R
x1−→ R −→ R/(x1) −→ 0

برای حͺم کنیم فرض حال .pdR(R/(x1)) = 1 نتیجه در و pdR(R/(x1)) ̸= 0 نیست،

مͬ�کنیم. ثابت n برای را حͺم ،pdR(R/(x1, ..., xn−1)) = n− 1 یعنͬ باشد، برقرار n− 1

مͬ�گیریم، نظر در را زیر دقیق رشته

0 −→ R/(x1, ..., xn−1)
xn−→ R/(x1, ..., xn−1) −→ R/(x1, ..., xn) −→ 0.

مͬ�شود: حاصل زیر دقیق رشته لذا

· · · → ExtnR(R/(x1, ..., xn−1), B) → Extn+1
R (R/(x1, ..., xn), B)



۵ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

→ Extn+1
R (R/(x1, ..., xn−1), B)

x1→ Extn+1
R (R/(x1, ..., xn−1), B) → · · · .

بنابراین .Extn+i
R (R/(x1, ..., xn), B) = 0 ،i ≥ 1 هر و B R-مدول هر ازای به نتیجه در

.ExtnR(R/(x1, ..., xn), B) ̸= 0 مͬ�دهیم نشان .pdR(R/(x1, ..., xn)) ≤ n

داریم: ،۶.٢.١ لم به بنا

ExtnR(R/(x1, ..., xn), R)
∼= HomR(R/(x1, ..., xn), R/(x1, ..., xn)).

حͺم لذا .HomR(R/(x1, ..., xn), R/(x1, ..., xn)) ∼= R/(x1, ..., xn) ̸= 0 همچنین

مͬ�آید. بدست

I و ناصفر و متناهͬ باتولید -مدول R ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف

-رشته�های M تمام مشترک طول این�صورت در .IM ̸= M بطوریͺه باشد، R از ایده�آل ͷی

grade(I,M) نماد با آنرا و گویند M روی I درجه یا -درجه M را I در ماکسیمال

نماد جای به R از I سره ایده�آل هر ازای به ،M = R اگر مͬ�دهیم. نشان depth(I,M) یا

که: است شده ثابت مͬ�کنیم. استفاده grade I نماد از grade(I,M)

depth(I,M) = min{n ∈ N0 | ExtnR(R/I,M) ̸= 0}.

پهنای باشد. -مدول RͷیM و R از ایده�آل ͷی I و حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف و مͬ�دهیم نشان width(I,M) نماد با را I به Mنسبت

width(I,M) := min{i ∈ N0 | TorRi (R/I,M) ̸= 0}.

.width(I,M) = ∞ مͬ�کنیم تعریف ،TorRi (R/I,M) = 0 ،i هر ازای اگربه



۶ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

این�صورت: در باشد. MیRͷ-مدول و حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.١ لم

ridRM = sup{depth(p, R)− width(p,M) | p ∈ Spec(R)}.

شود. مراجعه [۵.٣] گزاره ،[١٢] به برهان.

این�صورت: در باشد. MیRͷ-مدول و حلقه ͷی R کنیم فرض .١١.٢.١ لم

RfdRM = sup{depthRp − depthRp
Mp | p ∈ Spec(R)}.

شود. مراجعه [٢.۴] قضیه ،[١٢] به برهان.

.RfdRM ≤ fdRM Mداریم، R-مدول هر برای باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١٢.٢.١ لم

است. برقرار تساوی ،fdRM <∞ اگر

شود. مراجعه [٢.۵] قضیه ،[١٢] به برهان.

،M مدول -R هر ازای به باشد. R از ایده�آل ͷی a و حلقه ͷی R کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم: قرار

Γa(M) = {x ∈M | ∃n ∈ N , anx = 0} = ∪∞n=1(0 :M an).

-همومورفیسم R ͷی f : M −→ N اگر است. M از مدولͬ زیر Γa(M) که است واضح

ͷی Γa(−) .f |Γa(M): Γa(M) −→ Γa(N) لذا .f(Γa(M)) ⊆ Γa(N) آنگاه باشد،

هر ازای به است. خودش به ها -همومورفیسم� R و R-مدولها رسته از جمعͬ و همورد فانکتور

،n ≥ 0 هر ازای به .Γa(f) = f |Γa(M) مͬ�دهیم قرار ،f : M −→ N -همومورفیسم R

n-امین را آن و مͬ�دهیم نشان Hn
a (−) نماد با را فانکتور این راست شده مشتق فانکتور n-امین

مͬ�نامیم. موضعͬ کوهمولوژی فانکتور



٧ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

دقیق همبافت باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض کامل] انژکتیو [تحلیل .١۴.٢.١ تعریف

I : · · · −→ I2 −→ I1 −→ I0 −→ I−1 −→ · · · ,

مدول -R هر ازای به و باشند انژکتیو ها Ii هرگاه نامیم، کامل انژکتیو تحلیل ͷی را R-مدولها از

باشد. دقیق HomR(J, I)همبافت ،J انژکتیو

M انژکتیو توسیع را E باشد. E انژکتیو مدول از مدول زیر ͷیM فرضکنیم تعریف٢.١.١۵.

این ،N = 0 که شود نتیجه N ∩M = 0 از ،E از N مدول زیر هر ازای به اگر بعلاوه گوییم.

Mمͬ�نامیم. انژکتیو پوش آنرا و Mگوییم انژکتیو و اساسͬ توسیع را توسیع

دوگان باشد. -مدول R ͷی M و موضعͬ حلقه ͷی (R,m, k) کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف

پوش ER(k) آن در که ،M v = HomR(M,ER(k)) از: عبارتست M مدول - R ماتلیس

است. k انژکتیو

T(در (A) T (f)→ T (B)
T (g)→ T (C) رشته هرگاه گوییم، باوفا دقیق Tرا فانکتور تعریف١٧.٢.١.

A
f→ B

g→ C رشته اگر تنها و اگر است، دقیق ( T (C) T (g)→ T (B)
T (f)→ T (A) پادورد حالت

باشد. دقیق

باشد. پادورد فانکتور ͷی V (−) = HomR(−, Q) و Rیͷحلقه فرضکنیم تعریف١٨.٢.١.

باشد. باوفا دقیق V (−) هرگاه گوییم، باوفا انژکتیو را Q R-مدول

گوییم، با�وفا یͺدست Mرا باشد. MیRͷ-مدول و Rیͷحلقه فرضکنیم تعریف١٩.٢.١.

.N = 0 که شود Mنتیجه ⊗R N = 0 از و باشد یͺدست هرگاه
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f : R → S همومورفیسم با همراه S حلقه باشند. حلقه دو S Rو فرضکنیم تعریف٢٠.٢.١.

فوق همومورفیسم باشد، یͺدست -جبر R عنوان به S حلقه اگر حال مͬ�نامیم. جبر - R ͷی را

مͬ�نامیم. یͺدست را

یͷهمومورفیسم f : R → S و موضعͬ حلقه دو (S, n) و (R,m) فرضکنیم تعریف٢١.٢.١.

تعریف طبق عبارتمعادل به .f(m) ⊂ n هرگاه گوییم، موضعͬ همومورفیسم را f باشد. حلقه�ها

باشد. باوفا یͺدست یا یͺدست f ،١٩.٢.١

زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٢.٢.١ لم

معادلند:

باوفاست. Mیͺدست (١)

.N ⊗R M ̸= 0 ،N صفر نا R-مدول هر ازای به و است Mیͺدست (٢)

.mM ̸=M ،R از m ماکسیمال ایده�آل هر ازای به و است Mیͺدست (٣)

شود. مراجعه [٧.٢] قضیه ،[٢٨] به برهان.

تنها و اگر است Mیͺدست باشد. -مدول R ͷیM و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٣.٢.١ لم

علاوه به باشد. ͷی به ͷی I ⊗RM → R⊗R M همومورفیسم ،R از I اید�ه�آل هر ازای به اگر

.I ⊗R M ∼= IM

شود. مراجعه [٧.٧] قضیه ،[٢٨] به برهان.

زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢۴.٢.١ لم

معادلند:
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است. Mیͺدست (١)

.TorR1 (M,N) = 0 ،N -مدول R هر ازای به (٢)

.TorR1 (M,R/I) = 0 ،R از I ایده�آل هر ازای به (٣)

شود. مراجعه [٧.٨] قضیه ،[٢٨] به برهان.

متناهͬ نمایش Mبا گوییم باشد. MیRͷ-مدول و حلقه ͷیR فرضکنیم تعریف٢.١.٢۵.

رشته بطوریͺه باشند، موجود متناهͬ پایه�های با F ′ و F آزاد -مدولهای R هرگاه است،

F −→ F ′ −→M −→ 0

باشد. دقیق

باشد. یͺدست جبر -Rͷی B و R-مدول دو N Mو و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢۶.٢.١ لم

آنگاه باشد، متناهͬ نمایش Mبا اگر

HomR(M,N)⊗R B = HomB(M ⊗R B,N ⊗R B).

شود. مراجعه [٧.١١] قضیه ،[٢٨] به برهان.

بصورت ایده�آلها از زنجیری باشد. آن از ایده�آلͬ I و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٧.٢.١ تعریف

ضابطه با ،i ≤ j که fij : R/Ij −→ R/I i و است موجود I ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . .

({R/I i}, {fij}) بنابراین است. یRͷ-همومورفیسم تعریفمͬ�شود، fij(x+Ij) = x+I i

که: است شده ثابت مͬ�باشد. همومورفیسم -R و -مدولها R از معکوس دستگاه ͷی

lim
←
R/I i = {(x+ I, x2 + I2, . . .) | xi + I i = fii+1(xi+1 + I i+1)}
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= {(x+ I, . . .) | xi ≡ xi+1 modI
i}.

،z ∈ (x+I i)∩(y+Ij) اگر و مͬ�پوشاند Rرا زیرا Rاست، روی توپولوژی ͷی پایه {x+I i}

توسط شده تولید توپولوژی .k = max{i, j} که z + Ik = (x + I i) ∩ (y + Ij) آنگاه

توپولوژی این به نسبت R اعضای از {xn} دنباله مͬ�نامیم. ͷادی- I توپولوژی را {x + I i}

به بطوریͺه باشد موجود ی n0 ،k نامنفͬ و صحیح عدد هر ازای به هر�گاه مͬ�شود، نامیده کوشͬ

هر ازای به هرگاه همͽراست، x ∈ R به دنباله این گوییم .xi+1 − xi ∈ Ik ،i ≥ n0 هر ازای

فرض حال .n ≥ n0 وقتͬ ،xn − x ∈ Ik بطوریͺه باشد موجود ی n0 ،k نامنفͬ صحیح عدد

اسͺالر ضرب و جمع باشد، توپولوژی این به نسبت R در کوشͬ دنباله�های تمام مجموعه C کنیم

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت را C در

{xn}+ {yn} = {xn + yn} و r{xn} = {rxn} , r ∈ R,

با را صفر به همͽرا کوشͬ دنباله�های تمام مجموعه است. -مدول Rͷی C که است واضح

و گوییم R I-کمال را C/C0 قسمتͬ خارج مدول است. C از مدولͬ زیر که مͬ�دهیم نشان C0

مͬ�دهیم. نشان R̂ نماد با

هر برای باشد. R I-تکمیل ،R̂ و R از ایده�آل ͷی I و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٨.٢.١ لم

است. ایزومورفیسم ͷی R̂⊗R M −→ M̂ Mهمومورفیسم متناهͬ باتولید R-مدول

شود. مراجعه [١٠.١٣] گزاره ،[١] به برهان.

این�صورت در باشد. R a-تکمیل ،R̂ و R ایده�آل ͷی a و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٩.٢.١ لم

.â ∼= R̂⊗R a

شود. مراجعه [١٠.١۵] گزاره ،[١] به برهان.
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این�صورت در باشد. R I-تکمیل ،R̂ و آن از ایده�آلͬ I و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٠.٢.١ لم

است. یͺدست R روی R̂

a ایده��آل هر برای a⊗R R̂ −→ R̂ همومورفیسم دهیم نشان کافیست ،٢٣.٢.١ لم طبق برهان.

R̂ لذا است. ͷی به ͷی â −→ R̂ همومورفیسم و a ⊗R R̂ = â اما است. ͷی به ͷی R از

است. یͺدست R روی

ناصفر و متناهͬ باتولید MیRͷ-مدول و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض .٣١.٢.١ لم

این�صورت: در باشد.

depthM ≤ dimM.

شود. مراجعه [١۶.٣٠] تبصره ،[٣١] به برهان.

باشد. ناصفر و متناهͬ باتولید MیRͷ-مدول و موضعͬ Rحلقه فرضکنیم تعریف٣٢.٢.١.

عنوان به را R حلقه اگر حال .depthM = dimM هر�گاه است، کوهن��-�مͺالͬ M گوییم

.depthR = dimR هرگاه گوییم، کوهن�-�مͺالͬ را R بͽیریم، نظر در R-مدول

عضو ͷی را x ∈ R باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٣.٢.١ تعریف

Mنباشد. روی صفر علیه مقسوم ͷی x هرگاه نامیم، M-منظم

این�صورت: در باشد. آن m-تکمیل ،R̂ و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض .٣۴.٢.١ لم

depthR = depthR̂.

داریم: ٢۶.٢.١ لم طبق برهان.

ExtiR(R/m, R)⊗R R̂ ∼= Exti
R̂
(R̂/mR̂, R̂)
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مͬ�آید. بدست حͺم لذا است، دیͽر طرف شدن صفر معادل طرف ͷی شدن وصفر

و متناهͬ تولید با MیRͷ-مدول و حلقه ͷی R کنیم فرض ٨ باس] [اعداد .٣۵.٢.١ تعریف

عدد(متناهͬ) باشد. R از اول ایده�آل ͷی p

µi(p,M) = dimk(p)Ext
i
Rp
(k(p),Mp)

مͬ�نامیم. p به Mنسبت برای باس عدد i-امین را

M گوییم باشد. متناهͬ باتولید -مدول RͷیM و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣۶.٢.١ تعریف

اگر: تنها و اگر است متعلق مͬ�شود، داده نمایش G(R) نماد با که Gکلاس به

ExtmR؛ (M,R) = 0 ،m > 0 هر ازای به (١)

ExtmR(HomR(M,R),R)؛ = 0 ،m > 0 هر ازای به (٢)

باشد. ایزومورفیسم ͷی δM :M −→ HomR(HomR(M,R), R)نگاشت (٣)

متناهͬ باتولید R-مدول برای G-تحلیل ͷی باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٧.٢.١ تعریف

به�صورت: دقیق رشته ͷی ،M

· · · −→ Gl −→ Gl−1 −→ · · · −→ G1 −→ G0 −→ 0,

دقیق رشته .M ∼= G0/Im(G1 −→ G0) و Gi ∈ G(R) ،i ≥ 0 هر ازای به آن در که است

· · · −→ Gl −→ Gl−1 −→ · · · −→ G1 −→ G0 −→M −→ 0

.Gl = 0 ،l > n هر ازای به و Gn ̸= 0 اگر است، n رشته این طول گوییم است. موجود

٨Bass numbers
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بعد گوییم باشد. متناهͬ باتولید R-مدول ͷیM و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٨.٢.١ تعریف

طول با G-تحلیل ͷی هرگاه ،G − dimRM < ∞ مͬ�نویسیم و است متناهͬ M گرنشتاین

باشد. Mموجود برای متناهͬ

.G− dimR0 = −∞ قرارداد، حسب بر

،G− dimRM ≤ n مͬ�نویسیم و است n Mحداکثر گرنشتاین بعد گوییم ،n ∈ N برای

نباشد، Mموجود برای تحلیل چنین اگر باشد. Mموجود برای n طول با یGͷ-تحلیل هرگاه

.G− dimRM = ∞ یعنͬ است، نامتناهͬ آن گرنشتاین بعد

هر ازای به باشد. R از ضربی بسته مجموعه زیر ͷی S و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٩.٢.١ لم

،p ∩ S = ∅ که ،R از p اول ایده�آل

.dimRp = htpRp = htp بویژه ،htRp = htS−1RS
−1p

در ندارند اشتراک S با که S−1R اول ایده�آلهای از دسته آن و R اول ایده�آلهای اینکه از برهان.

مͬ�آید. بدست حͺم هستند، ͷی به ͷی تناظر

.I ⊆ J(R) بطوریͺه باشد آن از ایده�آلͬ I و Rیͷحلقه فرضکنیم ناکایاما] [لم .۴٠.٢.١ قضیه

.M = 0 آنگاه ،IM =M بطوریͺه باشد، متناهͬ با�تولید MیRͷ-مدول اگر

شود. مراجعه [٨.٢۴] لم ،[٣١] به برهان.



٢ فصل

بعد به انژکتیو بعد از چوینارد فرمول تعمیم
انژکتیو گرنشتاین

١.٢

در باشد. متناهͬ انژکتیو بعد با R-مدول ͷیM و حلقه ͷی R کنیم فرض . چوینارد فرمول

این�صورت

idRM = sup{depthRp − widthRpMp | p ∈ Spec(R)}.

انژکتیو بعد از تظریف ͷی انژکتیو گرنشتاین بعد که است شده ثابت [۶.٢.۶] گزاره ،[١١] در

برقرار است، متناهͬ انژکتیو بعد که وقتͬ تساوی و است آن مساوی یا کوچͺتر همیشه که است

مͬ�باشد.

انژکتیو گرنشتاین بعد به آن تعمیم سپس و انژکتیو بعد برای چوینارد فرمول ابتدا فصل این در

است. شده بررسͬ مدول ͷی

،p ∈ AssRM این�صورت در باشد. R-مدول ͷیM و حلقه ͷی R کنیم فرض .١.١.٢ لم

.R/p ∼= N بطوریͺه باشد، موجود N Mمانند از مدولͬ زیر اگر تنها و اگر

١۴
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شود. مراجعه [٩.٣٣] تبصره ،[٣١] به برهان.

در باشد. ناصفر و متناهͬ باتولید R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.١.٢ لم

Mبه�صورت مدولهای زیر از زنجیری این�صورت

0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mn =M,

که است موجود R از pi چون اول ایده�آل ͷی ،0 ≤ i ≤ n هر ازای به بطوریͺه دارد، وجود

.Mi/Mi−1 ∼= R/pi

شود. مراجعه [۶.۴] قضیه ،[٢٨] به برهان.

و متناهͬ باتولید R-مدول ͷی N و R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣.١.٢ لم

،p ∈ SuppR(N) بطوریͺه ،R از p اول ایده�آل هر برای اگر باشد. صحیح عدد ͷی n > 0

. ExtnR(N,M) = 0 آنگاه ،ExtnR(R/p,M) = 0

شود. مراجعه [٣.١.١١] لم ،[٨] به برهان.

زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.١.٢ لم

معادلند:

.idR(M) ≤ n (١)

.Extn+1
R (R/p,M) = 0 ،R از p اول ایده�آل هر برای (٢)

شود. مراجعه [٣.١.١٢] نتیجه ،[٨] به برهان.


