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  چكيده
بطوري  Xعبارتست از ماتريسي مانند  Aام يك ماتريس pبيان ساده ريشه به 
pكه  =X A . از تعريف ريشه  پسبلافاصلهp ام ماتريسي وجود يا عدم وجود
ام ماتريسي منحصر به pدر صورتي كه ريشه . شود ميمطرح   هاتعداد ريشه  و

در اين پايان نامه . گيرد ميام اصلي مورد توجه قرار pفرد نباشد، آنگاه ريشه 
لات در حل معادكاربردهاي ريشه هاي ماتريسي با بررسي موارد فوق به برخي 

اشاره  ماركوف و تعيين ميانگين هندسي ماتريسي مدل هايديفرانسيل، در 
ام ماتريسي pروشهاي نيوتن و شور براي محاسبه ريشه همچنين .شود مي

بطور مختصر   هادر مورد همگرايي وپايداري اين روش مي شود وبررسي 
گزارش   هاارايي و نقاط ضعف آنشود و با مثالهاي عددي ك ميتوضيح داده 
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  فصل اول
       

  و مقدمات تعاريف
  

  . پردازيم در اين فصل به مقدمات و تعاريف اوليه مي

  و رتبه ماتريس و پوچي ماتريس بردفضاي 
mبراي هر ماتريس  n×  مانندA 1دو زير فضاي بسيار مهم به نام هاي برد A 2پوچي و A  وجود دارد كه به

)ترتيب با نمادهاي  )R A  و( )N A  شوند ميشوند و به صورت زير تعريف  مينمايش داده: 

  ( ) { }: form nR b b x x= ∈ = ∈A A\ \  

( ) { }: 0nN x x= ∈ =A A\  

  تعريف شده با ⊥Sزير فضاي . باشد \mزير فضاي  Sفرض كنيم 

{ }: 0m TS y x S y x⊥ = ∈ ∀ ∈ =\  

  شود  مينشان داده . گويند Sمتعامد  زير فضايرا 

                                                           
1 Range 
2 Nullity 



  2  تعاريف و مقدمات :فصل اول

( ) ( )TN R
⊥

=A A  
( ) ( )TR N

⊥
=A A 

)بعد  )N A  پوچيA  و با  شود ميگفته( )null A  شود مينمايش داده. 

m ماتريسي Aفرض كنيم  n× آنگاه زير فضاي توليد شده با بردارهاي سطري . باشدA فضاي سطري ،A 
  .شود ميناميده  A، فضاي ستونيAر فضاي توليد شده توسط بردارهاي ستوني زي. شود ميگفته 

)باشد و با  مي Aبعد فضاي ستوني  Aرتبه ماتريس  )rank A  ماتريس . شود مينمايش دادهn n×∈A \ 
)نامنفرد است اگر  )rank n=A  در غير اين صورتA يك ماتريس . منفرد استm n×∈A داراي رتبه  \

 يك. شود ميامل سطري تعريف بطور مشابه رتبه ك. كامل ستوني است اگر داراي ستون هاي مستقل خطي باشد
m يماتريس Aاگر. شود اگر داراي رتبه سطري كامل يا رتبه ستوني كامل باشد ميماتريس رتبه كامل گفته  n× 

  :باشد، رتبه آن داراي ويژگي هاي زير است

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

rank rank

rank null

rank rank rank

rank min rank , rank

rank rank rank

T

n

n

=

+ =

≥ −

≤

+ ≤ +

A A

A A

AB A B

AB A B

A B A B

  

 طيف و شعاع طيفي

nاتريس م n×∈A nxبردار . مفروض است ^ ∈ λيك بردار ويژه و  ^ ∈   هستند اگر Aيك مقدار ويژه  ^

, 0x x xλ= ≠A  

0αباشد، آنگاه براي هر  λناظر با مقدار ويژه بردار ويژه مت xهمچنين وقتي  نيز يك بردار ويژه  xαبردار  ≠
   .باشد ميبراي همان مقدار ويژه 

  :شود ميبصورت زير تعريف  Aماتريس  3مشخصه اي چند جمله

( ) ( )det
n
p z z= −A I 

                                                           
3 Characteristic polynomial 



  3  تعاريف و مقدمات :فصل اول

λ ،مطابق با تعريف فوقتوجه داريم  ∈ )است اگر و فقط اگر  Aيك مقدار ويژه ماتريس  ^ ) 0
n
p λ =.  

به عبارت ديگر . كند ميمشخصه اش صدق  اي يك ماتريس مربعي در چندجمله: 4)كيلي هميلتون( )1.1(قضيه 
nيك ماتريس  Aاگر  n×  و( )n

p λ باشد، آنگاه  آنمشخصه  اي چند جمله( )n
p A برابر ماتريس صفر است.  

 ■.شود مراجعه[6] به : برهان

 اي چند جمله برابر صفر شود، Aبازاي ماتريس از كمترين درجه است و ثانياً  كه اولاً اي همچنين چند جمله
  .شود مينمايش داده  mشود و با  ميناميده  5مينيمال

,1اگربراي  ,i n= " ،
i

λ مقادير ويژه ماتريس A ،ماتريسآنگاه مجموعه مقادير ويژه  باشد A 6طيف راA 
)specگوييم و با  )A  داريمبه عبارت ديگر. شود ميداده نمايش:   

{ }spec( ) : det( ) 0
i i

λ λ= − =A A I  
  :كنيم ميتعريف را بصورت زير  Aاتريس م 7همچنين شعاع طيفي

{ }
1

( ) max : det( ) 0
i ii n

ρ λ λ
≤ ≤

= − =A A I  

  مقادير منفرد
m فرض كنيم n×∈A mكه در آن  باشد ماتريسي ^ n≥ آنگاه مقادير ويژه ماتريس. است n n×  متقارن

TA A  2فرض كنيم اين مقادير ويژه با . باشند ميحقيقي و مثبت
i

σ  نمايش داده شوند بطوري كه  
2 2 2

1 2 n
σ σ σ≥ ≥ ≥"  

در اين صورت 
1 2
, , ,

n
σ σ σ" 8مقادير منفرد A  شوند ميناميده.  

                                                           
4 Cayley-Hamilton Theorem 
5 Minimal polynomial 
6 Spectrum 
7 Spectral radius 
8 eُSingular valu 



  4  تعاريف و مقدمات :فصل اول

0بعنوان مثال اگر  1

2 2

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
A 4، آنگاه 4

4 5
T

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
A A  و مقادير ويژهTA A  9عبارتند از 65

2

⎛ ⎞± ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
پس . 

  :عبارتند از Aمقادير منفرد 

1 2

9 65 9 65
,

2 2
σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ − ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  

  كرونكر عو جم ضرب
mفرض كنيم : تعريف n×∈A pو  ^ q×∈B ماتريس  Bو Aدو ماتريس  9حاصلضرب كرونكر. ^

( ) mp nq×⊗ ∈A B   :شود ميباشد و بصورت زير تعريف  مي ^

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⊗ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B B B
B B B

A B

B B B

"
"

# # % #
"

  

  :حاصلضرب كرونكر داراي ويژگيهاي زير است

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )( )
( ) ( )

( )
( )
( )

1 1 1

( ) ( )

.

( ). ( )

( ). ( )

det det( ) .det( )

T T T

rank rank

rank rank rank

Tr Tr Tr

α α α α

− − −

⊗ ≠ ⊗

⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

⊗ + = ⊗ + ⊗

⊗ = ⊗

⊗ = ⊗

⊗ ⊗ = ⊗

⊗ = ⊗

⊗ =

⊗ =

⊗ =

A B A B

B A

A B B A

A B C A B C

A B C A B A C

A B A B

A B A B

A B C D AC BD

A B A B

A B A B

A B A B

A B A B

  

                                                           
9 Kroneker product 



  5  تعاريف و مقدمات :فصل اول

nفرض كنيم : تعريف n×∈A mو  ^ m×

∈B ماتريس  Bو  Aدو ماتريس  10آنگاه جمع كرونكر. ^
( ) mn mn×⊕ ∈A B )باشد و بصورت  مي \ ) ( )m n

⊕ = ⊗ + ⊗A B I A B I  شود ميتعريف.  

⊕توجه داريم كه  ≠ ⊕A B B A.  

11بطور مثال فرض كنيم  12

21 22

a a

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  و
11 12 13

21 22 23

31 32 33

b b b

b b b

b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B آنگاه خواهيم داشت. باشد:  

( ) ( )3 2

11 12 11 12 13

11 12 21 22 23

11 12 31 32 33

21 22 11 12 13

21 22 21 22 23

21 22 31 32 33

11 11 12 13 12

21 11 22 23

31 32 11 33

a a b b b

a a b b b

a a b b b

a a b b b

a a b b b

a a b b b

a b b b a

b a b b

b b a b

⊕ = ⊗ + ⊗
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+
+

+
=

A B I A B I

12

12

21 22 11 12 13

21 21 22 22 23

21 31 32 33 22

a

a

a a b b b

a b a b b

a b b a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  

)Vecعملگر  )A  

)براي هر ماتريس  ) m n
ij
a ×= ∈A )Vecعملگر  ^ ) m n×∈A   : كنيم ميرا بصورت زير تعريف  ^

( )11 1 12 2 1
Vec( ) , , , , , , , , ,

T

m m n mn
a a a a a a=A " " " "  

)عملگر  )Vec A نيز داراي ويژگيهاي زير است:  

                                                           
10 Kroneker sum 



  6  تعاريف و مقدمات :فصل اول

Vec( ) ( ).Vec( )

Tr( ) Vec( ) Vec( )

Vec( ) Vec( ) Vec( )

Vec( ) .Vec( )

T

T T

α α

= ⊗

=
+ = +

=

AXB B A X

A B A B
A B A B
A A

  

   اريبردنرم 
:نرم برداري تابعي بصورت  n⋅ →^   :كند مياست كه در خواص زير صدق  \

( ): 0 0, 0 0 ,

, : . ,

, : .

n

n

n

x x x x x

x x x

x y x y x y

α α α

∀ ∈ ≠ ⇒ > = ⇔ =

∀ ∈ ∈ =

∀ ∈ + ≤ +

^

^ ^
^

  

  :شود مياست كه بصورت زير تعريف  11هولدرهاي  يا نرمنرم −pاز نرم هاي بسيار مفيد 
1/

1

, 1
p

n p

ip
i

x x p
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑  

و نرم بينهايت كه  12نرم دو يا اقليدسي نرمهايي كه كاربرد وسيعي دارند عبارتند از نرم يك،−pاز  مورد سه
   :شوند ميبصورت زير تعريف 

1
1

1/2
2

2
1

1
max

n

i
i

n

i
i

ii n

x x

x x

x x

=

=

∞ ≤ ≤

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
=

∑

∑  

  :استنامساوي هولدر نرمهاي برداري صدق كردن در −pيك ويژگي مهم 
T

p q
x y x y≤  

1كه در آن  1
1

p q
+ 2p كه با قرار دادننامساوي هولدرهمچنين حالت خاص . = q= و  آيد ميبه دست  =
  :معروف است، بصورت زير است 13به نامساوي شوارتز

                                                           
11 Holder 
12 Euclidean Norm 



  7  تعاريف و مقدمات :فصل اول

1/2 1/2
2 2

1 1

n n
T

i i
i i

x y x y
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

0αهم ارزند، به اين معني كه ثابت هاي در فضاهاي با بعد متناهي مهاي برداري نر−pهمه  0βو  < > 
  :موجودند بطوريكه

,
p q p
x x xα β≤ ≤  

  :دباش نهايت به صورت زير مي يك، اقليدسي و بينرمهاي −pهم ارزي 

2 1 2

2

1

x x n x

x x n x

x x n x
∞ ∞

∞ ∞

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

  

qهمچنين براي  p>  نشان دادمي توان:  
1 1

.q p

p q p
x x n x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠≤ ≤  

  نرم ماتريسي
:نرم ماتريسي تابع : تعريف m n×⋅ →^   :كند مياست كه در خواص زير صدق  \

( ): 0, 0 0 ,

, : . ,

: .

m n

m n

m n

α α α

×

×

×

∀ ∈ > = ⇔ =

∀ ∈ ∈ =

∀ ∈ + ≤ +

A A A A

A A A

A,B A B A B

^

\ ^
^

  

نرم ماتريسي را بصورت زير تعريف −pتوان نرم القايي يا  مي ⋅و نرم برداري  Aماتريس با در نظر گرفتن 
  :كرد

0
max p

p x
p

x

x≠
=

A
A  

                                                                                                                                                                                            
13 Schwarz Inequality 



  8  تعاريف و مقدمات :فصل اول

هاي  هاي معمول فرمول اما براي نرم. باشد ماتريس مشكل مينرم يك −pاستفاده از فرمول فوق براي محاسبه 
  :تري به صورت زير وجود دارد جايگزين ساده

( )

1 1
1

1
1

1
2

max2

max

max

( ) ( )

m

ijj n
i
n

iji m
j

a

a

ρ σ

≤ ≤
=

∞ ≤ ≤
=

=

=

= =

∑

∑
*

A

A

A A A A

  

  ماتريسي اين است كه 14 يكي از ويژگيهاي بسيار مفيد نرم القايي

0 : .
p p p

x x x∀ ≠ ≤A A  

لازم به ذكر است يك نرم ماتريسي مانند 
M

و نرم برداري  ⋅
V

  :سازگارند، اگر داشته باشيم ⋅

.
V M V
x x≤A A  

  :شود مياست و بصورت زير تعريف  16با نرم برداري دو، نرم فروبنيوس 15يكي از نرمهاي ماتريسي سازگار

( )
1

1 2
2

1
22

2

1 1 1

( )
m n n

ij iF
i j i

a Tr σ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= = =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑∑ ∑*A A A  

  :داشته باشيم Bو  Aبراي دو ماتريس  شود اگر ميسازگار گفته  ماتريسي يك نرم همچنين

.≤AB A B  
 به عنوان دو نمونه از نرم هاي. تعريف شده باشد ABحاصل ضرب بايد  چنين حالتيدر لازم به ذكر است كه 

توان به  ميبه عنوان مثالي از يك نرم ناسازگار و نيز  .اشاره كرد توان به نرم الحاقي و نرم فروبنيوس سازگار مي
  ماكسيمم نرم اشاره كرد 

max ,
max

iji j
a=A  

mبهترين كراني كه براي هر  n×∈A nو  ^ p×∈B   :رست باآيد براب ميبدست  ^

                                                           
14 Subordinate matrix norm 
15 Consistent 
16 Frobenius norm 



  9  تعاريف و مقدمات :فصل اول

max max max
. .n≤AB A B  

  .شود ميدو نرم ماتريسي به صورت زير تعريف  يهم ارز ،شبيه نرم برداري 

اگر 
ν

و  ⋅
µ

0αدو نرم ماتريسي باشند و  ⋅ 0βو  <   باشند بطوري كه وجود داشته <

µ ν µ
α β≤ ≤A A A  

  .آنگاه اين دو نرم باهم معادلند

mفرض كنيم : )2.1(قضيه n×∈A    :در اين صورت داريم. باشد ^

2

2 2

1 2 1

2 1

1

1
F

m
n

n

n
m

∞ ∞

∞

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤

A A A

A A A

A A A

A A A

  

   ■. شود مراجعه [9]به : برهان

  عدد حالت
نرم  - p متناظر با Aماتريس  17عدد حالت

p
)با را ⋅ )

p
κ A يا Cond ( )

p
A  دهند و بصورت زير  مينمايش

 :شود ميتعريف 

( ) 1Cond .
p p p

−=A A A  

كنيم اگرعدد حالت را به صورت  ميقرارداد . شود در نظر گرفته ميبينهايت  يادو يك،  p معمولاًكه در آن 
( )Cond A نوشتيم، منظور عدد حالت تحت نرم دو يعني ( )2

Cond A باشد .  

بطوري كه اگر . وديك ماتريس استفاده شو نزديك به منفرد بودن بودن  بدحالتتواند در تعيين  ميعدد حالت 
يك ماتريس داراي ويژگي عدد حالت . عدد حالت بزرگ باشد اين ماتريس يك ماتريس نزديك به منفرد است

  :باشد ميهاي مهم زير 

                                                           
17 Condition number 



  10  تعاريف و مقدمات :فصل اول

)نرم ماتريسي داريم  -pتحت هر • )Cond 1
p

≥A.  
  .تحت نرم دو برابر يك خواهد بود Aمد باشد، آنگاه عدد حالت يك ماتريس متعا Aاگر •
• ( ) ( )( )

2

Cond CondT =A A A.  
•  ( ) ( )Cond CondT =A A.  
• ( ) ( ) ( )Cond Cond Cond≤AB A B.  
)داريم  αبراي هر اسكالر  • ) ( )Cond Condα =A A.  
اگر  •

1
, ,

n
λ λ"  مقادير ويژه ماتريسA د، بطوري كه نباش

1 n n
λ λ λ≥ ≥ آنگاه  "≤

( )
1

Cond /
n

λ λ≥A.  
• ( ) 1

Cond /
n

σ σ=A  بطوري كه
1 2 n

σ σ σ≥ ≥  .هستند Aمقادير منفرد "≤

  

  ييسماتردنباله  همگرايي
(1)دنباله از ماتريس هاي  يك (1) (2) (2)( ), ( ),

ij ij
a a= =A A )به ماتريس  " )

ij
a=A  همگراست اگر  

( )lim , 1, ,k
ij ijk
a a i j n

→∞
= = "  

}و اگر دنباله ماتريسي }( )kA  بهA  ،نويسيم  ميهمگرا باشد  
( )lim k

k→∞
=A A  

  .شود ميدر قضيه زير شرط لازم و كافي براي همگرايي يك دنباله ماتريسي بيان 

(1)ي  هااز ماتريس  اي دنباله: )3.1( قضيه (2), ,A A   همگرا هستند اگر و فقط اگر Aبه ماتريس "
( )lim 0k

k→∞
− =A A  

 .تواند باشد ميهر نرم ماتريسي  ⋅كه 

  ■.مراجعه شود [6]به : برهان

همچنين نمادگذاري 
1

k
k

∞

=
∑A  به معني

1

lim
k

ik
i

→∞
=
∑A شرايط همگرايي يك سري ماتريسي در قضيه زير . باشد مي

  .بيان شده است



  11  تعاريف و مقدمات :فصل اول

ماتريسي  سري: )4.1( قضيه
1

k
k

∞

=
∑A  همگراست اگر سري

1
k

k

∞

=
∑ A  براي بعضي نرم هاي ماتريسي همگرا

  .باشد

 ■. شود مراجعه [6] به: برهان

  دستگاه اعداد مميز سيار
  :فرم زير است داراي دو مبنايدر  x يك عدد مميز سيار نرمال شده غير صفر مانند

( ) 1 2 3

1 2

1 . 2

. 2

2

s e
t

e
t

e

x d d d d

x d d d

x r

= −

= ±

= ±

"
"  

)، 20دقت t، 19ارقام معني دار r، 18نما يا توان eوقتي  )1 s− علامت و ( )2 3
.

t
d d d" ناميده  21قسمت اعشاري

  متناهي است و tتوجه داريم كه . وندش مي

1
1

0 1 2
i

d

d or i t

=
= ≤ ≤

  

  .دهيم ميارائه در سيستم مميز سيار را  xعدد حقيقي نمايش  يقضيه زير خطادر 

)فرض كنيم  :)5.1( قضيه )fl x قيقي نمايش مميز سيار عدد حx آنگاه. باشد  

1

1

1( ) for rounding
2

for chopping

t

t

fl x x

x

β
µ

β

−

−

⎧⎪⎪− ⎪⎪≤ = ⎨⎪⎪⎪⎪⎩

  

 ■ .مراجعه شود [6]به : برهان

شود و كوچكترين عدد مميز سيار  ميناميده 22در قضيه فوق دقت ماشين يا خطاي گرد كردن µعدد : تعريف
1)مثبتي است كه  ) 1fl µ+ >.  

                                                           
18 Exponent 
19  Significant 
20 Precision 
21 Fraction 



  12  تعاريف و مقدمات :فصل اول

  .مي باشدبه ترتيب براي دقت مضاعف و معمولي  −610و  −1610از مرتبه  µ ماشينها اغلبدر 

)ار باشد و نمايش دو عدد مميز سي yو  xفرض كنيم  :)6.1( قضيه )fl x y+ ،( )fl x y− ،( ).fl x y  و
( )/fl x y آنگاه. به ترتيب نمايشگر محاسبه جمع، تفريق، ضرب و تقسيم باشند  

• ( ) ( )( )1fl x y x y δ± = ± δوقتي  + µ≤.  
• ( ) ( )( ). . 1fl x y x y δ= δوقتي  + µ≤.  
0yاگر  • )آنگاه  ≠ ) ( )( )/ / 1fl x y x y δ= δوقتي  + µ≤.  

  :كنند، قانون زير ممكن است درست باشد مياستاندارد استفاده  IEEEوترهايي كه از يدر كامپ

• ( ) ( ) ( )1 2
1 1fl x y x yδ δ+ = + + وقتي  +

1
δ µ≤  و

2
δ µ≤.  

 ■ .مراجعه شود [6]به : برهان

  .دهيم ميعدد مميز سيار را نمايش  nدر قضاياي زير جمع و ضرب 

فرض كنيم  :)7.1(قضيه
1
, ,

n
x x" ،n آنگاه. عدد مميز سيار باشند  

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 1 2 2 2

n n

n n n n

fl x x x x x x

x x xδ δ δ δ δ δ

+ + + − + + +

≈ + + + + + + + +

" "
" " "

  

,1وقتي براي هر  ,i n= داشته باشيم  "
i
δ µ≤.  

 ■ .مراجعه شود [6]به مرجع : برهان

فرض كنيم  :)8.1(قضيه
1
, ,

n
x x" ،n آنگاه. دد مميز سيار باشندع  

( ) ( )1 2
1

1
n

n i
i

fl x x x xε
=

× × × ≈ + ∏"  

)وقتي  )( ) ( )2 3
1 1 1 1

n
ε δ δ δ= + + + ,1و براي هر  "− ,i n= داشته باشيم  "

i
δ µ≤.  

 ■ .مراجعه شود [6]به مرجع : برهان

اگر  :)1.1( لم
i
δ µ≤  1و براي, ,i n= 1داشته باشيم  "

i
ρ = 1nµو نيز  ±   ، آنگاه>

                                                                                                                                                                                            
22 Roundoff error 



  13  تعاريف و مقدمات :فصل اول

( )
1

1 1
in

i n
i

ρ

δ θ
=

+ = +∏  

  وقتي 

1n n

n
n
µ

θ γ
µ

≤ =
−

  

 ■ .مراجعه شود [12]به : برهان

نيم فرض ك kبراي هر عدد صحيح مثبت  :)2.1(لم
k
θ  مقدار كراني باشد كه

1k k

k
k
µ

θ γ
µ

≤ =
−

بنا براين . 

  :روابط زير درست هستند

( )( ) ( )1 1 1
k j k j
δ δ δ

+
+ + = +  

( )
( )

( )
( )2

1 1

11
k k j

k jj

j k

j k

δ δ

δδ
+

+

⎧⎪+ + ≤⎪⎪= ⎨⎪ + >+ ⎪⎪⎩
  

min( , )k j k j
γ γ γ≤  

k ik
iγ γ≤  

1k k
uγ γ ++ ≤  

k j kj k j
γ γ γ γ

+
+ + ≤  

 ■ .مراجعه شود [12]به : برهان

بنابراين براي رسيدن به . باشد زحمتدر بعضي تحليل هاي خطا، استفاده از نمادگذاري فوق مي تواند بسيار پر
دقت بيشتر در جملات 
k

γ از نمادگذاري مفيد زير استفاده كردتوان  مي:  

1k

cku
cku

γ =
−

�  

براي محاسبات ماتريس مميز سيار يي كران خطاتوان  مياكنون . يك ثابت صحيح كوچك مي باشد cكه در آن 
  .بدست آورد

)فرض كنيم  :)9.1(قضيه )ijm=M  نيز وA  وB ماتريس مميز سيار و دوc يك عدد مميز سيار باشند .
  آنگاه



  14  تعاريف و مقدمات :فصل اول

• ( )fl c c= +A A E  كه در آنcµ≤E A.  
• ( ) ( )fl + = + +A B A B E  كه در آن( )µ≤ +E A B.  

  تعريف شده باشد، آنگاه هاس هايي باشند كه ضرب آنيماتر Bو  Aاگر 

• ( ) ( )fl = +AB AB E  كه در آن( )2n Oµ µ≤ +E A B. 

 ■ .مراجعه شود [6]به : برهان

)عبارت  در قضيه فوق: توجه )2O µ كند و اگر  ميرا بيان  مرتبه خطاc  ،2يك ثابت باشدcµ  آن كراني براي
  .باشد مي

E≥ چون: توجه E ،را بصورت  آخرمعادله توانيم  مي( ) ( )fl = +AB AB E  وقتي  

( )2n Oµ µ≤ ≤ +E E A B به ويژه براي نرم هاي . نوشت
2

و  ⋅
∞

  :خواهيم داشت ⋅

( )2n Oµ µ
∞ ∞ ∞
≤ +E A B  

( )2 2

2 2 2
n Oµ µ≤ +E A B  

) :)10.1( قضيه ) ( )fl = +AB AB E  وقتي( )2 2

2 2 2
n Oµ µ≤ +E A B.  

  ■.مراجعه شود [6]به : برهان

  :يك بردار باشد، داريم bاگر  :)ضرب ماتريس و بردار(نتيجه 

( ) ( )fl b b e= +A A  

)وقتي  )2 2

2 2 2
e n Oµ µ≤ +A B.  

n فرض كنيم :)يس و يك ماتريس متعامدضرب ماتر(نتيجه  n×∈A nو  \ n×∈Q . ماتريس متعامد باشديك  \
  آنگاه

( ) ( )fl = +QA Q A E  
)وقتي  )

2 2
O µ≤E A.  

  


