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پ

ণپاس�ච໋اری...

کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه غفاری، دکتر آقای جناب بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
استاد از مͬ�دانم لازم خود بر نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که
دکتر و بیدخام محمود دکتر گل، کامیابͬ رجبعلͬ دکتر رساله�ام داوران از و معمارباشͬ دکتر مشاورم
پیشنهاد آن محتوای شدن بهتر برای را ارزشͬ با نͺات و خوانده را رساله این دقت با که حبیبیان فریدون

کنم. قدردانͬ کرده�اند،
وجود ستایشمͬ�کنم خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه
وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که

ک૤ه ମیاণوادیओଡماॶیدهণ
঳ࢯ૱ن۹۲



ت

چͺیده

ضربͬ خطͬ ͷتابع ͷی φ که مͬ�پردازیم A باناخ جبر -میانͽین�پذیری φ مفهوم مطالعه به رساله این در
و لازم شرط�های و مͬ�دهیم ارائه -میانͽین�پذیر φ باناخ جبرهای پیرامون نتایجͬ است. A روی ناصفر
ما بعدی هدف مͬ�آوریم. بدست را باشد ͷی نرم با چپ پایای -میانͽین φ دارای A∗∗ اینͺه برای کافͬ
در نیز دیͽری نتایج است. WAP (A) روی (راست) چپ پایای -میانͽین φ وجود مشخصه�های ارائه

است. آمده بدست زمینه این
که مͬ�پردازیم موضوع این مطالعه به باشد. A باناخ جبر در کراندار تور ͷی {aα}α∈I کنیم فرض
است. یͺنواخت همͽرای صفر به A از ضعیف فشرده مجموعه�های روی ∥aaα − φ(a)aα∥ زمانͬ چه
نشان همچنین هستند. ما سوال پاسخͽوی سͽال جبرهای و L١(G) گروهͬ جبرهای مͬ�دهیم نشان
در {aα}α∈I کراندار تور اگر تنها و اگر دارد چپ پایای -میانͽین φ ͷی ،WAP (A)∗ است شده داده
به ضعیف فشرده مجموعه�های روی ∥aaα − φ(a)aα∥WAP (A) که باشد موجود {a ∈ A; φ(a) = ١}

باشد. یͺنواخت همͽرای صفر
دوگان باناخ جبر میانͽین�پذیری -کنز φ مفهوم -میانͽین�پذیری، φ و میانͽین�پذیری کنز تعمیم راستای در
قرار A∗ در که است C روی به A از همریختͬ φ اینجا در که مͬ�کنیم مطالعه را A∗ پیش�دوگان با A
اگر که مͬ�کنیم ثابت همچنین است. شده آورده میانͽین�پذیری -کنز φ از مختلفͬ مشخصه�های دارد.

معادلند: زیر گزاره�های باشد، یͺدار ضعیف حذفͬ نیم�گروهͬ جبر ͷی l١(S)
است. میانͽین�پذیر - χ ،S (الف)

است. میانͽین�پذیر -کنز χ̂ ،l١(S) (ب)
دارد. -نرمال χ̂ واقعͬ قطر l١(S) (ج)

کلیدی: کلمات
φ-میانͽین، مشتق، φ-میانͽین�پذیری، میانͽین�پذیری، کنز میانͽین�پذیری، نیم�گروهͬ، جبر باناخ، جبر

کراندار. تقریبͬ واحد ضعیف، متناوب تقریبا تابع�ͷهای A-دومدول،
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١ مقدمه

مقدمه

جز ویژگͬ�ها این همه .[۴٢] داد ارائه را Rرالشرویͽانت ویژگͬ�های از لیست ͷی ١͹لب ١٩٠۴ سال در
همͽرایͬ قضیه از نسخه ͷی خاص ویژگͬ این بودند. ریمان انتͽرال مقدماتͬ ویژگͬ�های ویژگͬ، ͷی
منحصربفرد هم باز یͺنوا همͽرایͬ ویژگͬ لب͹بدون انتͽرال آیا که کرد مطرح را سوال لب͹این بود. یͺنوا
͹لب سوال واقع در است. ͹لب انتͽرال بودن شمارا جمعͬ ویژگͬ با هم�ارز یͺنوا همͽرایͬ ویژگͬ است؟
صورت این در شود، جایͽزین متناهͬ جمعͬ اندازه با یͺنوا همͽرایͬ شرط اگر شد: بیان صورت �این به

است؟ منحصربفرد ͹لب انتͽرال آیا
بررسͬ ٣ ͬͺتارس و ٢ باناخ توسط متناهͬ جمعͬ پایای اندازه وجود مسئله ،١٩٣٠ تا ١٩٢٠ سال�های در
G موضعͬ فشرده گروه برای متناقض تجزیه ͷی که است این با معادل این داد نشان ͬͺتارس و شد
G روی متناهͬ جمعͬ احتمال اندازه آیا که شود بیان صورت این به مͬ�تواند مسئله .[۴] نباشد موجود
،a ∈ G هر و G از E متناهͬ زیرمجموعه هر برای دیͽر عبارت به باشد. پایا G عمل تحت که هست
را میانͽین�پذیر گروه�های کلاس� ۴ فون�نویمان ͬͺباناخ-تارس قضیه مطالعه راستای در .µ(aE) = µ(E)

.[۴۵] ،[۴۶] کرد معرفͬ
وارد آن از پس و داشت ادامه ١٩۴٠ سال تا متناهͬ جمعͬ پایای اندازه� وجود بررسͬ ͷکلاسی دوره
به µ(G) = ١ با G روی متناهͬ جمعͬ اندازه انتͽرال�گیری از مسئله مدرن دوره در شد. مدرن دوره
که طوری به l∞(G) روی پیوسته و خطͬ ͷتابع وجود دیͽر عبارت به یافت. تغییر G روی میانͽین
اهمیت از تغییر این است. µ(E) = m(χE) صورت به m و µ بین ارتباط و ⟨m,١⟩ = ∥m∥ = ١
مجرد ͷهارمونی آنالیز و تابعͬ آنالیز دیدگاه از را میانͽین�پذیری مطالعه که چرا است. برخوردار اساسͬ
میانͽین�پذیر گروه آشنای تعریف و شد ترجمه میانͽین�ها زبان به فون�نویمان تعریف مͬ�سازد. فراهم
به نͽاهͬ با .[١۴] است شده داده نسبت ۵ دی به میانͽین�پذیر واژه و میانͽین به اندازه تغییر شد. ارائه
G گروه است. انͺار غیرقابل فرایند این در وی موثر نقش که دریافت مͬ�توان تئوری این گسترش روند
،y ∈ G و ϕ ∈ l∞(G) هر برای که باشد موجود G روی میانͽین ͷی اگر تنها و اگر است میانͽین�پذیر
پایای میانͽین دارای که نیم�گروهͬ و مͬ�رود بͺار نیز نیم�گروه�ها برای تعریف این .⟨m,Lyϕ⟩ = ⟨m,ϕ⟩

.[۴١] نامیم چپ میانͽین�پذیر را باشد چپ
انعطاف�پذیری آن دیͽر شͽرد است. ریاضیات در آن وسیع برد میانͽین�پذیری زیبای شͽردهای از ͬͺی
که است پدیده�ای از فراتر میانͽین�پذیری است. دیͽر شاخه�های در کارآمدی برای تئوری این بالای
ریاضیات شاخه�های در میانͽین�پذیری تئوری عبور خوب مثال�های از ͬͺی علاقمندند. آن به� آنالیزدانان
میانͽین�پذیر باناخAرا جبر .[٣۴] شد ارائه ۶ جانسون توسط استکه میانͽین�پذیر باناخ جبرهای تئوری

١Lebesgue
٢Banach
٣Tarski
۴Von Neumann
۵Day
۶Johnson



٢ مقدمه

معنͬ این به این شود. صفر X∗ باناخ -مدول A در ضرایب با A کوهمولوژی گروه اولین هرگاه گوییم
بین ارتباطͬ هیچ که نمͬ�رسد نظر به اول نͽاه در باشد. درونͬ D : A → X∗ مشتق هر که است
اگر است میانͽین�پذیر G که داد نشان جانسون وجود این با باشد. موجود مشتق�ها و پایا میانͽین�های
جابجایͬ باناخ جبرهای ضعیف میانͽین�پذیری مفهوم باشد. میانͽین�پذیر L١(G) باناخ جبر اگر تنها و
توسیع ناجابجایͬ باناخ جبرهای به را آن جانسون و شد معرفͬ [٢] در ٩ کورتیس ٨ دیلز، ٧ بید، توسط
D : A → A∗ مشتق هر اگر نامید ضعیف میانͽین�پذیر را A باناخ جبر که صورت این به .[٣۵] داد
١٠ قهرمانͬ توسط اساسͬ میانͽین�پذیری و انقباضͬ میانͽین�پذیری تقریبͬ، میانͽین�پذیری باشد. درونͬ
میانͽین�پذیری شبه میانͽین�پذیری، شبه چون مفاهیمͬ آن از پس شده�اند. معرفͬ [٢٧] در ١١ لوی و
ستاره، ضعیف تقریبͬ میانͽین�پذیری انقباضͬ، میانͽین�پذیری شبه و انقباضͬ میانͽین�پذیری تقریبͬ،
معرفͬ [٣٠]،[٢٩] ،[١١] ،[٧] در و... دنباله�ای تقریبͬ میانͽین�پذیری و کراندار تقریبͬ میانͽین�پذیری

یافت. توسیع و
-جبرهاست. C∗ میانͽین�پذیری درباره ١٢ کنز قضیه میانͽین�پذیری تئوری در نتایج عمیق�ترین از ͬͺی
جبر ͷی که داد نشان ١٣ واسرمان -جبرها C∗ برای جانسون میانͽین�پذیری تئوری توسیع راستای در
تا شد باعث آن برهان و قضیه این .[۶٠] باشد همͽن زیر اگر تنها و اگر است میانͽین�پذیر فون�نویمان
جانسون میانͽین�پذیری از جدیدی نسخه فون�نویمان جبرهای برای غنͬ تئوری ͷی به دستیابͬ منظور به
نامید. میانͽین�پذیری کنز را میانͽین�پذیری از نسخه این ١۴ ͬͺهلمس شود. ارائه فون�نویمان جبرهای برای
باناخ جبرهای میانͽین�پذیری کنز و پرداخت دوگان باناخ جبرهای روی موضوع این تعمیم به ١۵ رونده

.[۵٢] کرد تعریف را دوگان
-جبر W ∗ ͷی پیش�دوگان که ویژگͬ�اند این دارای فوریه جبرهای و L١(G) گروهͬ جبر مانند جبرهایͬ
تحت را جبرها از دسته این ١۶ لائو است. آن روی ضربͬ خطͬ ͷتابع M از η همانͬ که اند M
گروه که صورت این به .[۴٠] کرد تعریف را -جبرها F چپ میانͽین�پذیری و معرفͬ -جبر F عنوان
گرفت. نظر در است a.x = η(a)xصورت به آنها ضرب که X باناخ -مدول�های A برای را کوهمولوژی
که طوری به است m ∈ P١(A∗∗) وجود با معادل A -جبر F چپ میانͽین�پذیری که داد نشان لائو
و A در مثبت تابع�ͷهای مخروط P (A) که ⟨m, f.a⟩ = ⟨m, f⟩ ،f ∈ A∗ و a ∈ P١(A) هر برای

.P١(A) = {a ∈ P (A) : a(η) = ١}
.[٣٧]،[٣٨] دادند تعمیم باناخ جبرهای به را -جبرها F چپ میانͽین�پذیری ١٨ پیم و ١٧ کانیوث لائو،

٧Bade
٨Dales
٩Curtis
١٠Ghahramani
١١Loy
١٢Connes
١٣Wassermann
١۴Helemskii
١۵Runde
١۶Lau
١٧Kaniuth
١٨Pym



٣ مقدمه

پایای -میانͽین φ هرگاه نامیدند -میانͽین�پذیر φ را A باناخ جبر φ ∈ ∆(A) هر برای که صورت این به
،a ∈ A و f ∈ A∗ هر برای که باشد موجود m ∈ A∗∗ دیͽر عبارت به باشد. موجود A∗ روی چپ
اگر تنها و اگر است چپ میانͽین�پذیر A -جبر F تعریف این با واقع در .⟨m, f.a⟩ = φ(a)⟨m, f⟩

١-میانͽین�پذیر ،L١(G) اگر تنها و اگر است میانͽین�پذیر G گروه همچنین باشد. -میانͽین�پذیر η ،A
که دادند نشان همͺارانش و لائو است. جانسون میانͽین�پذیری از ضعیف�تر -میانͽین�پذیری φ باشد.
باناخ -مدول A برای کوهمولوژی گروه اولین که است این با معادل A باناخ جبر -میانͽین�پذیری φ

شود. صفر است a.x = φ(a)xصورت به آن مدولͬ ضرب که X خاص
تعریف�هایͬ و قضیه� اول فصل در است. باناخ فضاهای روی -میانͽین�ها φپژوهش این اصلͬ محور
روی پایا -میانͽین�های φ به دوم فصل در مͬ�شود. استفاده آنها از بعد فصل�های در که مͬ�آوریم را
به را WAP (A) روی پایا -میانͽین� φ وجود مͬ�پردازیم. ͷی نرم با پایا -میانͽین�های φ و WAP (A)

وجود مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم مربوط WAP (A) روی عملͽرها از خاصͬ نیم�گروه روی صفر وجود
روی منحصربفرد پایای -میانͽین φ وجود راست، پایای -میانͽین φͷی و چپ پایای -میانͽین φͷی
این در که است دیͽری موضوع ͷی نرم با پایا -میانͽین φ مشخصه�سازی مͬ�دهد. نتیجه را WAP (A)

مͬ�پردازیم. آن به فصل
یͺنواخت همͽرایͬ مͬ�دهیم نشان مͬ�کنیم. بررسͬ را چپ پایای ͷی به یͺنواخت همͽرایͬ دوم فصل در
فشرده گروه میانͽین�پذیری با معادل L١(G) از ضعیف فشرده زیرمجموعه�های روی چپ پایای ͷی به
باناخ جبر ͷی A که حالتͬ در است. L١(G) باناخ جبر ١-میانͽین�پذیری دیͽر عبارتͬ به و G موضعͬ
تعمیم به WAP (A) روی چپ �پایای -میانͽین φ و A∗ از WAP (A) زیرفضای گرفتن نظر در با باشد،

مͬ�پردازیم. باناخ جبرهای برای موضوع این
جبرهای میانͽین�پذیری -کنز φ و داده تعمیم را -میانͽین�پذیری φ و میانͽین�پذیری مفاهیم سوم فصل در
X نرمال دوگان باناخ -دومدول A برای A کوهمولوژی گروه اولین شدن صورتصفر به را دوگان باناخ
کوهمولوژی ویژگͬ این مͬ�دهیم نشان مͬ�کنیم. تعریف است a.x = φ(a)xصورت به آن چپ عمل که
این اصلͬ نتایج از همچنین است. معادل A∗ از A∗ زیرفضای روی راست پایای -میانͽین φ وجود با
میانͽین�پذیری - χ باشد، یͺدار l١(S) و گسسته ضعیف حذفͬ نیم�گروه ͷی S اگر که است این فصل
χ̂ واقعͬ قطر ،l١(S) که است این با معادل همچنین است. l١(S) میانͽین�پذیری -کنز χ̂ با معادل S
شده آورده [٢۶] ،[٢۵] ،[٢۴] مراجع از چهارم و سوم و دوم فصل�های مطالب باشد. داشته� -نرمال

است.



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

ͷتوپولوژی برداری فضای ١.١

مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که قضیه�هایͬ و تعریف از برخͬ بیان به فصل این در

با ترتیب به را طبیعͬ اعداد و صحیح اعداد و حقیقͬ اعداد مختلط، اعداد رساله، این در مͬ�پردازیم.

مͬ�دهیم. نشان N,Z,R,C نماد

فضای ͷی را V باشد. V روی توپولوژی ͷی τ و برداری فضای ͷی V کنیم فرض .١.١.١ تعریف

اگر: گوییم ͷتوپولوژی برداری

باشند. بسته V در عضوی ͷی مجموعه�های (الف)

باشند. پیوسته فوق توپولوژی به نسبت اسͺالر ضرب و جمع عمل (ب)

K اگر .tC + (١ − t)C ⊆ C ،٠ ≤ t ≤ ١ هر برای هرگاه است محدب V از C زیرمجموعه ͷی

تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان co(K) نماد با را K محدب غلاف باشد، V از ناتهͬ زیرمجموعه

مͬ�کنیم

co(K) =
{ n∑
i=١

αixi; xi ∈ K,αi ≥ ٠,
n∑
i=١

αi = ١, n ∈ N
}
.

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان Span(K) با را K از شده تولید زیرفضای

Span(K) =
{ n∑
i=١

αixi; xi ∈ K, αi ∈ C, n ∈ N
}
.

صفر برای موضعͬ پایه ͷی هرگاه گوییم موضعͬ محدب را ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی همچنین

۴



۵ ͷتوپولوژی برداری فضای .١.١

باشند. محدب پایه آن اعضای که باشد موجود

کراندار را V از E زیرمجموعه باشد. ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی V کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

.E ⊆ tU ،t > m هر برای که باشد موجود m طبیعͬ عدد صفر، از U ͬͽهمسای هر برای هرگاه گوییم

با را V روی پیوسته و خطͬ تابع�ͷهای فضای باشد، ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی V کنیم فرض

مͬ�دهیم. نشان V ∗ نماد

ͷتوپولوژی برداری یͷفضای از محدب و مجزا ناتهͬ، زیرمجموعه Bدو Aو فرضکنیم .٣.١.١ قضیه

باشد. V

x ∈ A هر برای که طوری به است موجود γ ∈ R اسͺالر و Λ ∈ V ∗ ͷتابع آنͽاه باشد، باز A اگر (الف)

،y ∈ B و

ReΛ(x) < γ ≤ ReΛ(y).

و Λ ∈ V ∗ آنͽاه باشد، موضعͬ محدب ͷتوپولوژی برداری فضای V و بسته B فشرده، A اگر (ب)

،y ∈ B و x ∈ A هر برای که طوری به موجودند γ١, γ٢ ∈ R

ReΛ(x) < γ١ < γ٢ ≤ ReΛ(y).

شود. مراجعه [۵٠] در ۴.٣ قضیه به برهان.

باشد دوخطͬ ͷتابع E×F → C ،(x, y) → ⟨x, y⟩ و برداری فضای F و E فرضکنیم تعریف١.١.۴.

x ∈ E ،y ̸= ٠ که y ∈ F هر برای و ⟨x, y⟩ ̸= ٠ که باشد موجود y ∈ F ،x ̸= ٠ که x ∈ E هر برای که

گوییم. دوگان زوج را (E,F ) زوج .⟨x, y⟩ ̸= ٠ که باشد موجود

مͬ�کنیم تعریف ،y ∈ F هر برای باشد. دوگان زوج ͷی (E,F ) کنیم فرض

ρy(x) = |⟨x, y⟩|, (x ∈ E)

مشخصمͬ�شود، F وسیله به که E روی ضعیف توپولوژی است. E روی نیم�نرم ͷی ρy صورت این در

نشان σ(E,F ) با را توپولوژی این است. پیوسته ρy نیم�نرم هر که است E روی توپولوژی ضعیف�ترین
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است. (E, σ(E,F )) در صفر همسایͽͬ�های از زیرپایه ͷی {x ∈ E : |⟨x, y⟩| < ١} مجموعه مͬ�دهیم.

است. F دوگان با موضعͬ محدب فضای ͷی (E, σ(E,F )) همچنین

دوگانند. زوج�های دو هر (E′, E) و (E,E′) باشد. آن جبری ′Eدوگان و برداری یͷفضای E فرضکنیم

اگر مͬ�کند میل λ به σ(E′, E) توپولوژی با E′ در λα و است E′ روی ستاره ضعیف توپولوژی σ(E′, E)

.⟨λα, x⟩ → ⟨λ, x⟩ ،x ∈ E هر برای اگر تنها و

را F Eبه از کراندار و تبدیل�هایخطͬ فضای باشند. نرمدار فضاهای F Eو فرضکنیم تعریف١.١.۵.

خانواده توسط که است توپولوژی B(E,F ) روی قوی عملͽر توپولوژی مͬ�دهیم. نشان B(E,F ) نماد با

قوی عملͽر توپولوژی با B(E,F ) .ρx(T ) = ∥Tx∥ آن در که مͬ�شود تعریف {ρx : x ∈ E} نیم�نرم�های

تنها و اگر همͽراست T به قوی عملͽر توپولوژی در {Tα}α∈I تور و است موضعͬ محدب فضای ͷی

است توپولوژی B(E,F ) روی ضعیف عملͽر توپولوژی کند. میل Tx به Tαx ،x ∈ E هر برای اگر

.ρx,λ(T ) = |⟨Tx, λ⟩| آن در که مͬ�شود تعریف {ρx,λ : x ∈ E, λ ∈ F ′} نیم�نرمهای خانواده توسط که

توپولوژی در {Tα}α∈I تور و است موضعͬ محدب فضای ͷی ضعیف عملͽر توپولوژی با B(E,F )

Tx به F در ضعیف توپولوژی با Tαx ،x ∈ E هر برای اگر تنها و اگر همͽراست T به ضعیف عملͽر

کند. میل

و باشد V ͷتوپولوژی برداری فضای در صفر از ͬͽهمسای ͷی U اگر ١ ( (باناخ-آلاغلو .۶.١.١ قضیه

K = {Λ ∈ V ∗; x ∈ U هر برای |Λ(x)| ≤ ١},

است. فشرده ستاره ضعیف توپولوژی با K آنͽاه

شود. مراجعه [۵٠] از ١۵.٣ قضیه به برهان.

با V ∗∗ در واحد گوی در V در واحد گوی آنͽاه باشد، نرمدار برداری فضای ͷی V اگر .٧.١.١ قضیه

اگر تنها و اگر است انعͺاسͬ V باناخ فضای ͷخاصی حالت در است. چͽال ستاره ضعیف توپولوژی

باشد. فشرده ضعیف توپولوژی با V در بسته واحد گوی
١Alaoglu



٧ ͷتوپولوژی برداری فضای .١.١

شود. مراجعه [١] به برهان.

نͽاشت با همراه C روی E برداری فضای ͷی E چپ -مدول A باشد. باناخ جبر ͷی A فرضکنیم

که طوری به است A× E → E ،(a, x) → a.x

a.(αx+ βy) = αa.x+ βa.y (α, β ∈ C, a ∈ A, x, y ∈ E) (الف)

(αa+ βb).x = αa.x+ βb.x (α, β ∈ C, a, b ∈ A, x ∈ E) (ب)

a.(b.x) = (a.x).b (a, b ∈ A, x ∈ E) (ج)

-مدول A که است E برداری فضای -دومدول A مͬ�شود. تعریف مشابه شیوه به راست -مدول A

و است راست -مدول A و چپ

a.(x.b) = (a.x).b (a, b ∈ A, x ∈ E).

اگر گوییم باناخ چپ -مدول A را E است. چپ -مدول A که باشد باناخ فضای ͷی E کنیم فرض

،x ∈ E و a ∈ A هر برای که باشد موجود c > ٠

∥a.x∥ ≤ c∥a∥∥x∥.

چپ -مدول A ͷی E اگر مͬ�شود. تعریف مشابه شیوه به باناخ -دومدول A و باناخ راست -مدول A

عمل با باناخ (چپ) راست -مدول A ͷی E∗ باشد، باناخ ( (راست

⟨x, ϕ.a⟩ := ⟨a.x, ϕ⟩ (⟨x, a.ϕ⟩ := ⟨x.a, ϕ⟩) (a ∈ A, x ∈ E, ϕ ∈ E∗)

از دوگان باناخ فضاهای است. باناخ -دومدول A ͷی E∗ باشد، باناخ -دومدول A ͷی E اگر است.

گوییم. دوگان باناخ مدول�های را مͬ�شود تعریف بالا صورت به آن ضرب که باناخ مدول�های

A در {eα}α کراندار تور A باناخ جبر برای کراندار (راست) چپ تقریبͬ واحد ͷی .٨.١.١ تعریف

که طوری به است

eαa→ a, (aeα → a) (a ∈ A).

و کراندار راست تقریبͬ واحد اگر گوییم کراندار طرفه) دو تقریبͬ واحد ) تقریبͬ واحد را {eα}α تور

باشد. کراندار چپ تقریبͬ واحد
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در {eα}α کراندار تور E برای A در کراندار تقریبͬ واحد باشد. باناخ -دومدول A ͷی E کنیم فرض

که طوری به است A

eαe→ e, (eeα → e) (e ∈ E).

توسیع ͷی آنها از ͷی هر که کرد معرفͬ A∗∗ روی ضرب دو آرنز ،١٩۵١ سال در ٢ آرنز: ضرب

ͷی زیر ضرب با A∗∗ باشد، باناخ جبر ͷی A اگر است. A∗∗ در کانونͬ تصویر عنوان به A در ضرب

ضرب�های ،m,n ∈ A∗∗ ،f ∈ A∗ و a, b ∈ A هر برای گوییم. اول آرنز ضرب آن به که است باناخ جبر

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را m.n ∈ A∗∗ و n.f ∈ A∗ ،f.a ∈ A∗

⟨f.a, b⟩ = ⟨f, a.b⟩, ⟨n.f, b⟩ = ⟨n, f.b⟩, ⟨m.n, f⟩ = ⟨m,n.f⟩.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به دوم آرنز ضرب گرفت. نظر در A∗∗ از زیرجبری عنوان به را A مͬ�توان

⟨a.′f, b⟩ = ⟨f, b.′a⟩, ⟨f.′m, a⟩ = ⟨m, a.′f⟩, ⟨m.′n, f⟩ = ⟨f.′m,n⟩.

آنͽاه ،n ∈ A∗∗ اگر .[١٣] باشد برابر هم با دوم و اول آرنز ضرب اگر است منظم آرنز A گوییم

حالت →mدر n.m ،n ∈ A∗∗ برای است. پیوسته ضعیفستاره ضعیفستاره- A∗∗ روی ،m→ m.n

نیست. پیوسته ستاره ضعیف ستاره- ضعیف کلͬ

معادلند: زیر گزاره�های باشد، باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .٩.١.١ قضیه

است. منظم آرنز A (الف)

است. پیوسته ستاره ضعیف ستاره- ضعیف ،m→ n.m ،n ∈ A∗∗ هر برای (ب)

است. پیوسته ستاره ضعیف ستاره- ضعیف ،m→ m.′n ،n ∈ A∗∗ هر برای (ج)

است. ضعیف فشرده b→ f.b ،f ∈ A∗ هر برای (د)

است. ضعیف فشرده b→ b.′f ،f ∈ A∗ هر برای (ه)

و limn limm f(anbm) مضاعف حدهای که f ∈ A∗ و A در {bn} و {an} دنباله دو هر برای (و)

داریم است، موجود limm limn f(anbm)

lim
n

lim
m
f(anbm) = lim

m
lim
n
f(anbm).

٢Arens
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شود. مراجعه [١٨] در ١ قضیه به برهان.

{f.a : ∥a∥ ≤ ١} مجموعه هرگاه گوییم متناوب) (تقریبا ضعیف متناوب تقریبا را f ∈ A∗

نمایش (AP (A))WAP (A) با را تابع�ͷهایͬ چنین مجموعه باشد. نسبͬ) (فشرده نسبͬ ضعیف فشرده

مͬ�دهیم.

A برای کراندار تقریبͬ واحد با باناخ جبر ͷی A کنیم فرض ٣ کوهن) تجزیه (قضیه .١٠.١.١ قضیه

f ∈ E و a ∈ A عناصر صورت این در باشد. شده داده δ > ٠ و e ∈ E باشد. E باناخ -دومدول

.∥f − e∥ < δ و e = af که است موجود

شود. مراجعه [۶] در ١٠.١١.١ قضیه به برهان.

موضعͬ محدب ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی از محدب زیرمجموعه E کنیم فرض .١١.١.١ قضیه

برابرند. هم با E روی اولیه توپولوژی با E بستار با ضعیف توپولوژی با E بستار صورت این در باشد.

شود. مراجعه [۵٠] در ١٢.٣ قضیه به برهان.

نͽاشت�های فضای BL(X,Y ;Z) و F میدان ͷی روی نرمدار برداری فضاهای Z, Y,X کنیم فرض

باشد. Z به X × Y از کراندار دوخطͬ

صورت به BL(X∗, Y ∗;F) از عنصری عنوان به x⊗ y .y ∈ Y و x ∈ X کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

(x⊗ y)(f, g) = f(x)g(y), (f ∈ X∗, g ∈ Y ∗)

مجموعه توسط شده تولید فضای صورت به Y و X فضای دو جبری تانسوری ضرب مͬ�شود. تعریف

مͬ�شود. داده نمایش X ⊗ Y نماد با و مͬ�شود تعریف BL(X∗, Y ∗,F) در {x⊗ y : x ∈ X, y ∈ Y }

نͽاشت ͷی صورت این در باشد. دوخطͬ نͽاشت ͷی ϕ : X × Y → Z کنیم فرض .١٣.١.١ قضیه

که است موجود K : X ⊗ Y → Z یͺتا خطͬ

K(x⊗ y) = ϕ(x, y) (x ∈ X, y ∈ Y ).

٣Cohen
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شود. مراجعه [۶] در ۶.۴٢.۶ قضیه به برهان.

است نرمͬ ضعیف تانسوری نرم باشند. نرمدار فضاهای Y و X فرضکنیم تانسوریضعیف: نرم

است: زیر صورت به و مͬ�برد ارث به BL(X∗, Y ∗;F) از X ⊗ Y برداری فضای که

w(u) = sup
{
|
∑
i

f(xi)g(yi)| : ∥f∥ ≤ ١, ∥g∥ ≤ ١
}

با و نامیم Y و X ضعیف تانسوری ضرب را نرم این به نسبت X ⊗ Y شده کامل .u = Σixi ⊗ yi که

مͬ�دهیم. نمایش X ⊗w Y نماد

X ⊗ Y روی تصویری تانسوری نرم باشند. نرمدار فضاهای Y و X فرضکنیم تصویری: تانسوری نرم

صورت به

ρ(u) = inf
{∑

i

∥xi∥∥yi∥;u = Σixi ⊗ yi

}
تانسوری نرم به نسبت X ⊗ Y شده کامل است. u از متناهͬ نمایش�های همه روی اینفیموم که است

مͬ�دهیم. نمایش X⊗̂Y نماد با را تصویری

باشد. ϕF (x, y) = F (x ⊗ y) فرم به ϕF : X × Y → C و F ∈ (X⊗̂Y )∗ کنیم فرض .١۴.١.١ قضیه

است. BL(X∗, Y ∗;F) روی به (X⊗̂Y )∗ از طولپا یͺریختͬ ͷی F → ϕF صورت این در

شود. مراجعه [۶] در ١٣.۴٢.۶ قضیه به برهان.

باشد. باناخ فضای ͷی E کنیم فرض ۴ رادون-نیͺودیم: و تقریب ویژگͬ

باشد موجود E روی متناهͬ بعد با عملͽرهای از {Sα}α∈I تور اگر دارد تقریب ویژگͬ E گوییم (الف)

است. یͺنواخت همͽرای E روی همانͬ عملͽر به فشرده زیرمجموعه�های روی {Sα}α∈I که

خطͬ تبدیل هر و (Ω, S, µ) متناهͬ اندازه فضای هر برای اگر دارد رادون-نیͺودیم ویژگͬ E گوییم (ب)

µ تابع ͷی است.) µ به نسبت Ω روی انتͽرال�پذیر توابع مجموعه L١(Ω, S, µ) ) T : L١(Ω, S, µ) → E

که باشد موجود ϕ : Ω → E کراندار -اندازه�پذیر

T (f) =

∫
fϕdµ (f ∈ L١(Ω, S, µ)).

۴Radon-Nikodym
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صورت به را κE,F : E∗ × F ∗ → (E ⊗w F )
∗ نͽاشت و باشند باناخ فضاهای F و E کنیم فرض

نͽاشت ͷی κE,F مͬ�گیریم. نظر در κE,F (ϕ, ψ) := ⟨x, ϕ⟩⟨y, ψ⟩ (x ∈ E, ϕ ∈ E∗, y ∈ F, ψ ∈ F ∗)

ͷی κE,F که مͬ�دهد نشان را حالتͬ زیر قضیه مͬ�کند. القا (E ⊗w F )
∗ توی به E∗⊗̂F ∗ از دوخطͬ

است. یͺریختͬ

مͬ�کنند: صدق زیر گزاره�های در که باشند باناخ فضاهای F,E کنیم فرض .١۵.١.١ قضیه

دارد. تقریب ویژگͬ F ∗ یا E∗ (الف)

دارد. رادون-نیͺودیم ویژگͬ F ∗ یا E∗ (ب)

است. طولپا یͺریختͬ ͷی κE,F : E∗⊗̂F ∗ → (E ⊗w F )
∗ صورت این در

شود. مراجعه [١۶] در ١.۶.١۶ به برهان.

آن جبرهای و نیم�گروه�ها ٢.١

S روی شرکت�پذیر دوتایͬ عمل ͷی • و ناتهͬ مجموعه ͷی S آن در که است (S, •) زوج نیم�گروه ͷی

،r, s, t ∈ S هر برای و بوده S توی به S × S از تابعͬ • واقع در است.

r • (s • t) = (r • s) • t.

و ρt : S → S نͽاشت�های ،S از t عنصر هر برای مͬ�بریم. بͺار را rs نماد r • s نماد جای به پس این از

و s ∈ S کنیم فرض مͬ�کنیم. تعریف λt(s) = ts و ρt(s) = st ضابطه با s ∈ S هر برای را λt : S → S

مͬ�دهیم قرار باشد. S از ناتهͬ زیرمجموعه F

s−١F = {t ∈ S : st ∈ F}, Fs−١ = {t ∈ S : ts ∈ F}.

حذفͬ را S نیم�گروه باشد. ͷی به ͷی (ρs)λs ،s ∈ S هر برای هرگاه گوییم (راست) چپ حذفͬ را S

هر برای اگر گوییم ضعیف (راست) چپ حذفͬ را S باشد. چپ حذفͬ و راست حذفͬ هرگاه گوییم

گوییم ضعیف حذفͬ را S نیم�گروه باشد. متناهͬ (Fs−١)s−١F ،S از F متناهͬ مجموعه هر و s ∈ S

موجود uS ∈ S اگر گوییم یͺانͬ را S نیم�گروه باشد. ضعیف راست حذفͬ و ضعیف چپ حذفͬ اگر



١٢ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

،s ∈ S هر برای هرگاه نامیم گروه ͷی را S یͺانͬ نیم�گروه .suS = uSs = s ،s ∈ S هر برای که باشد

.ts = st = uS که باشد موجود t ∈ S عنصر

باشد. توپولوژی ͷی با نیم�گروه ͷی S کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

پیوسته ρt : S → S و λt : S → S ،t ∈ S هر برای هرگاه است ͷنیم�توپولوژی نیم�گروه ͷی S (الف)

باشند.

باشند. پیوسته S × S → S ،(s, t) → stاشتͽن هرگاه است ͷتوپولوژی نیم�گروه ͷی S (ب)

s→ s−اشت١ͽن و بوده ͷتوپولوژی نیم�گروه ͷی و یͷگروه S توپولوژیͷاستهرگاه یͷگروه S (ج)

باشد. پیوسته S به S از

در که S روی پیوسته توابع مجموعه C٠(S) موضعͬ، فشرده و هاسدورف نیم�گروه ͷی S کنیم فرض

مجموعه ͷی A اگر باشد. S روی منظم بورل اندازه�های مجموعه M(S) و مͬ�شود صفر بͬ�نهایت

صورت به µ از |µ| کلͬ تغییرات باشد، بورل اندازه�پذیر

|µ|(A) = sup
{ ∞∑
i=١

|µ(Vi)| است: A از −اندازه�پذیر |µ| مجموعه�های از افراز ͷیVi
}

ضرب و ∥µ∥ = |µ|(S) نرم با M(S) .M(S) = C٠(S)∗ ۵ ریس نمایش قضیه به بنا مͬ�شود. تعریف

⟨µ ∗ ν, f⟩ =
∫
G

∫
G
f(st)dµ(s)dν(t) (f ∈ C٠(S))

µ(S \ C) = ٠ که طوری به است C بسته مجموعه ،µ نامنفͬ اندازه ͷی تͺیه�گاه است. باناخ جبر ͷی

.µ(U ∩ C) > ٠ باشیم داشته ،U ∩ C ̸= ∅ که S از U باز زیرمجموعه هر برای و

مͬ�دهیم نمایش (Raλ)Laλ با را a توسط λ (راست) چپ انتقال باشد. S روی تابع ͷی λ کنیم فرض

مقدار مختلط توابع مجموعه مͬ�کنیم. تعریف (Raλ(x) = λ(xa))Laλ(x) = λ(ax) صورت به و

متناوب (تقریبا متناوب تقریبا را λ ∈ Cb(S) مͬ�دهیم. نشان Cb(S) با را S روی کراندار و پیوسته

با را آن و باشد Cb(S) در نسبͬ) ضعیف (فشرده نسبͬ فشرده {Lsλ : s ∈ S} اگر گوییم ضعیف)

نͽاشت�های اگر یͺنواختچپ(راست)گوییم پیوسته را λ ∈ Cb(S) مͬ�دهیم. نشان (WAP (S))AP (S)

این مجموعه و باشد پیوسته Cb(S) روی نرم توپولوژی با Cb(S) توی به S از ،(g → Rgλ)g → Lgλ

۵Riesz
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نماد با را چپ و راست یͺنواخت پیوسته توابع مجموعه مͬ�دهیم. نشان (RUC(S))LUC(S) با را توابع

مͬ�دهیم. نشان UC(S)

صورت به l١(S) نرمدار جبر

l١(S) =
{
f =

∑
s
f(s)δs : ∥f∥ =

∑
s∈S

|f(s)| <∞
}

مختلط کراندار توابع مجموعه l∞(S) است. جابجایͬ باناخ جبر ͷی نقطه�ای ضرب با و مͬ�شود تعریف

باناخ جبر ͷی |f |∞ = sup{|f(s)| : s ∈ S} نرم و نقطه�ای ضرب با l∞(S) است. S روی مقدار

است: زیر صورت به آن دوگانͬ رابطه که است l١(S) دوگان فضای l∞(S) است. یͺدار و جابجایͬ

⟨λ, f⟩ =
∑{

f(s)λ(s) : s ∈ S
}

(λ ∈ l∞(S), f ∈ l١(S))

مجموعه L١(G) باشد، mG چپ هار اندازه با موضعͬ فشرده و هاسدورف گروه ͷی G کنیم فرض

نرم با L١(G) همچنین .∫G |f(t)|dmG(t) <∞ که است G روی هم�ارزی) (کلاس�های اندازه�پذیر توابع

ضرب و ∥f∥١ =
∫
G |f(t)|dmG(t)

f١ ∗ f٢(t) =
∫
G
f١(x)f٢(x

−١t)dmG(x), (f١, f٢ ∈ L١(G))

برای که طوری به است موجود ∆G : G → (٠,∞) منحصربفرد پیوسته تابع است. باناخ جبر ͷی

آنͽاه ،x ∈ G و باشد G از بورل زیرمجموعه E اگر و ∆G(xy) = ∆G(x)∆G(y) ،x, y ∈ G هر

گوییم. مدولار تابع را ∆G .mG(Ex) = ∆G(x)mG(E)

صورت این در .f ∈ L١(G) و µ ∈ M(G) موضعͬ، فشرده گروه ͷی G کنیم فرض .٢.٢.١ قضیه

است. برقرار جا همه -تقریبا mG زیر �گزاره�های

.µ ∗ f(x) =
∫
G f(t

−١x)dµ(t) (الف)

f ∗ µ(x) =
∫
G f(xt

−١)∆G(t
−١)dµ(t) (ب)

شود. مراجعه [٣٢] در ٩.٢٠ قضیه به برهان.

هار اندازه به نسبت مطلق پیوسته اندازه�های شامل آن برد که است طولپا یͺریختͬ ͷی f → fdmG



١۴ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

ͷی Ma(G) و مͬ�دهیم نشان Ma(G) با را mG به نسبت مطلق پیوسته اندازه�های مجموعه� است. mG

است. M(G) در بسته ایده�ال

تقریبͬ واحد ͷی L١(G) صورت این در باشد، موضعͬ فشرده گروه ͷی G کنیم فرض .٣.٢.١ قضیه

دارد. کراندار

شود. مراجعه [٣٢] در ٢٧.٢٠ قضیه به برهان.

f ∈ L∞(G) نرم مͬ�دهیم. نشان L∞(G) نماد با را G روی اساسͬ کراندار اندازه�پذیر توابع فضای

صورت به

∥f∥∞ = ess sup |f(x)| = inf
{
α ∈ R; α ≥ ٠, است موضعͬ پوچ {x ∈ G : |f(x)| > α}

}
است: زیر صورت به آن دوگانͬ رابطه که ،L١(G)∗ = L∞(G) ،[٣٢] در ٢.١٨ قضیه به بنا است.

⟨f, g⟩ =
∫
fgdmG (f ∈ L١(G), g ∈ L∞(G)).

جا همه -تقریبا mG ،L∞(G) از عناصری عنوان به f ∗ µ و µ ∗ f ،f ∈ L∞(G) و µ ∈ M(G) هر برای

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به

µ ∗ f(x) =
∫
G
f(t−١x)dµ(t), f ∗ µ(x) =

∫
G
f(xt−١)dµ(t).

است. بسته مختلط مزدوج تحت و است ثابت توابع شامل که باشد L∞(G)زیرفضای ͷی E فرضکنیم

.(f ∗ δg ∈ E)δg ∗ f ∈ E ،g ∈ G و f ∈ E هر برای اگر گوییم چپ(راست) پایای زیرفضای را E

و پیوسته توابع شامل Cb(G) زیرفضای باشد. چپ پایای و راست پایای اگر گوییم پایا را E زیرفضای

اند. L∞(G) از پایای زیرفضاهای مͬ�شود صفر بͬ�نهایت در که پیوسته توابع شامل C٠(G) و کراندار

داریم همچنین

AP (G) ⊆WAP (G) ⊆ LUC(G) ⊆ Cb(G) ⊆ L∞(G)

و

C٠(G) ⊂WAP (G)

.[١٢]


