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مقطع کارشناسي ارشد رشته رياضي  ۸۶اينجانب کوکب چلمبری دانشجوی ورودي 

ايده و نوشته ديگري بهره گرفته ام  کاربردي گواهي مي نمايم چنانچه در پايان نامه خود از فکر،

 ي استبديه. امبا نقل قول مستقيم يا غير مستقيم منبع و ماخذ آن را در جاي مناسب ذکر کرده 

مسئوليت تمامي مطالبي که نقل قول ديگران نباشد برعهده خويش مي دانم و جوابگوي آن 

  .خواهم بود

  نام و نام خانوادگي دانشجو

  تاريخ و امضاء

مقطع کارشناسي ارشد رشته رياضي  ۸۶اينجانب کوکب چلمبری دانشجوی ورودي 

خود اقدام به انتشار مقاله، کتاب يان نامه کاربردي گواهي مي نمايم چنانچه بر اساس مطالب پا

و به  ...وظر ايشان نسبت به نشر مقاله،کتاب نمايم ضمن مطلع نمودن استاد راهنما، با ن... و

  .ذکر نام استاد راهنما مبادرت نمايم صورت مشترک و با

  نام و نام خانوادگي دانشجو

  تاريخ و امضاء

آزمايشات و نوآوري ناشي از تحقيق موضوع  کليه حقوق مادي مترتب از نتايج مطالعات،

  .اين پايان نامه متعلق به دانشگاه پيام نور مي باشد

  ۱۳۹۰شهريور 
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  :تقديم به

روح پدر بزرگوارم که الفباي زندگي و رياضيات را 

  .به من آموخت
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بدين وسيله از مادر و برادر عزيزم که صبورانه در کليه مراحل تحصيلي مـرا يـاري نمودنـد،    

  . تشکر مي نمايم

جناب آقاي دکتـر هاشـم صـابری    همچنين مراتب سپاس خود را از استاد راهنماي بزرگوارم 

اعلام می دارم  و در آخر از  نجفي که با راهنمايي هايشان همچون چراغي راه را برمن آشکار نمودند،

را بر  هاستاد مشاور محترم سرکار خانم دکتر فهيمه سلطانيان و کليه عزيزان و دوستاني که دشواري را

  .من هموار نمودند، قدرداني می نمايم
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  :چکيده

  

  

  

ابتدا روش تفاضلات متناهی بيان شده و سپس به حل معادله برگر با  ،در اين پايان نامه

استفاده از اين روش پرداخته و در ادامه توضيحاتي در خصوص اسپلاين ها بيان شده و به حل معادله 

نج تايي پرداخته شده است، در پايان نيز از معادله برگر به عنوان برگر با استفاده از اسپلاين هاي پ

  .مدلي برای مساله ترافيک استفاده شده است

  

  

 

 

 

 

 :کليد واژه 

  

  

 مقايسه چند روش عددی برای حل معادله برگر

 روش تفاضلات متناهي، معادله برگر،اسپلاين،مساله ترافيک
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  : مقدمه

  

 حرکت یبررسی لايه های مرزی و امواج ضربه ا و معادله برگر برای تشريح حرکت سيالاتاز

و همچنين در علوم مهندسی به عنوان مدلی ساده برای نمايش  استفاده می گردد جا به جايي اجرام و

آشفتگی و تلاطم به کار می رود و لذا مطالعه اين معادله و بررسی ويژگی های آن دارای اهميت 

  .فراوانی است

و اسپلاين های پنج تايي در اين پايان نامه به حل اين معادله مهم با روش تفاضلات متناهی 

سپس از اين معادله برای بررسی تراکم خودروها در مساله ترافيک نيز استفاده شده ، پرداخته شده

 .است
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  فصل اول 

  ف و مفاهيم اساسييتعار 1-1

  با مشتقات نسبي معادله ديفرانسيل 1-1-1

رهـای  يا چند مشـتق نسـبی متغ  يک يرهای مستقل شامل يلی که علاوه بر متغيفرانسيمعادله د

 هک ـشود  یده ميا معادله مشتقات نسبی ناميل با مشتقات نسبی و يفرانسيک معادله ديز باشد يوابسته ن

 ـمتغ y,x نآمـی باشـد کـه در      0=(…,x,y,…u .ux ,uy ,uxx ,uyy)به فرم لیطور ک به  u مسـتقل و  ري

ن تـابع هسـتند و   ي ـمشـتقات نسـبی ا   ,uy, ux  , uxx,…. uyyرها می باشـد و ين متغيمجهول از ا یتابع

  .ان می شوندير بيبه صورت ز معمولاً

2 2

2

, ,

,

x y

xx xy

u u
u u

x y

u u
u u

x y x

∂ ∂
= =

∂ ∂

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂

  

  مرتبه معادله ديفرانسيل 1-1-2

بی موجود در سن مرتبه مشتق نياز بزرگتر است ک معادله با مشتقات نسبی عبارتيمرتبه 

uxx+2xuxy+uyy=e                                      به عنوان مثال. معادله
y  

  .ک معادله با مشتقات نسبی مرتبه دوم استي
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  معادله خطي و غير خطي 1-1-3

اگر نسبت به تـابع مجهـول و تمـام مشـتقات آن      ،نديرا خطی می گو نسبي مشتقاتمعادله با

  .ان شونديرهای مستقل بيوابسته به متغ فقطب آن يخطی باشد و ضرا

   .ر خطی استيغ ،معادله ای که خطی نباشد

  yuxx+2xyuyy+u=1                             :                        مثال

  .ک معادله با مشتقات نسبی خطی مرتبه دوم استي

  معادله شبه خطي 1-1-4

 اتن مرتبـه مشـتق  ياگر نسبت به بزرگتر ،ک معادله با مشتقات نسبی را شبه خطی می نامندي

  uxuxx +xuuy=siny                                              .تابع مجهول خطی باشد

  .مرتبه دوم است خطيک معادله با مشتقات نسبی شبه يمعادله فوق 

  عملگر 1-1-5

  جـه يگـری نت يک تابع به کار بسته می شود، تـابع د يدرباره  یاضی است که وقتيک قاعده ري

  :مثال.می دهد 

2 3

3

u u u
u

x x y y

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
l   كه

2 3

3x x y y

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
l ده می شوديل ناميفرانسيلگر دعم.  
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  تعريف خطاي مطلق و نسبي 1-1-6

 ريبه صورت ز rx)( و خطای  نسبی ex)( باشد، خطای مطلق x ب برایيک تقري xديض کنفر

xe :ف می شوديتعر x x= x  و −

x x
r

x

−
=    

ولـی خطـای    بی می باشـد ين مقدار واقعی  و مقدار تقريه اختلاف بخطای مطلق به طور ساد

باشـد، در   کوچک xنسبت به قدرمطلق  exاگر مقدار مطلق . نسبی سنجش بهتری برای خطا می باشد

xeصورت حد نسبت نيا

x
xe ک  به حد نسبتينزد

x
  ���� �� x ،نـامعلوم بـودن   لي ـکه در عمل بـه دل 

  .رديمورد استفاده قرار می گ شتريب

   تفاضلات متناهي 1-2

  شبكه تفاضلات متناهي يك بعدي  1-2-1

ک بعـدی  ي ـل نسبی از شبکه تفاضـلات متنـاهی   يفرانسيسازی دسته معادلات د بيبرای تقر

ــتفاده ــی کنـ ـ اس ــوا  .ميم ــه ج ــفحه بدامن ــدر ناح )x,t( در ص ــاهیي 0  ه متن ,0 1t T X≤ < < <                       

. پوشـانده مـی شـود     t,x محورهایدر جهت  t, ∆x∆از  لی شکلیيف می شود و با شبکه مستطيتعر

مجموعه مـوازی  يک مجموعه خطوط است که  ۲شبکه شامل . ثابت فرض می شوند x∆ وt∆ ريمقاد

  .می باشد xی محور زری مواگيد و  t محور

 tمجموعه خطوط موازی محور

مـی شـود کـه     نيمع x=xi, i=1(1)I اب

xi=i∆x و ∆x=1/I    ــه و مجموعـــــ

ــوازی محــور   ــا  Xخطــوط م  ,t=tjب

j=1(1)N     مشخص مـی شـودtj=j∆x 

  .ان بازه زمانی استيپا T=N∆t که

k 

h 

t 

x 
 ()١- �١ 
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در نقاط داخل دامنه جواب است که  uری از يب مقادين تقريياساس روش تفاضل متناهی تع

  .شبکه می نامند نقاط) xi,tj(را با مختصات  طن نقايا. نديبه دست می آ x=xj,t=tj خطوط با قطع

نقاط شـبکه در  . ز می نامنديام شبکه اشاره داردو نقاط شبکه را گره ن (i,j)به نقاط (xi,tj)قاطن

می باشد را نقاط مرزی  i=nا ي j=0ن آ روی مرز دامنه جواب که برای و داخليط يدامنه جواب را شرا

ام  (i,j)و مشـتقات آن در نقـاط    uر يباشدو مقـاد  uابع مجهول درمعادله د تيفرض کن .شبکه می نامند

  .ش داده می شودير نمايشبکه به صورت ز

i j(x ,t )j

iu u= 

i j(x ,t )

t
j

i

uu

t

∂∂
=

∂ ∂
  

i j(x ,t )

x
j

i

uu

x

∂∂
=

∂ ∂
 

ت ي ـموقع نشان دهنـده  )i(ن ييس پاينشان دهنده مرحله زمانی و اند )j(س بالا يلازم به ذکر است، اند

  .مکانی است

  متناهيسازي مشتقات با تفاضلات  بتقري 1-2-2

  .ر باشديلور به صورت زيدارای بسط ت uم تابع يفرض کن

)۱-۲ (               ...++++=+ )('''
6

1
)(''

2
1)(')()( 32 xuhxuhxhuxuhxu                 

)۱-۳(               ...  +−+−=− )('''
6

1
)(''

2
1)(')()( 32 xuhxuhxhuxuhxu  

  :ميبا جمع بسط های فوق دار

)۱-۴(                  2 4( ) ( ) 2 ( ) ''( ) 0( )u x h u x h u x h u x h+ + − = + +  
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که 
40( )h  های چهارم و بالاتر  توان شاملجملاتh   ـ   مـی باشـد    بـا سـه  يم در مقايو فـرض مـی کن

  م داشت ين صورت خواهايدر  .ز باشديناچ hن تر ييهای پا توان

)۱ -۵(              { }
2

2 2

1
''( ) ( ) 2 ( ) ( )

x x

d u
u x u x h u x u x h

dx h
=

 
= ≈ + − + − 
 

  

  .دارد h2ی از مرتبه يسمت راست خطا

  :م داشتيخواه) ۳-۱(و ) ۲-۱(ق رابطه ياز تفر

)۱-۶(                    { })()(
2

1
)(' hxuhxu

hdx

du
xu

xx

−−+≈






=
=

 

  .ده می شوديب تفاضل مرکزی ناميتقر) ۶-۱(ب يتقر

  :م داشتيرا خواه) ۸-۱(و ) ۷-۱(ب های يدرمورد مشتق اول تقر

}               )۷-۱(شرو يتفاضل پ })()(
1

)(' xuhxu
h

xu −+≈  

}                      ) ۸-۱( پسروو تفاضل  }1
'( ) ( ) ( )u x u x u x h

h
≈ − −  

  .دارند hمرتبه  زاخطايي شرو و پسرو يفرمول های تفاضل پ

  نمادها و قراردادها 1-2-3

  را بـا   x-tصـفحه   د،ح داده ش ـيگونه که قبلا توضانهم  t,xرهای يک تابع ازمتغي uميفرض کن

t, ل های مساوی در اندازه هایيطتمجموعه ای از مس k x hδ δ= با توجه . ميم بندی می کنيتقس   =

اعـداد   j,iو  t=jk,x=ihم کـه درآن  يري ـدر نظـر مـی گ   )x,t( ا مختصـات ب شبکه pنقطه  ۱-۱شکل  به

معادله  از استفادهم که با ينشان می ده  up=u(ih,jh)=ui,j را با pدر نقطه  uمقدار . مثبت هستندصحيح 

  :م داشتيخواه )۱-۵(
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{ } { } { }2 2

2 2 2

,

( 1) , 2 , ( 1) ,

p i j

u i h jk u ih jk u i h jku u

x x h

+ − + −   ∂ ∂
= ≈   ∂ ∂   

  

                                    )۹-۱(عنی ي
2

,1,,1

,

2

2 2

h

uuu

x

u jijiji

ji

−+ +−
≈









∂
∂ 

  داردو به طور مشابه  h2مرتبه  زی ايکه خطا

)۱-۱۰(                                          
2

, 1 , , 1

2 2

,

2i j i j i j

i j

u u uu

t k

+ −− + ∂
≈ ∂ 

  

  .دارد k2مرتبه  زشرو ايپ یکه خطا

u شرو برایيب تفاضل پيبا نماد فوق تقر

t

∂
∂

  .می باشد) ۱۱-۱(به صورت  

,               )۱۱-۱(  .است kاز مرتبه  بين تقريطای اخ 1 ,i j i ju uu

t k

+ −∂
≈

∂
    

  

  روشهاي صريح 1-2-4

ــادلات   ــتفاده از مع ــا اس ــ) ۱۱-۱(و ) ۹-۱(ب ــک تقري ــه  ي ــرای معادل ــاهی ب ــل متن  ب تفاض

2

2

u u

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
,      )۱۲-۱( صورت به 1 , 1, , 1,

2

2i j i j i j i j i ju u u u u

k h

+ + −− − +
 ان مـی شـود کـه در آن   يب =

)i=0,1,2,…( و t=jk,(j=0,1,2,…),x=ih  

 معرفیو با انجام محاسبات
22)( h

k

x

t
r ==

δ
δ م داشتيخواه) ۱۲-۱( در رابطه:  

 )۱-۱۳  (   , 1 , 1, , 1( 2 )i j i j i j i j i ju u r u u u+ − += + − ــا   + ــول ي ــول مجه , ن فرم 1i ju ــه ي + ــی نقط   عن

 )i,j+1( ر معلوم در سطر يم شبکه را با مقاداj کند ام محاسبه می.  
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  محاسـبه  t=0ر آغـازی و مـرزی   يدر امتداد طول سطر اول بـا مقـاد   u ن مقدار مجهوليراببنا

  ر معلــوم بــه دســت يما بــر حســب مقــاديک  مقــدار مجهــول مســتقيــن رو چــون يــاز ا. مـی شــود  

  .ح می نامندين روش را صريد ايمی آ

  يحرمثال براي روش ص

 جواب عددی معادله
2

2

x

u

t

U

∂
∂

=
∂
  :ميمی کن سبهر محايط زيرا با شرا) حرارت(  ∂

  ط آغازیيشرا

                                                 
1

0
2

1
1

2

x

x

≤ ≤

≤ ≤
                                    ( )

( ) ( )
1) ,0 2

2) ,0 2 1

u x x

u x x

=

= −
  

)                             ∀t                              ط مرزیيشرا                   ) ( )3) 0, 1, 0u t u t= =  

    ميقرار می ده :حالت اول
1000

1
,

10

1
== kh و لذا   

10

1
2
==

h

k
r   نی در معادلهيگزيبا جا 

,ميدار)۱۳- ۱(  1 1, , 1,

1
( 8 )

10
i j i j i j i ju u u u+ − += +   مثال برای+

( ) ( )5,1 5,0 1 4,0 5,0 6,0

1 1
8 0.8 8 0.8 0.96

10 10
u u u u u+= = + + = + +  .تقارن استم چون مساله =

  .ميمحاسبه می کن ≥x≥0 1/2ن جواب را درفاصلهينابراب
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  )۱- ۱(جدول 

i=5  =0.5  i=4    =0.4  i=3    X=0.3  i=2   X=0.2  i=1    X=0.1  i=0   X=0  t  

1.000  0.8000 0.6000 0.4000 0.2000 0 (j=0)   t=0.000 

0.9600 0.8000 0.6000 0.4000 0.2000 0 (j=1)   t=0.001 

0.9280 0.7960 0.6000 0.4000 0.2000 0 (j=2)   t=0.002 

0.9016 0.7896 0.5996 0.4000 0.2000 0 (j=3)   t=0.003 

0.8792 0.7818 05986 0.4000 0.2000 0 (j=4)   t=0.004 

0.8597 0.7732 0.5971 0.3999 0.2000 0 (j=5)   t=0.005 

    .        

. 

. 

. 

.  

0.7867 0.7281 0.5822 0.3968 0.1996 0  (j=10)   t=0.01 

            

.  

.  

.  

.  

0.6891 0.6486 0.5373 0.3781 0.1938 0  (j=20)   t=0.02 

 

ر يط داده شده صدق می کند به صورت زيل نسبی که در شرايفرانسيلی حساب معادله ديجواب تحل

  :است

2 2

2 2
1

8 1 1
( , ) (sin( ))(sin )exp( )

2n

u x t n n x n t
n

π π π
π

∞

=

= −∑  

  .ميسه می کنيمقا x=0.3دی در عدن جواب را با جواب يا

  

  )۲- ۱(جدول 
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     جواب عددی  لیيجواب تحل  خطای  مطلق  درصد خطای نسبی

0.08 0.0005 0.5966 0.5971 t=0.005  

0.4 0.0023 0.5799 0.5822 t =0.01  

0.07 0.0039 0.5334 0.5373 t =0.02 

1.1 0.0028 0.2444 0.2472 t =0.10 

   ر مختلف يبه ازای مقاد x=0.3جواب عددی در . ديمشاهده می کن) ۲-۱(با توجه به جدول 

  .ميسه می کنيز مقاين x=0.5 ن جواب را با جواب عددی دريهمچن

  )۳-۱(جدول

    جواب عددی   لیيجواب تحل  خطای  مطلق  صد خطای نسبیدر

2.3 0.0193 0.8404 0.8597 t =0.005 

1.4 0.0124 0.7743 0.7867 t =0.01 

1.2 0.0082 0.6809 0.6891 t =0.02 

1.2 0.0035 0.3021 0.3056 t =0.10 

ا مقدار آغازی در ريز اد است،ياختلاف نسبتا ز x=0.5در . مان طور که در جدول مشاهده می شوده

  .ن نقطه مشتق ندارديا

  : حالت دوم

005.0,1.0,5.0 ميقرار می ده
2

1
==== khr م داشتيخواه) ۱۳-۱(نی در معادله يگزيبا جا:  

)۱ -۱۵( , 1 1, 1,

1
( )

2
i j i j i ju u u+ − +=   .آمده است) ۴- ۱(ن معادله در جدول يجواب در ا+
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  )۴-۱(جدول 

i=5  X=0.5 i=4   X=0.4  i=3  X=0.3  i=2   X=0.2  i=1  X=0.1  i=0   X=0    

1.000 0.8000 0.6000 0.4000 0.2000 0 
   

t=0.000 

0.8000  0.8000 0.6000 0.4000 0.2000 0 
   

t=0.005 

0.8000 0.7000 0.6000 0.4000 0.2000 0 t=0.010 

0.7000 0.7000 0.5500 0.4000 0.2000 0 t=0.015 

0.7000 0.6250 0.5500 0.3750 0.2000 0 t=0.020 

      M 

0.3071 0.2778 0.2484 0.1717 0.0949 0 t=0.100  

  )۵-۱(جدول 

   x=0.3در جواب عددی x=0.3در لیيجواب تحل  خطای  مطلق  درصد خطای نسبی

0.57 0.0034 0.5966 0.6000 t=0.005 

3.5 0.0201 0.5799 0.6000 t=0.01 

1.3 0.0166 0.5334 0.550 t=0.02 

1.6 0.0040 0.2444 0.2484 t=0.10 

 

  .ستيل نسبی نيفرانسيجواب معادله د ب خوبی برایيتقر یفوق جواب عدد جدول با توجه به

  :حالت سوم

01.0,1.0,1ميقرار می ده ـ
2

==== kh
h

k
r     داشـت  ميخـواه ) ۱۳-۱( و بـا جـا گـذاری در معادلـه:  

)۱-۱۶(                    , 1 1, , 1,i j i j i j i ju u u u+ − += − +  

    

  



١٢ 
 

  )۶-۱(جدول 

i=5 X=0.5  i=4  X=0.4  i=3 X=0.3  i=2  X=0.2  i=1  X=0.1  i=0 X=0    

1.0 0.8  0.6  0.4  0.2  0    t=0.01 

0.6 0.8  0.6  0.4  0.2 0    t=0.02 

1.0  0.4 0.6  0.4  0.2 0 t=0.03 

0.2 1.2 0.2 0.4  0.2 0 t=0.04 

2.6 1.2 1.4 0.4  0.2 0 t=0.05 

  

1 ح تنها برایيمهم است و روش صر r مقدار ،ن سه حالت نشان می دهديا: جه ينت
0

2
r<  .کاراست ≥

  )۱۲-۱۷:۱۹۸۴، 1اسميت(

  كرانك نيكلسونضمني روش  5 -1-2

نکه نمـو زمـان   يک اشکال مهم دارد و آن اي وليای ساده است  محاسبهح از نظر يروش صر           

t عنیي kδ را فقـط بـرای   ي ـلی کوچـک باشـد ز  يد خيلزوما با=
2

1
0

2

k

h
< کرانـک  . معتبـر اسـت   ≥

همگرا و  rشنهاد کردند که حجم محاسبات کم و به ازای هر مقدار يروشی پ ۱۹۴۷در سال  کلسونينو

 .است داريپا
2

2

x

u

t

U

∂
∂

=
∂
  .ب زدندين صورت تقريرا بد∂

, 1 , 1, 1 , 1 1 1 1, , 1

2 2

2 , 2 ,1

2

i j i j i j i j i j i j i j i ju u u u u u u u

k h h

+ + + + − + + −− − + − + 
= + 

 
  

,1                   )۱۷-۱( ولذا 1 , 1 1, 1 1, , 1,(2 2 ) (2 2 )i j i j i j i j i j i jru r u ru ru r u ru− + + + + − +− + + − = + − +   

 نآکه در 
2h

k
r =  

                                                 
Smith.١ 
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   u معلــوم مقــدار ۳مجهــول و ســمت راســت دارای  ۳شــامل ) ۱۷-۱(پ معادلــه ســمت چــ         

 و  j=0 م، آنگـاه بـرای  يدر طـول هـر سـطح زمـان داشـته باش ـ      نقطه درونـی شـبکه    N اگر. می باشد

i=1,2,…N  ۱۷-۱(معادله( N  معادله برایN  بـا   زمان ن سطريکه در اولم داشت يخواهمقدار مجهول

در طـول    uتعداد مجهـول  j=1  ،N به طور مشابه برای. ن می شونديوم معن معلير مرزی و آغازيمقاد

در  u ريب مقـاد ي ـن ترتير معلوم درسطر اول محاسبه مـی شـود بـه هم ـ   يزمان با مقاد هاین سطريدوم

. ر مجهول را با دستگاه معادلات محاسبه می کندين روش مقادين می شود چون ايگر معيد  يسطرها

   .ده می شوديمنا )حير صريغ(ضمنی  روش

ط داده شـده  ير را بـا شـرا  يکلسون جواب عددی معادله زيبا استفاده از روش کرانک و ن:  مثال        

  ط آغازیيشرا .ميه می کنسبمحا

                                                 
1

0
2

1
1

2

x

x

≤ ≤

≤ ≤
                                    ( )

( ) ( )
1) ,0 2

2) ,0 2 1

u x x

u x x

=

= −
   

0t                       ط مرزیيشرا                   ≥                                   ( ) ( )3) 0, 1, 0u t u t= =  

1    ميقرار می ده : حل 1
,

10 100
h k= = لذا و   

2
1

k
r

h
= =   هدر معادلگذاری ا جاب 

,1           )۱۸-۱( : ميدار) ۱-۱۷(  1 , 1 1, 1 1, 1,4i j i j i j i j i ju u u u u− + + + + − +− + − = +   

ui,j+1  را برای)i=1,2,…,9(  با ui عنیيت سله متقارن ان مسايالبته ا. ميمشخص می کن  

 u3=u7 u6=u4  

 :م داشتير را خواهي، دستگاه معادله زصفر است u0 نکهيبا توجه به ا  j=0وi=1 : مرحله اول          

-0+4u1-u2=0+0.4                                                                    


