


مطالب از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت دارد.در تعلق لرستان دانشͽاه به نامه پایان این امتیازات ی همه

نام و نامه) پایان راهنمای اساتید یا استاد لرستان(یا دانشͽاه نام باید ها، سخنرانͬ یا ها کنفرانس مجلات، در

صورت این غیر در ثبتشود. دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و مأخذ ذکر با دانشجو

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد



پایه علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

عنوان

جدید دار وزن چبیشف و ͬͺاستروس نوع های نامساوی

نگارش

پورقبادی زیبا

راهنما استاد

پور ثامری علͬ دکتر

مشاور استاد

شͺوری محمود دکتر

ارشد کارشناسͬ ی درجه دریافت جهت نامه پایان

محض ریاضͬ رشته در

١٣٩٢ شهریور



به تقدیم

عزیزم مادر و پدر

مهربانم همسر

و

ویانا دلبندم فرزند



تشͺر و تقدیر

الخالق)) یشͺر لم المخلوق یشͺر لم ((من

بر را بیͺران آن از ذرهای چشیدن لذت و دانش و علم وادی در نهادن گام توفیق که گزارم شͺر را متعال خداوند

هر که گردانید مند بهره ای گرانمایه و فرهیخته اساتید وجود نعمت از مرا راه این در که او داشت.هم ارزانͬ من

بودند. هایم ندانسته ظلمات در ای تابنده مهر ͷی

مشاور و راهنما اساتید از نمایم.مخصوصا تشͺر و تقدیر خاضعانه بزرگان این تکتک از که دانم فرضمͬ خود بر

زندگͬ در مفیدشان رهنمودهای از همواره که شͺوری محمود دکتر آقای جناب و ثامری علͬ دکتر آقای جناب

زحمت قبول که عباسͬ ناصر دکتر آقای جناب از نیز و سپاسͽزارم صمیمانه ام برده بهره ام اجتماعͬ و علمͬ

امتنان کمال ام کرده استفاده مفیدشان تجارب از همواره و اند گرفته عهده بر را نامه پایان این داوری و فرموده

درگاه از ایشان بر و نهاده ارج را ارشد کارشناسͬ مقطع تا دبستان از اساتید و معلمان دارم.زحمات را تقدیر و

که ام خانواده و عزیزم مادر زحمات از که دانم مͬ واجب برخود نمایم.درپایان مͬ سعادت طلب متعال خداوند

خداوند از و کنم تشͺر نمودند فراهم برایم را فکری آسایش و آرامش و اند بوده پشتیبانم زندگͬ مراحل تمام در

دارم. برایشان خیری به عاقبت و سلامتͬ آرزوی متعال



چͺیده

.

زیبا نام: پورقبادی خانوادگͬ: نام

جدید دار وزن چبیشف و ͬͺاستروس نوع های نامساوی مقاله: عنوان

پور ثامری علͬ دکتر راهنما: استاد

شͺوری محمود دکتر مشاور: استاد

آنالیز محض، ریاضͬ تحصیلͬ: رشته ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل

٩٠ صفحه: تعداد ١٣٩٢ شهریور التحصیلͬ: فارغ تاریخ
انتگرال. های چبیشف،نامساوی های استروسͺͬ،نامساوی نامساوی ها: واژه کلید

و ͬͺاستروس مشهور های نامساوی مورد در کوتاه ای مقدمه بیان از نامه،پس پایان این چͺیده:در

این کنیم.برای بررسͬ را جدید دار وزن چبیشف و ͬͺاستروس نوع های نامساوی داریم قصد چبیشف

در ایم.سپس پرداخته ها آن به اول فصل در که داریم نیاز مقدماتͬ قضایای و تعاریف به منظور،ابتدا

برای را ͬͺاستروس دار وزن نامساوی مقدمات، این از کنیم.پس مͬ بیان را وزن مونتگمری اتحاد ادامه

نامساوی برای های مثال و بریم مͬ بͺار شیتز لیپ توابع و کراندار تغییر با توابع مطلق، پیوسته توابع

ͬͺاستروس نوع از دار وزن انتگرال های نامساوی بیان به ادامه دهیم.در مͬ ارائه ͬͺاستروس دار وزن

معرفͬ را چبیشف نامساوی از تعمیمͬ چنین پردازیم.هم مͬ هیلبرت فضای در -مقدار بردار تابع برای

دو شامل جدید دار وزن چبیشف و ͬͺاستروس نوع های نامساوی کار این در نهایت، نماییم.در مͬ

آوریم. مͬ دست به را تابع
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مقدمه

آنگاه ||f ||′ و ||g||′ ∈ L∞[a, b] اگر که کرد ثابت [١] ١ چبیشف ،١٨٨٢ سال در

|T (f, g)| 6 ١
١٢

(b− a)٢||f ||′∞||g||′∞

بصورت است تابعکͬ f, g : [a, b] → R پیوسته مطلقا تابع دو برای که

T (f, g) =
١

b− a

∫ b
a f(x)g(x)dx− (

١
b− a

∫ b
a f(x)dx)(

١
b− a

∫ b
a g(x)dx)

که: داد نشان [٢] ٢ گراس ،١٩٣۴ در

|T (f, g) ≤ ١
۴
(M −m)(N − n)

و m ≤ f(x) ≤ M کنند: مͬ صدق زیر شرایط در که هستند حقیقͬ اعداد شده ,M,m,Nارائه n

است. شده تعریف بالا در T (f, g) که ،x ∈ [a, b] هر برای n ≤ g(x) ≤ N∞

:[٣] کرد ثابت را زیر انتگرال نامساوی ٣ ͬͺاستروس ،١٩٣٨ در

a < bو a, b ∈ IntI و است پذیر مشتق I درونͬ نقاط در که نگاشت ͷی (I ⊂ R)؛ که f : I → Rکنید فرض

Čebyšev١

Grüss٢

Ostrowski٣

٩



١٠ مقدمه

صورت این در ∀t ∈ (a, b) و |f ′(t)| 6 M اگر

|f(x)− ١
b− a

∫ b

a
f(t)dt| 6

١
۴
+

(x− (a+ b)

٢
)

(b− a)٢

 (b− a)٢

.x ∈ [a, b] هر برای

آوردند. دست به وزنͬ ۶ مونتگمری اتحاد از را زیر تعمیم [۴] ۵ لاکود جوزین ای و ۴ بوکاریو کͬ ، ٢٠٠٧ در

f(x) =
١

φ(١)

∫ b

a
w(t)φ′

(∫ t

a
w(s)ds

)
f(t)dt+

١
φ(١)

∫ b

a
Pw,φ(x, t)f ′(t)dt

و φ(١) ̸= ٠ و φ(٠) = ٠ با پذیر مشتق تابع ͷی φ : [٠,١] → R و پیوسته مطلقا تابع ͷی f : [a, b] → R که

بصورت آن وزنͬ پئانو هسته که است احتمال چͽالͬ تابع ͷی w : [a, b] → [٠,∞)

Pw,φ(x, t) :=


φ
(∫ t

a w(s)ds
)

, a 6 t < x,

φ
(∫ t

a w(s)ds
)
− φ(١) , x < t 6 b,

است. پذیر انتگرال x ∈ [a, b] هر برای که

K. Boukerrioua۴

A. Guezane-lakoud۵

Montgomery identity۶



١١ مقدمه

شود: مͬ تبدیل [۵] در ٧ ͷاریͺپی توسط آمده دست به وزنͬ مونتگمری اتحاد به (١.۵) آنگاه φ(t) = t اگر

f(x) =

∫ b

a
w(t)f(t)dt+

∫ b

a
Pw(x, t)f ′(t)dt,

: صورت به Pw یعنͬ آن وزنͬ ٨ پئانو هسته که

Pw(x, t) :=


∫ t
a w(s)ds , a 6 t 6 x,

−
∫ b
t w(s)ds− ١ , x < t ≤ b.

:[٢, p.۵۶۵] رود مͬ بͺار مونتگمری اتحاد آوردن دست به برای یͺنواخت توزیع نهایت در و است

f(x) =
١

b− a

∫ b

a
f(t)dt+

∫ b

a
P(x,t)f ′(t)dt,

با

P (x, t) :=


t− a

b− a
ifa 6 t 6 x,

t− b

b− a
ifx < t 6 b.

Pečaric̀٧

Peano kernel٨



١٢ مقدمه

، است شده معرفͬ زیر بصورت چبیشف تابع تعمیم [۴] در همچنین

T (w, f, g, φ′) :=
∫ b

a
w(x)φ′

(∫ x

a
w(t)dt

)
f(x)g(x)dx− ١

φ(١)

[∫ b

a
w(x)φ′

(∫ x

a
w(t)dt

)
f(x)

]

×
[∫ b

a
w(x)φ′

(∫ x

a
w(t)dt

)
g(x)dx

]
,

آوردند: دست به را زیر نمایش مقاله نویسندگان

T (w, f, g, φ′) = ١
φ(١)٢

∫ b

a

[
w(x)φ′

(∫ x

a
w(t)dt

)

×
(∫ b

a
Pw,φ(x, t)f ′(t)dt

)(∫ b

a
Pw,φ(x, t)g′(t)dt

)
]dx,

مͬ استفاده f ′ و g′ ∈ L∞[a, b] که حالتͬ در چبیشف تابع مطلق قدر ی بالا کران آوردن دست به برای آن از و

شود: بیان زیر صورت به تواند مͬ کران این شود.

|T (w, f, g, φ′)| 6 ١
φ(١)٢

||f ′||∞||g′||∞||φ′||∞
∫ b

a
w(x)H٢(x)dx,

که

H(x) :=
∫ b
a |Pw,φ(x, t)|dt.

کند. مͬ فراهم را [٢٣] در ͷاریͺپی توسط آمده دست به نتایج از تعمیم ͷی بالا نامساوی

شامل جدید دار وزن چبیشف و ͬͺاستروس نوع های نامساوی برخͬ آوردن دست به نامه پایان این در اصلͬ هدف

کنیم.فصل مͬ بیان خلاصه طور به را فصل هر مطالب و است فصل پنج شامل نامه پایان این باشد. مͬ تابع دو



١٣ مقدمه

دار وزن نامساوی دوم فصل است.در یافته اختصاص نامه پایان سراسر در نیاز مورد مقدماتͬ تعاریف به اول

های کران آوردن دست به برای ͬͺاستروس نوع دار وزن های نامساوی فصل این در شود. مͬ بیان ͬͺاستروس

انتگرال میانگین از ،x ∈ [a, b] ،f(x)انحراف برای مختلف بالای

١
φ(١)

∫ b
a w(t)φ′

(∫ t
a w(s)ds

)
f(t)dt

بیان به سوم فصل در باشد. [a, b] بازه روی شیتز لیپ یا کراندار تغییر پیوسته،با مطلقا تابع ͷی f که زمانͬ

را ͬͺاستروس نوع از دار وزن انتگرال های نامساوی چهارم فصل پردازیم.در مͬ آن تعمیم و چبیشف نامساوی

قوانین برای کاربردهای به چنین کنیم.هم مͬ بیان هیلبرت فضای در بوخنر انتگرال و -مقدار بردار توابع برای

های نامساوی باشد، مͬ نامه پایان آخر فصل که پنجم کنیم.درفصل مͬ اشاره هیلبرت فضای در گیری انتگرال

شوند. مͬ بیان جدید دار وزن چبیشف و ͬͺاستروس نوع

مقاله تفصیل نامه پایان این

”Farooq Ahmad,N.S.Barnett, S.S.Dragomir,New weighted Ostrowski and Čebyšev type

inequalities NonlinearAnalysis(٢٠٠٩)٧١e١۴٠٨− e١۴١٢.”

باشد. مͬ

است. شده درج رساله این در شده استفاده ی نامه کتاب و فارسͬ به انگلیسͬ ی نامه آخر،واژه در



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

پردازیم. نیازند،مͬ مورد آینده های فصل در که مقدماتͬ قضایای و تعاریف از برخͬ بیان به فصل این در مقدمه:

لیپ توابع پیوسته، مطلقا توابع کراندار، تغییر با توابع تعریف به آن در که است بخش هشت شامل فصل این

هیلبرت، فضای باناخ، فضاهای مونتگمری، اتحاد انتگرال، خطͬ های خاصیت اشتلیس، ریمان انتگرال شیتز،

اند. شده انتخاب [٢٧] از فصل این مطالب پردازیم.اکثر مͬ مربوط قضایای و Lp فضاهای خطͬ، عملͽرهای

١۴



١۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

کراندار تغییر با های تابع ١.١

a = x٠ < آن در که را P{x٠, x١, ..., xn} مجموعه بͽیرید. نظر در را [a, b] فشرده و بسته بازه .١.١.١ تعریف

مͬ نمایش P [a, b] با را [a, b] های افرازه تمام مجموعه و نامیم مͬ [a, b] افراز ͷی را است x١<...<xn−١<xn=b

دهیم.

P = {xk}nk=٠ افرازدلخواه هر ازای به هرگاه گوییم کراندار تغییر با را [a،b] بسته بازه بر f تابع .٢.١.١ تعریف

∑n
k=١ |f(xk)− f(xk−١)| 6 M که طوری به باشد Mموجود مانند مثبتͬ عدد

افراز با متناظر آنگاه باشد کراندار تغییر با [a, b] بازه بر f کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

∑n
k=١ |f(xk)− f(xk−١)| =

∑
P دهیم مͬ قرار [a, b] از P = {x٠, x١, ..., xn}

نامیم. مͬ [a, b] بازه بر f کل تغییر را آن و Vf [a, b] = sup{
∑

p|p ∈ P [a, b]} : کنیم مͬ تعریف حال

است. کراندار تغییر با [a, b] بر f تابع باشد،آنگاه یͺنوا [a, b] بر f تابع گاه هر .١.١.١ قضیه

f(xk) − که این به توجه با ،[a, b] دلخواه افراز هر برای صورت این باشد،در صعودی f کنیم فرض اثبات.

داریم: f(xk−١) ≥ ٠

∑n
k=١ |f(xk)− f(xk−١)| =

∑
k=١)n(f(xk)−f(xk−١))=f(b)−f(a)

گیریم). مͬ نظر در را −f نزولͬ حالت (برای

.١.١.١ مثال

بازه بر مزبور توابع اینکه و بالا قضیه به توجه هستند.(با کراندار تغییر با [٠,١] بازه بر ٢x + ١ و √x توابع

اند.) صعودی [٠,١]



١۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

یعنͬ باشد کراندار و موجود (a, b) باز بازه بر f ′ و باشد پیوسته [a, b] بسته ی بازه بر f تابع اگر .٢.١.١ قضیه

تغییر با [a, b] بازه بر f آنگاه |f ′(x)| ≤ M ،x ∈ (a, b) هر برای که طوری به باشد موجود M مانند مثبتͬ عدد

است. کراندار

حقیقͬ عدد میانگین مقدار قضیه باشد.بنابر [a, b] از دلخواه افراز ͷی P = {xk}nk=٠ کنیم فرض اثبات.

که: طوری به است موجود uk ∈ (xk, xk−١)

f(xk)− f(xk−١) = f ′(uk)(xk − xk−١)

داریم: این بنابر

∑n
k=١ |f(xk)− f(xk−١)| =

∑n
k=١ |f ′(uk)(xk − xk−١)| ≤ M

∑n
k=١(xk − xk−١) = M(b− a)

است. کراندار تغییر با [a, b] بر f یعنͬ

مجموع صورت این باشند.در کراندار تغییر با [a, b] ی بسته بازه بر g و f تابع دو کنیم فرض .٣.١.١ قضیه

: داریم و کراندارند تغییر با نیز آنها ضرب حاصل و تفاضل

Vf.g ≤ AVf +BVg و Vf±g ≤ Vf ± Vg

که باشد کراندار تغییر با [c, b] و [a, c] بر f اگر تنها و اگر است کراندار تغییر با [a, b] بازه بر f .۴.١.١ قضیه

.c ∈ (a, b) آن در

صورت: این در c ∈ (a, b) و باشد کراندار تغییر با [a, b] بر f اگر .١.١.١ نکته

Vf [a, b] = Vf [a, c] + Vf [c, b]

و است کراندار تغییر با نیز αf آنگاه α ∈ R اگر و



١٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

Vαf [a, b] = |α|Vf [a, b].

نکته عکس ولͬ است کراندار تغییر با [a, b] بر نیز |f | باشد،آنگاه کراندار تغییر با [a, b] بر f هرگاه .٢.١.١ نکته

تابع مثال عنوان به نیست. برقرار بالا

f(x) =


١ xگویا

−١ xگنگ

است. ثابت تابع چون است کراندار تغییر با |f(x)| = ١ ولͬ نیست کراندار تغییر با

مطلق پیوسته های تابع ٢.١

مثبتͬ δ ،ϵ > ٠ هر برای که صورتͬ در نامیم مͬ مطلق پیوسته [a, b] بازه بر را f حقیقͬ تابع .١.٢.١ تعریف

آنگاه:
∑n

k=١ |bk − ak| < δ باشیم، [a, b] جدای هم از باز ی بازه زیر n هر برای که طوری به باشد موجود

∑n
k=١ |f(bk)− f(ak| < ϵ

است. کراندار تغییر با و بازه،پیوسته این بر [a, b] بر مطلق پیوسته تابع هر .١.٢.١ قضیه

را (x, y) بازه توان مͬ ϵ نظیر ی δ به مرتبط های y و x ازای به زیرا است برقرار وضوح به آن پیوستگͬ اولا اثبات.

هر صورت این کنیم.در مͬ اختیار ϵ = ١ با متناظر را δ مطلق پیوستگͬ تعریف به توجه با طرفͬ گرفت.از نظر در

جدید) نقاط افزودن با لزوم صورت کرد(در بخش ها فاصله از مجزا دسته K به توان مͬ را [a, b] جزیی تقسیم

است.پس: K =

[
b− a

δ

]
+ ١ آن در که باشد کوچͺتر δ یͷ،از هر کلͬ طول که



١٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

∑n
i=١ |f(xi)−f(xi−١)| =

∑n
i=١ ١|f(xi)−f(xi−١)|+...+

∑n
i=١ k|f(xi)−f(xi−١)| ≤ ١+...+١ = K

نیست. مطلق پیوسته لزوما باشد کراندار تغییر با و پیوسته که تابعͬ .١.٢.١ نکته

ثابت عدد گاه هر کند مͬ صدق (ͷی مرتبه (از ١ شیتس لیپ شرط در فاصله ͷی روی f تابع .٢.٢.١ تعریف

باشیم: داشته فاصله این از x, y مقدارهای ی همه برای که طوری به باشد Mموجود

|f(y)− f(x)| ≤ M |x− y|

است. مطلق پیوسته کند صدق شیتز لیپ شرط در که تابع هر .٢.٢.١ قضیه

است. کراندار تغییر با کند صدق شیتز لیپ شرط در که تابع هر .١.٢.١ نتیجه

نیست. برقرار الزاما بالا نتیجه عکس .٢.٢.١ نکته

تابع .١.٢.١ مثال

f(x) =


٢x x ≥ ١

x٢ x < ١

چون است.ولͬ کراندار مشتق دارای [١,٢] و [−٢,١] های بازه در چون است کراندار تغییر با [−٢,٢] بازه در

کند. نمͬ صدق شیتز لیپ شرط در نیست پیوسته x = ١ نقطه در f(x)

Lipschitzian١



١٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

یس اشتیل ریمان انتگرال ٣.١

α حسب بر f تابع ٢ یس اشتیل ریمان مجموع [a, b] بازه از P = {x٠, x١...xn} افراز ازای به .١.٣.١ تعریف

و tk ∈ [xk−١, xk] آن در که S(p, f, α) =
∑n

k=١ f(tk)△ αk شود: مͬ تعریف زیر صورت به

△αk = α(xk)− α(xk−١)

مانند عددی اگر دارد ریمان انتگرال [a, b] بازه بر αحسب بر f گوییم بالا تعریف مفروضات با .٢.٣.١ تعریف

هر برای که قسمͬ به باشد موجود pϵ مانند [a, b] افراز ͷی ϵ > ٠ هر ازای به که: طوری به باشد داشته وجود A

باشیم: داشته [xk−١, xk] در tk های نقطه انتخاب هر و p مانند pϵ تظریف

|S(p, f, α)−A| < ϵ

∫ b
a fdα = A نماد با را آن و یͺتاست وجود صورت در A عدد .[a, b] بر f ∈ R(α) نویسیم مͬ صورت این در

دهیم. مͬ نمایش

.[a, b] ی بازه زیر هر بر f ∈ R(α) آنگاه [a, b] بر f ∈ R(α) هرگاه .١.٣.١ نکته

انتگرال خطͬ های خاصیت ۴.١

آنگاه: باشند حقیقͬ اعداد c٢ و c١ و [a, b] بر f٢ ∈ R(α) و f١ ∈ R(α) هرگاه (١

R(α) ∈ c١f١ + c٢f٢

داریم: و

Riemann-Stieltjes integral٢



٢٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

∫ b
a (c١f١ + c٢f٢)dα = c١

∫ b
a f١dα+ c٢

∫ b
a f٢dα

آنگاه: باشند حقیقͬ اعداد c٢ و c١ و [a, b] بر f ∈ R(α٢) و f ∈ R(α١) هرگاه (٢

f ∈ R(c١α١ + c٢α٢)

داریم: و

∫ b
a fd(c١α١ + c٢α٢) = c١

∫ b
a fdα١ + c٢

∫ b
a fdα٢

آنگاه: باشد صعودی [a, b] بر α و [a, b] بر f١ ≤ f٢ هرگاه (٣

∫ b
a f١dα ≤

∫ b
a f٢dα

داریم: و [c, b] بر نیز و [a, c] بر f ∈ R(α) آنگاه a < c < b و [a, b] بر f ∈ R(α) هرگاه (۴

∫ c
a fdα+

∫ b
c fdα =

∫ b
a fdα

آنگاه: |f(x)| ≤ M ،[a, b] به متعلق x هر ازای به نیز و باشد صعودی [a, b] بر α و f ∈ R(α) هرگاه (۵

|
∫ b
a fdα| ≤ M [α(b)− α(a)]

نیز و fg ∈ R(α) آنگاه،داریم: باشد صعودی مزبور بازه بر α و [a, b] بر g ∈ R(α) و f ∈ R(α) هرگاه (۶

و |f | ∈ R(α)

|
∫ b
a fdα| ≤

∫ b
a |f |dα


