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چکیده

هستند مکعبی اسپلاین�هاي مختلف، توابع تقریب و درون�یابی براي قدرتمند بسیار ابزارهاي از یکی
انتگرال معادله�ي عددي حل و بررسی به پایان�نامه این در ما می�شوند. تفکیک گونه چندین به خود که

می�پردازیم. است، زیر صورت به که دوم نوع همرشتاین

x(t) + g(t)+

∫ b

a

H(t, s).f(s, x(s), x(φ(s)))ds = g(x), x ∈ [a, b]

به (با درون�یابی روش از که است [1] مرجع از برگرفته می�گیرد قرار بررسی مورد اینجا در که روشی
کارگیري به با و کرده استفاده ذوزنقه�اي کوادراتور همچنین و طبیعی) مکعبی اسپلاین�هاي کارگیري
را روش این عددي پایداري و همگرایی ادامه در می�کند. حل را نظر مورد مسأله تکراري تکنیک یک

داد. خواهیم نشان عددي نتایج از استفاده با را آنها صحت و داده قرار آنالیز و بررسی مورد

پایداري آنالیز همگرایی، آنالیز مکعبی، اسپلاین همرشتاین،درون�یابی، انتگرال معادله کلیدي: واژگان
عددي.
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پیش�گفتار
از که می�باشند انتگرال معادلات و دیفرانسیل معادلات ریاضیات، علم در مباحث مهمترین از یکی
آوردن �دست به براي لذا است. داده اختصاص خود به مختلف علوم در را خاصی جایگاه کاربردي نظر
که روشی ارتباطات عصر در می�کنیم. استفاده تقریبی روش�هاي از معادلات از دسته این براي جواب
داراي باشد، داشته دربر مسائل از دسته�اي براي را کمتر) (خطاي بهتري تقریب کمتر، زمان مدت در

بود. خواهد اعتبار و ارزش
مسائل از بسیاري در که می�باشد تابعی همرشتاین انتگرال معادله عددي حل هدف پایان�نامه این در
براي تقریبی تکراري، روش و متوالی درون�یابی از استفاده با همچنین می�شود. ظاهر مهندسی فیزیک
و قضایا یکسري با را عددي روش این پایداري و همگرایی و کرده فراهم را همرشتاین معادله جواب

می�دهیم. قرار بررسی مورد مثال�هایی
معرفی به دوم فصل در می�دهیم. ارائه انتگرال معادلات (نظریه) تاریخچه بر مقدمه�اي اول فصل در
روش ارائه به سوم فصل در همچنین می�پردازیم. آن ویژگی�هاي و آن خطاي و اسپلاین درون�یابی
بیان به چهارم درفصل نهایت در و می�پردازیم آن پایداري و همگرایی اثبات و اسپلاین پایه بر عددي

می�پردازیم. فوق موضوع پیرامون عددي مثال�هاي برخی

1



1 فصل

تعاریف و مفاهیم



پس است، بحث مورد موضوع اولیه مفاهیم بیان و اساسی تعاریف معرفی آن هدف که فصل این در
به معادلات، از دسته این متداول انواع معرفی و انتگرال معادلات تاریخچه از مختصري مطالعه�ي از

می�پردازیم. تکراري روش�هاي اساسی مفاهیم و درون�یابی عمومی مسأله

مقدماتی تعاریف 1.1
موجب شوند دنبال اگر که دستورالعمل�هاست از محدودي مجموعه�ي الگوریتم1، [5] .1.1.1 تعریف
کارایی و محدودیت قطعیت، خروجی، ورودي، معیارهاي داراي اینکه بعلاوه می�گردد خاصی کار انجام

است.

مصرفی حافظه میزان و لازم زمان دقیق برآورد و است کامپیوتري برنامه�هاي اساس الگوریتم مفهوم
را است کافی ما منظور براي که زمانی از تقریبی برآورد یک است. مشکل بسیار الگوریتم��ها براي
در آنها ضرب با همچنین و گیرد انجام باید که حسابی عملیات تعداد شمردن با سادگی به می�توان
مرتبه عنوان به آن از معمولاً که آورد دست به رفته، کار به ماشین براي اجرا زمانی شاخص یک
و ورود براي زمانی تخمین هیچ که است حالی در این شود دقت می�شود. یاد الگوریتم پیچیدگی

است. نشده گرفته نظر در اطلاعات خروج

و باشد مثبت حقیقی عدد یک k و تابع یک f کنید فرض کوچک). o و بزرگ O) 2.1.1 تعریف
1Algorithm

3



باشیم داشته
lim
h→۰

f(h)

hk
= C ̸= ۰.

O نماد با را مفهـوم این همچنین است. (hk مرتبه�ي (از hk با متناسب f(h) گوییم این�صورت در
می�نویسیم و می�دهیم نشان

f(h) = O(hk)

باشیم داشته اگر و
lim
h→۰

f(h)

hk
= ۰.

سریع�تر f(h) ،h → ۰ وقتی یعنی .f(h) = o(hk) می�نویسیم و می�دهیم نشان o نماد با را مفهوم این
می�کند. میل صفر به hk از

صورت این در ۱ ≤ p و n ∈ N کنیم فرض .3.1.1 تعریف

است. پیوسته [a, b] بازه روي f تابع طوریکه به f : [a, b] → R توابع همه فضاي C [a, b] .1

[a, b] بازه روي f تابع ام n مرتبه مشتق طوریکه به f : [a, b] → R توابع همه فضاي Cn [a, b] .2
است. پیوسته

همچنین باشد. دلخواه و حقیقی اسکالري a و خطی فضاي یک X کنیم فرض [10] .4.1.1 تعریف
باشد زیر خواص داراي x, y ∈ X هر ازاي به ∥.∥ : X → R+ ∪ {۰} تابع اگر

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .1

∥ax∥ = |a| ∥x∥ .2

∥x∥ ≥ ۰ .3

∥x∥ = ۰ ⇔ x = ۰ .4

ضمن در می�نامیم. خطی نرم�دار فضاي را X و گوییم X خطی فضاي نرم2 را ∥.∥ تابع صورت این در
کند. صدق اول شرط سه در اگر گوییم نرم3 شبه را |.| : X → R تابع

2Norm
3Semi norm

4



کرد اشاره x = (x۱, . . . , xn)
T بردار به�ازاي زیر نرم�هاي به می�توان مرسوم برداري نرم�هاي جمله از

∥x∥۱ =
n∑

i=۱
|xi| (نرم-۱)

∥x∥۲ =
(∑n

i=۱ x
۲
i

) ۱
۲ (نرم-۲)

∥x∥∞ = max{|xi| : i = ۱, . . . , n} (ماکزیمم-نرم)

داریم f ∈ Ck[a, b] براي عبارتی به دارد. وجود تابعی فضا�هاي براي مشابه�اي نرم�هاي

∥f∥۱ =
∫ b

a
|f(x)|dx, (نرم-۱)

∥f∥۲ =
[∫ b

a
f۲(x)dx

] ۱
۲

(نرم-۲)
∥f∥∞ = sup

x∈[a,b]
|f(x)| (ماکزیمم-نرم)

باشد. R روي برداري فضاي یک X کنیم فرض [7] .5.1.1 لم

است. یکنواخت پیوسته ∥ · ∥ : X → R نرم هر .1

پیوسته ∥ · ∥۲ اقلیدسی نرم به نسبت ∥ · ∥ : Rn → R نرم هر ،X = Rn خاص حالت در .2
است. یکنواخت

شود، منجر Ax = b خطی دستگاه حل به نهایت در که معادلاتی به خطی). (معادلات 6.1.1 تعریف
.x, b ∈ Rn و A ∈ Rn×n آن در که گویند خطی معادلات

صورت به ∥ . ∥ شده�ي القا نرم به وابسته A ∈ Rn×n ماتریس حالت عدد حالت). (عدد 7.1.1 تعریف
می�شود تعریف زیر

cond (A) =∥ A ∥∥ A−۱ ∥ .

صورت این در که باشد بزرگی حالت عدد داراي می�تواند کوچک ابعاد با دستگاهی حتی گفت می�توان
۱ عدد به آن حالت عدد که گوییم حالت خوش را دستگاهی واقع در است. حالت بد دستگاه گوییم

باشد. نزدیک
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انتگرال معادلات تاریخچه 2.1
انتگرال معادلات می�شود، ظاهر انتگرال یک تحت مجهول تابع آنها در که معادلاتی به کلی طور به
معادلات گونه این روي بر را انتگرالی معادلات نام که بود کسی اولین ریموند4 بویس می�شود. گفته
معادله دیفرانسیل معادلات حل براي 1782 سال در که بود کسی اولین لاپلاس5 عمل در اما نهاد،
کسینوسی و سینوسی تبدیلات حرارت، مسائل حل براي فوریه6 آن دنبال به و نمود مطرح را انتگرال
به نوعی به یک هر که کردند مطرح را آبل معادله مکانیکی، مسائل حل در 7 آبل همچنین و فوریه
بوده�اند، موثر انتگرالی معادلات تکامل سیر در نیز دیگري افراد می�شدند. منجر انتگرالی معادله�هاي

از: عبارتند افراد این از بعضی

(1826) مغناطیس تئوري در پواسون8 ⋆

(1832) انتگرالی معادلات کمک به دیفرانسیل معادلات برخی حل در لیوویل9 ⋆

(1870) نمود معادله یک به تبدیل را دیریکله مسأله نیومن10 ⋆

(1896) نمود ارائه را انتگرالی معادلات عمومی نظریه بار اولین براي ولترا11 ⋆

لحاظ از آن اهمیت اصولاً است ریاضیات علم شاخه�هاي مهمترین از یکی انتگرال معادلات نظریه
فیزیک، علوم در انتگرال معادلات است. جزئی مشتق با معادلات تئوري در مرزي مقدار مسائل
معادلات به می�توان مثال طور به دارد. فراوانی کاربردهاي ... و غیره و فنی علوم ریاضیات، شیمی،

می�باشند. فیزیک علم در انتگرال معادلات جمله از که کرد اشاره موج و گرما پیچیده
سال�هاي حدود در شد شروع 19 قرن اواخر در تنها انتگرال معادلات نظریه توسعه حقیقت در لیکن
ریاضیدان یک همچنین و کارکرد آن روي ولترا نام به ایتالیایی ریاضیدان یک که بود 1900-1903

4Bois Reymond
5Laplace
6Fourier
7Abel
8Poison
9Liouville
10Newman
11Voltra
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داد پیشنهاد 13 دریکله مسئله حل جهت جدید روش یک سال�ها همان در فردهلم12 نام یه سوئدي
از خاصی دسته�بندي شامل که داد انجام را خطی انتگرالی معادلات از کلی دسته�بندي یک سپس و
و پرداخت انتگرالی معادلات مورد در تحقیق به هیلبرت فرایند این ادامه در بودند. نیز ولترا معادلات
کردن فرموله وي بزرگ کارهاي از یکی جست. بهره آنها از فیزیک و ریاضی مسائل از بسیاري حل در
به اولیه و مرزي شرایط با جرئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات مسائل
آورد. وجود به معادلات گونه این حل در نو حرکتی ترتیب بدین که است انتگرالی معادله یک صورت
زیرا است بوده زیادي ریاضیدانان تحقیقات موضوع انتگرال معادلات حاضر عصر تا بعد به آن از
بنیادي قضایاي از فردهلم قضایاي می�کنند. برخورد جالبی و جدید مسئله به پیوسته طور به آنان
ارائه پیوسته هسته�هاي براي فردهلم توسط ابتدا قضایا این که جاي آن از هستند انتگرال معادلات
است لازم لذا یافته�اند تعمیم کلی�تري هسته�هاي براي دیگري پژوهشگران توسط بعداً لیکن شده�اند
وضع، خوش مسائل از یکی . نمود یاد است داشته عدیده�اي نقش راه این در که کارلمن تحقیقات از
روش�هاي با و است شده حل فردهلم توسط تحلیلی صورت به که می�باشند دوم نوع انتگرال معادلات
توابع و مکانیکی الگوریتم ادومیان، تجزیه گالرکین، مربعات، کمترین بسط نیستروم، نظریه عددي
هستند بدوضع مسائل از که اول نوع معادلات نمود. حل را مسائل از دسته این می�توان پایه شعاعی
فرد به منحصر جواب اینکه یا و نداشته جواب مسائل نوع این اوقات گاهی و نبوده حل قابل سادگی به
افزوده و تکراري منظم�سازي، ویژه، توابع بسط، روش�هاي از یکی با می�توان را مسائل نوع این ندارند.

کرد. حل گالرکین
می�کنند حل عددي روش�هاي با مربوطه مدل پیچیدگی به توجه با را مهندسی علوم مسائل اکثر امروزه
تقریب این می�باشد. مهندسی و کاربردي ریاضیات زمینه�ي در مسائل مهمترین از یکی تابع تقریب و
که مسائل تقریب براي لذا برسد خوبی دقت به کمتري عملیات حجم با که باشد گونه�اي به باید
روش�هاي معادلات �گونه این خصوصیات و شکل به توجه با می�شوند ظاهر انتگرال معادله صورت به

کرد. اشاره طیفی روش�هاي به می�توان روش�ها مهم�ترین از دارد وجود آنها حل براي زیادي

انتگرال معادلات بندي دسته 3.1
انتگرال عملگر تحت مجهول تابع آنها در که هستند معادلاتی انتگرال، معادلات شد گفته که همچنان
دسته دو به انتگرال معادلات باشد متغیر یا و ثابت انتگرال�گیري، دامنه اینکه منظر از می�شود. ظاهر

12Fredholm
13Dirichlet
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کامل دسته�بندي مشاهده جهت می�شوند. تقسیم ولترا انتگرالی معادلات و فردهلم انتگرالی معادلات
کند. مراجعه [8] مرجع به می�تواند خواننده انتگرال، معادلات

فردهلم انتگرال معادلات 1.3.1
بالایی حدود یعنی این و می�پذیرد صورت [a, b] مانند بازه�اي بر انتگرال�گیري معادلات، این تمام در
به آن کلی شکل و است ثابت b که داشت نظر در باید و می�باشند b و a ترتیب به انتگرال پایینی و

است زیر صورت

h(s)f(s) = g(s) + λ

∫ b

a

k(s, t)f(t)dt,

معادله صورت این در باشد h(s) = ۰ اگر اما می�گوییم. سوم نوع فردهلم انتگرال معادله آن در که
داریم. را اول نوع فردهلم انتگرال

g(s) = λ

∫ b

a

k(s, t)f(t)dt,

داریم: را دوم نوع فردهلم انتگرال معادله صورت این در h(s) = ۱ اگر

f(s) = g(s) + λ

∫ b

a

k(s, t)f(t)dt,

داشت. خواهیم را همگن فردهلم انتگرال معادله باشد g(s) = ۰ و h(s) = ۱ اگر و

f(s) = λ

∫ b

a

k(s, t)f(t)dt,

ولترا انتگرال معادلات 2.3.1
بالایی حد عبارتی به می�شود. انجام [a, s] مانند بازه�اي بر انتگرال�گیري معادلات، از گروه این در
و دوم و اول نوع ولتراي انتگرال معادلات کلی صورت است. s متغیر ،b ثابت مقدار جاي به انتگرال
داشت خواهیم را s متغیر b بالاي حد جاي به که تفاوت این با می�شوند تعریف بالا مانند همگن و سوم

یعنی

h(s)f(s) = g(s) + λ

∫ s

a

k(s, t)f(t)dt,
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