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ــا عطــا فرمــود    ــه م ــم و معرفــت را ب در . حمــد و ســپاس خداونــد بــزرگ را کــه توفیــق کســب عل

ــر خــود لازم مــی  ــرا در   اینجــا ب دانــم از تمــامی اســاتید بزرگــوار کــه در طــول ســالیان گذشــته م
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  فصل اول

  
 روا دیدگاه ریاضی حاکم بر کره

     کشیده و کره وار پخت



٢ 
 

  مقدمه1-1
دسـتگاه مختصــات دکــارتی بــراي حــل بسـیاري از مســائل فیزیکــی مناســب نیســت مــثلاً ،   

ــا     ــرانش ی ــروي گ ــل نی ــرا مث ــروي مرکزگ ــر یــک نی ــتگاه  اگ ــیم ، دس الکترواســتاتیکی داشــته باش
بهتــرین دســتگاه مختصــاتی کــه در ایــن گونــه . مختصــات دکــارتی بــیش از حــد نامناســب اســت 

آیــد ، دســتگاهی اســت کــه فاصــله شــعاعی، یکــی از مختصــات آن باشــد یعنــی  مســائل بکــار مــی
تی را نکتــه ایــن اســت کــه در هرمســئله بایــد چنــان دســتگاه مختصــا. دســتگاه مختصــات کــروي 

انتخــاب کــرد کــه بــا آن جــور باشــد و هرقیــد یــا تقــارن موجــود درآن مســئله را مــورد اســتفاده   
قراردهد و به احتمال زیاد، در ایـن حالـت مسـئله بهتـر قابـل حـل خواهـد بـود تـا اینکـه آن را بـه            

منظــور ایــن اســت کــه یــک معادلــه دیفرانســیل بــا مشــتقات  . قالــب دســتگاه دکــارتی درآوریــم 
ــواهی  ــی خ ــی جزی ــه م ــت ک ــه     م داش ــد معادل ــه چن ــد ب ــات جدی ــتگاه مختص ــوان آن را در دس ت

ــاً اســتاندارد هســتند    ــه کــرد کــه غالب هــاي مختصــات ســه  دســتگاه. دیفرانســیل معمــولی تجزی
  : بعدي معمول عبارتند از

ــائم ــتوانه1ق ار، اس ــتوانه2اي دو ــوي، اس ــتوانه3اي بیض ــهوي، اس ــروي4اي س ــهوي ،5، ک ، 6س
ــوار ، کـــره7مخروطـــی ، 12اي، چنبـــره11، دوکـــروي10، دوقطبـــی9وار پخـــت، کـــره8یدهکشـ

  . 14و سهیوارهمکانون13بیضیوارهمکانون

ــل بلــوری  معمــولاً هــرذره ــم، مث ــا آن ســروکار داری ــاران ، اي کــه در طبیعــت ب خ ، قطــرات ب
ــار و  ــردو غب ــب     ...ذرات گ ــدلهاي مناس ــعه م ــابراین توس ــتند ، بن ــنظم نیس ــروي م ــکل ک داراي ش

                                                             
1 Rectongular 

2 Circular Cylinder 

3 Elliptic cylinder 

4 Parabolic cylinder 

5 Spherical 

6 Porabolic 

7 Conical 

8 Prolate Spheroidal 

9 Oblate spheroidel 

10 Bipolar 

11 Bispherical 

12 Toroidal 

13 Ellipipsoidal 

14 Parabolical 



٣ 
 

وار دي بســـیاري را در تحلیـــل دقیـــق مســـائل در مختصـــات کـــرهمنـــذرات غیرکـــروي علاقـــه
هــاي عملــی بوجــود آورده اسـت ، زیــرا هندســه بســیاري از اجسـام را در حــوزه  ) کشـیده و پخــت (

  .وار تقریب زد هاي کرهتوان به صورتمی

هــاي زیــادي وجــود دارنــد کــه در آنهــا حــل معــادلات دیفرانســیل مختلــف  اکنــون  حــوزه
ــه   ــد معادل ــول و    لامانن ــادلات ماکس ــوج ، مع ــه م ــلاس ، معادل ــره ...پ ــات ک ــدر درمختص وار در ص

پراکنــدگی امــواج الکتــرو مغناطیســی : هــا عبارتنــد از برخــی از ایــن حــوزه. تحقیقـات قــرار دارنــد  
 ] 2 [وارفــی کــرهلاهــاي ات، بررســی پراکنــدگی از دي الکتریــک ] 1 [وار از ذرات همگــن کــره

ــدان الکترومغناطی  ــبه می ــطح کــره    محاس ــا س ــل ی ــی در داخ ــنش امــواج    س ــا در بــرهم ک واره
ــده   ــانونی شـ ــاي لیزرکـ ــی و پرتوهـ ــک  ]3-7[الکترومغناطیسـ ــور در اپیتـ ــدگی نـ ] 8-10[پراکنـ

ــته ــدلهاي هسـ ــات  ] 11[ايمـ ــیگنال و تئـــوري ارتباطـ ــردازش سـ ــدلهاي ] 12[، پـ ــر، مـ و الکتـ
ــره .....و ] 13[مغناطیســی  ــتگاههاي ک ــولاً دس ــه اص ــک ب ــیده در فیزی ــت   وار کش ــت اهمی ــن عل ای

ــائل    ــی مس ــه در بررس ــزي ((دارد ک ــت     )) دو مرک ــه لازم اس ــدروژن ک ــول هی ــون مولک ــد ی مانن
آیـد یـا همچنـین بـراي حـل معادلـه الکتریکـی        را براي آن حـل کنـیم بکـار مـی     شرودینگرمعادله 

وار دسـتگاه کـره  ] . 14[گیـرد تولید شده توسـط دو الکتـرود کوچـک نیـز مـورد اسـتفاده قـرار مـی        
-توانـد تقریـب خـوبی بـراي سـطح سـیارات باشـد و از ایـن دسـتگاه مختصـات مـی           نیـز مـی  پخت 

  . زمین استفاده کرد  یتوان در توصیف میدان گرانش

  

 1وار کشیدهدستگاه مختصات کره -1-2

اسـت کـه از    متعامـد   ر کشـیده یـک دسـتگاه مختصـات سـه بعـد      وادستگاه مختصـات کـره  
هـا  چرخش دسـتگاه دو بعـدي بیضـوي حـول محـور کـانون بیضـی یعنـی محورتقـارن کـه کـانون           

تـوان حالـت حـدي    وار کشـیده را مـی  دسـتگاه مختصـات کـره   . آیـد روي آن قرار دارند بوجـود مـی  
 .دستگاه مختصات بیضیوار همکانون فرض کرد که دو محور کوچکتر آن با هم برابرند 

                                                             
1 Prolate Spheroidal Coordinates 



٤ 
 

 

  وار کشیدهمختصات کرهدستگاه - 1- 1شکل

ــره      ــات ک ــتگاه مختص ــر دس ــان دیگ ــه بی ــات    ب ــتگاه مختص ــرخش دس ــا چ ــیده ب وار کش
بــه عنــوان زاویــه ســمتی  φشــود کــه بــا معرفــی بیضــوي حــول محــور بــزرگ بیضــی حاصــل مــی

وار کشــیده ماننــد هــاي کــرهبــا فــرض اینکــه کــانون] . 14[آیــد دســتگاه ســه بعــدي بوجــود مــی
ــ ــاط  ) 2-1(کل شـ =  در نقـ 0 , = 0 ,  = ــله        ± ــند ، فاصـ ــده باشـ ــع شـ واقـ

  : وار برابر است باهاي کرهاز کانون (x,y,z)نقطه دلخواه 

  =  ( − 1) +   + و               =    +      +   +    )1-1(         

ــی ــره   و م ــتگاه ک ــات دس ــوان مختص ــیده ت ــر تعریــف     (ξ,η,φ)وار کش ــورت زی ــه ص را ب
  ] : 15[کرد

ξ =          ,     η =             ,    φ =                              )1-2(  

  : ي آنها برحسب مختصات  دکارتی چنین است و رابطه

 =   a  ξ − 1 (1− η )       φ                                                   )1-3(  
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 =      ξ − 1 (1 − η )        φ                            )1-4                     (

                         =    ξη                                                     )1 -5                                       (
   

  φ≤2π≥0و     ∞≥η≤1  ,     1≤ξ≥1-: ي مختصات در بازه نناحیه تغییرات ایو 
  .باشد  می

  

  

  

  

  

  وارهاي کرهموقعیت کانون -2-1شکل 

  

  : آوریم وار کشیده را با سطوح مختصات زیر به دست میدستگاه مختصات کره

ــا   ، کــره =ξثابــت  ــر ب ــانون براب ــا فاصــله بــین دو ک ــزرگ آن aوارهــاي کشــیده ب ، محــور ب

− ξ    و محور کوچکتر آن   ξ  برابر  1   . 

= وارهاي دو پارچه با کانونهایی در ، هذلولی =ηثابت  = و      −      

-zرا بـا صــفحه   φگـذرد و زاویــه  مــی zهـایی هســتند کـه از محـور   ، نـیم صــفحه  =φثابـت  

x د نسازمی . 

(x,y,z) 

+ 12  

r1 

r2 

−12   
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ــه  ــعاعی ،   ξمختص ــه  ηرا مختصــه ش ــتگاه    φاي و را مختصــه زاوی ــمتی دس ــه س را زاوی
ــه ذکــر . شــوند متغیرهــاي کــروي نزدیــک مــیبــه ایــن دو  a⇾0نامنــد زیــرا در حــد مــی لازم ب

  . در نظر بگیریم  zاست که محور تقارن دورانی را محور 

   1ضرایب مقیاس 1-2-1

  ] : 16[باتوجه به تعریف روابط تبدیل ضرایب مقیاس به صورت زیر 

ℎξ
 =     ξ

  +     ξ
  +     ξ

                                                              )1-6 (   

ℎη
 =     η

  +     η
  +     η

                                                             )1-7    (       

ℎ  =        +        +                                                     )1-8    (                  

  : توان به دست آورد می

ℎξ =     ξ  η 
ξ       ,     ℎη =     ξ  η   η     ,      ℎ =      ξ − 1 (1 − η )    

    )1 -9(  

ــره   ــات ک ــراي مختص ــه ب ــاهی لازم اســت ک ــتفاده   گ ــاتی اس ــاي مثلث ــیده از متغیره وار کش
ــره    ــات ک ــورت مختص ــیم ، در اینص ــی کن ــیده را م ــف     وار کش ــم تعری ــر ه ــورت زی ــه ص ــوان ب ت

=   ]: 14[کرد    sin ℎµ   sin υ    cos φ                                                        )1-10( 
   =       µ     sin υ     sin φ                                                    )1-11(     
                         

                                                             
1 Mettic Coefficients 
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 =        cos ℎµ    cos υ                                                              )1-12  (
                    

 ∞≥µ≥0و  υ≤π     , 0≤φ≤2π≥0هـا برابـر اسـت بـا ،     بـه طوریکـه بـازه تغییـرات آن    
  : ضرایب مقیاس متناظر این نوع تعریف چنین است ) 3-1(شکل 

ℎ = ℎυ =     sinℎ  +    2υ =      cosℎ  −     υ    ,ℎφ =    sinℎ sin υ   )1-13 (  

=    : شود ان حجم به صورت زیر نوشته میمو ال   sin ℎ sin υ (sin ℎ  +     υ)   υ               )1-14      (
             

=    :و یا     ξ − η                                               )1-15  (                

 

 

 

 

 

 

 

 

  وار کشیدهاي کرهمختصات زاویه- 3- 1شکل
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وار جوابهاي کلی معادله لاپلاس در دستگاه مختصات کره -3 -1
  کشیده 

ــه معا   ــتاتیک لازم اســـت کـ ــائل الکترواسـ ــیاري از مسـ ــه لاپـــلاس را در ددر حـــل بسـ لـ
ــیم    ــورد نظــر حــل کن ــه تعریــف  . دســتگاه مختصــات م ــا توجــه ب عملگرلاپلاســین در دســتگاه ب

 : وار کشیده به قرار زیر مختصات کره

  =   ξ η φ
   ξ

  ∅ η ξ

  ξ
  +   ξ

  ξ ∅ η

  η
 +   ∅  ξ η ∅   ∅         )1-16  (

              

ــره  مــی ــتگاه مختصــات ک ــلاس را در دس ــه لاپ ــوان معادل ــتفاده از روش  ت ــا اس وار کشــیده ب
  : جداسازي متغیرها حل کرد 

   =     ξ  η     ξ
 ξ − 1    ξ

+   η
(1 − η )    η

+ ξ  η  ξ    (  η )        =0                                                                                                                  )1-17(     
  

,ξ)   : بافرض اینکه  η, φ) =  (ξ) (η) ( )                                   )1-18 (                    
                             

  : رسیم به سه معادله تفکیک شده زیر می) 17-1(در با جایگذاري معادله فوق 

      = −                                     )1-19 (                                                       

  η
 (1 − η )    η

 +  ( + 1) −     η  = 0                              )1-20     (   


