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 چکیدُ 

 ثعدی ٍ هعبدلات دیفزاًسیل جشیی هزتجِ دٍم ثب ضزایت ثبثت  Nتجدیل لاپلاط 

 هزین غلاهی ثجبرگفشِ

دس آى ًـبى دادُ ؿذُ اػت وِ تجذيل لاگرش هري ترَا ًرذ  ثٌرَس      .وشدين  دس ايي پبيبى ًبهِ تجذيل لاگش  ٍ ٍيظگیْبي اػبػي آى سا تؼشيف

هَحشي ثشاي عل هؼبلِ سػبًؾ گشهبيي دس يه ػین ًین هتٌبّي ثب رشيبى گشهبيي هتغیش دس عوَس يه هٌجرغ گشهربيي دس عبلرت تؼربدل     

 . اػتفبدُ هي ؿَد

ّوضٌریي  . ب ٍ ثؼوي اص وبسثشدّبي آًْرب سا ثیربى ٍ احجربت هري ؿرًَذ     لوبيبيي اص تجذيل لاپلاع صٌذ ثؼذي ٍ تؼوین آًْدس ايي پبيبى ًبهِ ، 

دس عرل  تجرذيل لاپرلاع دٍثؼرذي     .ديرن  ّربي لاگرش سا ًـربى دا    وبسثشد تجذيل لاپلاع دٍثؼذي دس عل هؼبئل هشثَى ثرِ صٌرذ رولرِ اي   

 . هؼبدلات ديفشاًؼیل رضيي هفیذ اػت 
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Abstract 

Laplace transform pairs of N-dimensions and second order linear partial differential 

equations with constant coefficients  

Maryam Gholami 

 

In this dissertation,we define Laguerre transform and its basic properties.it is shown that the 

Laguerre transform can be used effectively to solve the heat conduction problem in a semi-

infinite medium with variable thermal conductivity  in the presence of a heat source within the 

medium. 

we will prove certain theorems and corollary on multi dimensional Laplace transformations and 

also develope some applications based on this results. Application of two dimensional Laplace 

transform in the examples related to Laguerre polynomials are also provided. The two–

dimensional Laplace transformation is useful in the solution of partial differential equations 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords: Two-dimensional Laplace transform, second- order linear non homogenous partial 

differential equations, Laguerre polynomials.   
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 پیشگفتبر 
اص ايي تجذيلات ثرشاي عرل هؼربدلات ديفشاًؼریل ٍ     . َى سيبهي ٍ هٌْذػي وبسثشد فشاٍاًي داسًذضاهشٍصُ تجذيلات لاپلاع دس ػلَهي ّو

آًضِ وِ اهشٍصُ ثیـتش هَسد تَرِ اػت ثذػت آٍسدى تجذيلات لاپلاع دٍثؼرذي، ػرِ ثؼرذي ٍ صٌرذ     . هؼبدلات اًتگشال اػتفبدُ هي ؿَد

 . َاى ثب اػتفبدُ اص وبسثشدّبي آًْب دس ػلَم هختلف، هؼبئل سا ػشيؼتش عل وشدثؼذي اػت وِ ثت

دس فلل اٍل ثشخري اص لوربيبي هْرن ٍ وربسثشدي تجرذيل لاپرلاع تره ثؼرذي ٍ تجرذيل لاپرلاع           . فلل اػت  ؿؾ ايي پبيبى ًبهِ ؿبهل

دس فلل دٍم، خَاف صٌذ رولِ اي . ثیبى ؿذُ اػت ّبي هتٌَػي اص وبسثشدّبي آًْب هؼىَع آى ثیبى ٍ احجبت ؿذُ اػت ٍ دس اداهِ هخبل

ّبي لاگش دس استجبى ثب تجذيلات لاپلاع ثیبى ؿذُ ٍ ثب اػتفبدُ اص آًْب ػجي لاگش ثشخي تَاثرغ سا ثذػرت آٍسديرن ٍ ّوضٌریي صٌرذ ػرشي       

فلرل ػرَم ثرِ ثیربى ٍ     . ورشدين دس اًتْب تجذيلات لاگش سا ثشسػي ٍ صٌذ هخبل سا هٌرشط  . ّبي لاگش سا عل وشدين هشثَى ثِ صٌذ رولِ اي

ّربيي ًـربى دادُ    بسثشدّبي ايي لوبيب ثب روش هخبلواحجبت خَاف ٍ لوبيبيي اص تجذيل لاپلاع دٍ ثؼذي اختلبف يبفتِ اػت ٍ ثؼوي اص 

ٍ   n–دس فلل صْبسم، ثِ تؼشيف تجذيل لاپلاع . ؿذُ اػت سثشد ورب  ثؼذي پشداختین ٍ لوبيبي وبسثشدي اص ايي تجذيلات سا ثیربى ورشدين 

ّوضٌیي وبسثشد تجذيلات لاپلاع دٍ ثؼذي  . تجذيل لاپلاع دٍ ثؼذي دس عل ػشي ّبي ٍاثؼتِ ثِ صٌذ رولِ اي ّبي لاگش سا ًـبى دادين

دس فلل پٌزن ًیض هؼبدلات ديفشاًؼیل رضيي خٌري  . ّبيي ًـبى دادين دس عل هؼبدلات ديفشاًؼیل رضيي خٌي هشتجِ دٍم سا ثب روش هخبل

َطى وؼرشي  یر دس ًْبيت ، دس فلل ؿـن ثِ ثشسػي يه  هؼبدلرِ ديف . ا هؼشفي ٍ ثب  ًشط هؼبئلي وبسثشد آًْب سا ًـبى دادينهشتجِ صْبسم  س

ؿبيبى روش اػت وِ ايي هؼربدلات دس فیضيره ٍ ػلرَم هٌْذػري     . صهبى ثب اػتفبدُ اص سٍؿْبي عل تجذيل لاپلاع ته ثؼذي پشداختِ اين 

ذيذُ ّبي فیضيىي سا ثْتش تَریِ هي وٌٌذ ٍ رَاة ثذػت آهذُ ثِ ووه آًْب  دلیرك ترش اص هؼربدلات    وبسثشد داسًذ ، صيشا ايي هؼبدلات پ

 . اػت  وِ ثِ سٍؽ وؼشي عل ًـذُ اًذ ييهَد ٍگشهب 
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 فصل اول

 ک بعدیتلاپلاص  لتبدی 

 



 

 

                                                                        

 

 هقدهِ . 8ـ8

وشاُ احجبت لوبيب پشداختِ ٍ ّوضٌیي تجذيل لاپلاع ّبي آى ثِ ّ دس ايي فلل ثِ تؼشيف تجذيل لاپلاع ته ثؼذي ٍ هؼشفي ٍيظگي

لاصم ثِ روش اػت وِ تجذيلات لاپلاع ته  ثؼذي . ّبي صيبدي دس ّش ثخؾ هٌشط ؿذُ اػت هؼىَع ته ثؼذي تؼشيف ؿذُ ٍ هخبل

تش  شاي عل ساعتّبيي ث ّبي تجذيلات لاپلاع ثِ ػٌَاى سٍؽ سٍؽ. ػلاٍُ ثش سيبهي دس ػلَم هٌْذػي ًیض وبسثشد فشاٍاًي داسًذ

 . سًٍذ هي هؼبئل ثِ وبس

)تبثع  8تجدیل لاپلاط. 2ـ8 )f t  . 

فشم وٌین  .8-2-8تعزیف  , : 0,s C f C    آًگبُ تجذيل لاپلاع( )f t  سا ثب ( ) ( )L f t F s ًـبى 

 : ]1[ نوٌی دّین ٍ ثِ كَست صيش تؼشيف هي هي 

 
0

( ); ( ) ( )s tL f t t s e f t dt F s


                                            (1-1)  

تبثغ  .2ـ2ـ8تعزیف  : 0,f C  ّبي عمیمي ٍهخجت اص هشتجِ ًوبيي اػت اگش حبثت, ,a T M  ِهَرَد ثبؿٌذ ثِ ًَسي وِ ث

Tاصاي  t 1[ینداؿتِ ثبؿ[ : 

( )a te f t M  )                  يب             ) atf t Me  

)2ثِ ػٌَاى هخبل تبثغ  )f t t  ِ0اػت صيشا ثِ اصاي  3ًوبيي اص هشتجt   ،2 2 3 tt t e   . 

)ّوضٌیي تَاثغ وشاًذاس هبًٌذ  ), ( )cos at sin at اص هشتجِ ًوبيي ّؼتٌذ . 

 ٍجَد تجدیل لاپلاط . 3ـ8

)اگش )f t  0ثِ اصاي ّشb  ِسٍي فبكل 0, b   ُتجذيل لاپلاع تبثغ لٌؼِ ثِ لٌؼِ پیَػتِ ثبؿذ ٍ اص هشتجِ ًوبيي ّن ثبؿذ آًگب

 : 0,f C  ٍرَد داسد اگش ٍ فمي اگشRes a ]1[ . 

 : خَاّین داؿت ٍ ؿشايي ثیبى ؿذُ  ثب تَرِ ثِ تؼشيف تجذيل لاپلاع .اثجبت

  ( )

0
( ) ( )

T
s t s a t

T
L f t e f t dt M e dt


                                                                 (1-2)  

                                                
1 -Laplace  



 

 

                                                                        

 

Re)بّي اػت ٍ اًتگشال دٍم لبثل تجذيل ثِ ٍاهظ اػت وِ اًتگشال اٍل هتٌ )s a t

T
e dt


 

 صيشا).اػتIm
1

i s
e


 .) ثٌبثشايي

Resٍاهظ اػت وِ ايي اًتگشال ّوگشاػت اگش ٍ فمي اگش a . 

ٍرَد داؿتِ ثبؿذ، آًگبُ  ي ؿشايي ثیبى ؿذُ ثب دس ًظش گشفت fخَاّین داؿت وِ اگش تجذيل لاپلاع ( 2ر1)اص ساثٌِ   .(8ـ3ـ8)ًکتِ 

lim ( ) 0
s

F s


  . 

 .]1[تجدیل لاپلاط ثزخی تَاثع هقدهبتی . 8-4

(1)      1

( 1)
1L t

s










 
   (1-3  )                                                                                                                      

(2)      2 2
( )

a
L sin at

s a



                                                        (1-4)  

(3)      2 2
( )

s
L cos at

s a



                                                        (1-5)  

(4)     
1a tL e

s a



     (1-6                  )                                                       

  ثزخی خَاص هْن تجدیل لاپلاط تَاثع.  8-5

اگش : خبكیت خٌي تجذيل لاپلاع( 1)
2 1,c c ُ1[ حبثت ّبي دلخَاُ ثبؿٌذ، آًگب[ : 

     1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )L c f t c f t c L f t c L f t                                   (1-7)  

اگش ( 2) ( ) ( )L f t F s  ُآًگب ، 

 ( ) ( )atL e f t F s a                                      (1-8)  

اگش (  3) ( ) ( )L f t F s  ُآًگب ، 

 
1

( ) ( )
s

L f at F
a a

                                                             (1-9)  

اگش ( 4) ( ) ( )L f t F s ُآًگب ،      

( 1-11)            2( ) 1 2 ( 1)( ) ( ) (0) (0) (0) (0)
nn n n n nL f t s F s s f s f s f f
        

اگش ( 5)  ( ) ( )L f t F s  ُآًگب ، 

  ( )( ) ( 1) ( )n n nL t f t F s                                   (1-11)  



 

 

                                                                        

 

سٍي  fاگش ( 6) 0,  ٍ ِپیَػت( )

t

f t
lim

t
 هَرَد ثبؿذ، آًگبُ   

( )
( )

s

f t
L f u du

t


 

 
 

                                  (1-12)  

اگش ( 7) ( ) ( )L f t F s  ُآًگب ، 

 0

( )
( )

t F s
L f u d u

s
                                   (1-13)  

 ( 8قضیِ هقدار آغبسیي. ))8-5-8 (قضیِ

)فشم وٌیذ  )f t ٍ لٌؼِ ثِ لٌؼِ پیَػتِ ثبؿذ( )f t ٍ 
0

( )
t

f t f d   ٍاص هشتجِ ًوبيي ثبؿٌذ( )f t ِدس ًمبًي و( )f t  

)پیَػتِ اػت ، تؼشيف ؿذُ ٍ دس ًمبى ًبپیَػتگي )f t  ٍ اگش كفش اػت ( ) ( )L f t F s  ُآًگب 

0
lim ( ) lim ( )
t s

f t s F s
 

                                                     (1-14)  

 . ]2[هشارؼِ ؿَد ثِ هشرغ .اثجبت

                                )  2قضیِ هقدار ًْبیی(. )2-5-8) قضیِ 

)فشم وٌیذ  )f t ٍ لٌؼِ ثِ لٌؼِ پیَػتِ ٍ اص هشتجِ ًوبيي ثبؿذ( )f t ف ؿذُ ثبؿذفشم وٌیذ هـبثِ لویِ لجل تؼشي 
0



 f t dt 

ٍرَد داسد ٍ فشم وٌیذ 
1 kk




   ّوگشا ثبؿذ ٍ آًشا ثلَست صيش تؼشيف هي وٌین: 

   
00

( )   



  

t

k kk
f t f d u t T 

 kT  ًمبى ًبپیَػتگي( )f t  ٍ اگش اػت ( ) ( )L f t F s  ُآًگب 

0
lim ( ) lim ( )
t s

f t s F s
 

                                  (1-15)  

       .]2[هشارؼِ ؿَد ثِ هشرغ.اثجبت

                                                
1 - Initial – Value Theorem  

2 - Final – Value Theorem  

 



 

 

                                                                        

 

    (یب تبیع پلکبًی ٍاحد  دتبثع ٍاحد َّیسبی( . )8-5-8)تعزیف 

 : ]1[ايي تبثغ ثلَست صيش تؼشيف ٍ ًـبى دادُ هي ؿَد 

         (1-16)              
0 0

1 0


 


( )

t
H t

t
 

 (قضیِ اًتقبل ( . )3-5-8)قضیِ 

aثب دس ًظش گشفتي ؿشايي ٍرَد تجذيل لاپلاع ٍ    ُ1[آًگب[ : 

          (1-17  )   ( ) ( ) ( )
asL H t a f t a e F s   

)1دس عبلت خبف ثِ اصاي  )f t   ثذػت هي آيذ: 

         (1-18) 

هٌلَثؼت هغبػجِ  (.8-5-8) هثبل 
cos t

L
t

  
 
  

 ]1[ . 

)فشم هي وٌین  .حل ) sinf t t دس ايي كَست
cos

( )
2

t
f t

t
  

3 5
2 2

1
2

3 5( ) ( )
sin ... ...

3 5 3 5

t t t t
t t t       

   
 

ثب تَرِ ثِ ايٌىِ 
1

( ) , ( 1) ( )
2

n n n      داسين ، :            

  3 5 7
2 2 2

3 5 7
2 2 2

( ) ( ) ( )
sin ...L t

s s s

  
     

  3 3
2 2

2 3
1

4

1 1
( ) ( )

1 4 4
sin 1 ( ) ...

4 2 32 2

ss s
L t e

ss s

  

 
 

      
  

  

 

  
cos1

( ) (0)
2

t
L f t L s F s f

t

  
    

  

 

                                                
1.Heaviside's unit function 

 ( )
ase

L H t a
s



 



 

 

                                                                        

 

صَى 
1

4

3
2

( ) , (0) 0
2

sF s e f
s

 
  ثٌبثشايي خَاّین داؿت ، : 

 

)فشم وٌیذ اگش (.2-5-8) هثبل ) ( )f t ln at                                                                                                                     

)هٌلَثؼت  . الف )F s                                                هٌلَثؼت.ة   
1
2L t ln at

 

 .الف حل
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1
s te t d t

s










 
 

 :هـتك ثگیشين ،داسين  اگش اص ًشفیي ًؼجت ثِ   

   
 10

1 1 ln
lns t

s
e t t d t

s





 




   
 

اگش 0 , 1      ، دسايٌلَست،  اػت 1حبثت اٍيلش: 

 ;
lns

L ln t s
s

 
  

 :داسين(9-1)عبل ثب اػتفبدُ اص ساثٌِ

 
1 1

( ) ( ); ( )

s
ln

aaF s L ln at s ln
sa s s

a






      

اگش دس لؼوت الف ثزبي .ة
1

2
  ربيگزاسي وٌین،داسين: 

 
1
2

1 1
( ) ( )
2 2

lns

L t lnt
s



 

 

 دسايٌلَست

        
1 1 1 1

2 2 2 2( )L t ln at L t lna lnt L t lna L t lnt
   

     

                                                
1 - Euler’s constant  

1

4cos    
 

  

st
L e

st



 

 

                                                                        

 

                                                                        1 1
ln

2
lna s

s s s

   
     
 

 

                                                 

1
ln

2

a

s

s


   

    
     

 . ٍیضگی هٌحصز ثِ فزد ثَدى تجدیل لاپلاط. 8-6

)وٌین  فشم هي (.8-6-8) لن  )x  ُتبثؼي پیَػتِ ثش ثبص 0,1 2[دّین اس هيثبؿذ ٍ لش[: 

1

1

0
( ) 0 1,2,...nx x dx n                                (1-19)    

 دس ايي كَست 

( ) 0x     0 1x                            (1-21)  

)اگش  .اثجبت )x  ِدس ثبصُ ثؼت 0,1 فش ًجبؿذ آًگبُ ثبيذ دس يه صيش ثبصُ ثؼتِ هؼبٍي ك ,a b  ِ0اي و 1a b   ،

( )x  ثیٌین وِ اگش  دس اٍلیي تٌبٍة، هي. ثبؿذ( يب ّوَاسُ يه تبثغ هٌفي)ّوَاسُ يه تبثغ هخجت 

 max ,(1 ) (1 )c ab a b    

 آًگبُ 

1
1 ( ) ( ) 1b x x a

c
                a x b   

 ٍ 

1
0 1 ( ) ( ) 1b x x a

c
                                   0 , 1x a b x                  

 تبثغ  ثٌبثشايي
1

( ) 1 ( ) ( )

r

p x b x x a
c

 
    
 

aاي ثضسي ػبختِ ؿَد وِ  تَاى ثِ اًذاصُ هي r ثب اًتخبة هٌبػت  x b  

1اي وَصه  ثبؿذ وِ  ٍ ثِ اًذاصُ , 0b x x a    ثب تَرِ ثِ ايٌىِ . ثبؿذ( )p x  يه صٌذ رولِ اي اص x  ِاػت ٍ ثب تَر

 ثِ فشم وِ  

1
1

0
( ) 0 1,2,...nx x dx n    

 : ثبيذ داؿتِ ثبؿین rثٌبثشايي ثشاي ّش ػذد كغیظ هخجت 



 

 

                                                                        

 

1

0
( ) ( ) 0p x x dx   

 ي وبفي ثضسي ثِ كَست ًبهؼبٍي  ثِ اًذاصُ rٍلي ثب اًتخبة 

1

0

( ) ( ) 0p x x dx   

)ثِ ًَس هـبثِ اگش . وِ دس اٍلیي تٌبٍة تٌبلن سا ًتیزِ هي دّذ. كذق هي وٌذ ) 0x   دس ,a b وٌذ ثبؿذ ًیض كذق هي .

)ثٌبثشايي  ) 0x   دس 0,1  . 

  (.8قضیِ لزچ(. )8-6-8) قضیِ

 اگش

0
( ) ( )s tF s e f t dt



    s                                (1-21)  

)وِ  )f t  ِ2[، ٍرَد ًذاسد كذق وٌذ( 21-1)يه تبثغ پیَػتِ اػت، ّیش تبثغ پیَػتِ ي ديگشي وِ دس هؼبدل[ . 

)وٌین فشم هي. ثشين سا ثِ وبس هي( 1-6-1)ثشاي احجبت ايي لویِ، لن  .اثجبت )g tٌِكذق ( 21-1(تبثغ ديگشي ثبؿذ وِ دسساث       

)ثب تؼشيف . وٌذ هي ) ( ) ( )h t f t g t   صَى ،( )h t ثٌبثشايي . ، پغ پیَػتِ اػتتفبهل دٍ تبثغ پیَػتِ اػت 

0
( ) 0s te h t dt



      sRe                                   (1-22)  

sوٌین  فشم هي n   ِثِ ًَسي و ،n  ّش ػذد كغیظ هخجت اػت، ثٌبثشايي 

( )

0 0
( ) ( ( ) )

n t nt te h t d t e e h t d t
 

 

      

                 . ص سٍؽ رضء ثزض اًتگشال سا عل هي وٌیندس ايٌلَست ثب اػتفبدُ ا

0 0

( )

0 0 0 0
0

( ) ( ) ( )

( )

t

t

t
u un t nt nt

unt

e h t d t e e h u d u n e e h u d u d t

n e e h u d u d t

 



 





    



    
     

 


  

   

 

 : آٍسينثِ دػت هي ( 22-1)ٍ ثب تَرِ ثِ ساثٌِ  

0

( ) 0nte t dt


                                                                                                                     (1-23)       

                                                
1 - Lerch’s Theorem  



 

 

                                                                        

 

 ثِ ًَسي وِ 

0

( ) ( )
t

u
t e h u du

 
                                  (1-24)  

دّین  لشاس هي( 23-1)دس ساثٌِ 
1

( ) ( ) , tx ln x e
x

   
  

 
 ثٌب ثشايي .  

 

0

1

0

1 1

0 0

1
( ) ln

1
ln

nt n

n n

d x
e t dt x

x x

x dx x x dx
x

 

 





 
 

 
  

 

 
  

 

 

 

 

( )x ُدس ثبص 0,1 دّین صيشا لشاس هي. پیَػتِ اػت : 

(0) lim ( )
t

t 


   ,  (1) (0) 0    

 ّوضٌیي ثب اػتفبدُ اص لن فَق،اگش

1

1

0
( ) 0 1,2,...nx x d x n    

 آًگبُ

( ) 0x     0 1x   

صَى  ؿشايي لن لجل ثشلشاس اػت ٍ ّوضٌیي  دس ًتیزِ   x t  دس ايٌلَست ، 

0

( ) ( ) 0 ; 0
t

ut e h u du t                                        (1-25)  

)صيشا  )
u

e h u
  ِ0صهبًي وt   0 وِ هؼبدل اػت ثب ثبؿذ، پیَػتِ اػتt       ( ) 0

t
e h t


  0ٍ لزاt      

( ) 0h t   0دس ًْبيتt   ،( ) ( )g t f t ؿَد ثبؿذ ٍ لویِ احجبت هي هي . 

)ّبي دلیك ثشاي هغبػجِ تجذيل لاپلاع اػتفبدُ ؿَد، تجذيل لاپلاع دّذ وِ اگش اص سٍؽ لویِ فَق ايي اًویٌبى سا هي )F s  ثٌَس

)هٌغلش ثِ فشدي ثشاي  )f t آيذ ثِ دػت هي . 

 .]3[تجذيل لاپلاع تَاثغ صيش سا ثِ دػت آٍسيذ. (8-6-8) هثبل

  (1)
0

cos (2 )
( )

x t
L f t dt

x

  
 
  
   

 . حل


